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Resumo

RODRIGUES, Anderson Armando de Souza, M.Sc., Universidade Federal de Vi-
cosa, fevereiro de 2017. Emparelhamentos de Arestas do Poligono Hiper-
boélico Associado a Tesselagao {8g —4,4}. Orientador: Mercio Botelho Faria.

Este estudo aborda novas construcoes de emparelhamentos de arestas genera-
lizados de poligonos hiperbolicos associados a tesselagao hiperbolica {8g — 4,4}
(Capitulo 4). Aos quais, mediante o Teorema de Poincaré construimos superficies
compactas pelo quociente ?2, onde H? ¢ o plano hiperbélico, I' & um grupo dis-
creto de isometrias gerado pelos emparelhamentos e g > 2 representa o género da
superficie. Essa tesselacao apresenta propriedades geométricas interessantes, e os
resultados ligados a essa teoria tém aplicacoes na teoria de codigos. Um desses
emparelhamentos é obtido ao unir o emparelhamento ®195_16 que construimos
associado a tesselacao {125 — 16,4} com emparelhamentos ®19,_g € $12,_12 cons-
truidos em [19] associados as tesselacoes {12n—8,4} e {124 —12,4}. Construimos
quatro maneiras distintas de emparelhar as arestas do poligono hiperbolico Pg,_4,
com 8¢ —4 arestas, associados a tesselacao hiperbolica regular {8g—4,4} e quatro
casos particulares de emparelhar as arestas de Pg,_4, onde em trés desses casos

g > 3 é impar e em um caso g > 4 é par.

ix



Abstract

RODRIGUES, Anderson Armando de Souza, M.Sc., Universidade Federal de Vi-
cosa, February, 2017. Pairing the edges of the hyperbolic polygon associ-
ated with the tessellation {8g — 4.4}. Advisor: Mercio Botelho Faria.

This study deals with new constructions of generalized edge pairing of hyper-
bolic polygons associated with hyperbolic tessellation {8g — 4,4} (Chapter 4).

To which, through the Poincaré Theorem we construct compact surfaces by the
2

quotient T where H? is the hyperbolic plane, I' Is a discrete group of isometries
generated by pairings of the edges and g > 2 represents the surface genre. This
tessellation presents interesting geometric properties, and the results connected
with this theory have applications in code theory. One of these pairings is obtai-
ned by joining the ®95 16 pairing we construct associated with the tessellation
{128—16,4} with pairings ®1,_s and P12,_12 constructed in [19] associated with
the tessellations {12n—8,4} and {121 —12,4}. We construct four distinct ways of
pairing the edges of the hyperbolic polygon Pg,_4, with 8g — 4 edges, associated
with regular hyperbolic tessellating {8g — 4,4} e Four particular cases of pairing

the edges of Pg,_4, where in three of these cases g > 3 and in one case g > 4 pair.



Introducao

E conhecido que qualquer grupo Fuchsiano I' agindo sobre o plano hiperbo-
lico H? tem um poligono fundamental convexo P e que o emparelhamento @ de
um poligono hiperboélico P gera um grupo I'. Com este grupo podemos obter

superficies de Rimann R de um dado género g através do quociente de H? por
2

I', denotado por T onde H? ¢ o plano hiperbélico conhecido como plano de

Lobachevsky e I' é um grupo discreto de isometrias de H?. Ainda, a soma dos
angulos internos de P nos pontos que fecham um ciclo é um certo multiplo de
2m. O teorema de Poincaré nos permite fazer o processo inverso e portanto da
um método para construir grupos fuchsianos.

Neste trabalho, estudamos certos tipos de emparelhamentos de arestas de po-
ligonos hiperbolicos. Emparelhamentos originalmente feitos por Oliveira Junior e
Faria na referéncia [19], os quais, nos fornecem superficies compactas orientaveis

2

pelo quociente T Esses emparelhamentos através do teorema de Poincaré (Ca-

pitulo 3) nos fornecem regides fundamentais e grupos Fuchsianos gerados pelos
emparelhamentos de arestas de poligonos hiperbolicos. Construimos, nesse tra-
balho, novos emparelhamentos e, portanto, novos grupos, que estao expostos no
Capitulo 4, os quais, estao associados a tesselagdo hiperbolica {8¢g — 4, 4}.

Os emparelhamentos de poligonos hiperbélicos tem relevancia na construcgao
de reticulados hiperbolicos [21], que sao utilizados no processo de construgao de
constelagoes de sinais, a partir de grupos Fuchsianos aritméticos e da superficie
de Riemann associada (Veja [I] e [2]). O interesse pela teoria dos reticulados é
devido também ao fato de ser uma ferramenta para o problema de empacotamen-
tos de esferas, que auxilia na construcao de boas constelacoes de sinais ou co6digos
6timos. Isto nos motiva ao estudo de emparelhamentos de arestas de poligonos
hiperbolicos associados a tesselagao {p, ¢}, em que {p, ¢} denota uma tesselacao
regular por um poligono regular de p arestas, de tal forma que cada vértice, ¢
desses poligonos regulares se encontram. Tais tesselagoes fornecem empacota-
mentos de esferas com densidade maxima [6] e portanto, estao relacionadas com
a construcao de codigos 6timos, cuja a probabilidade de erro é minima.

O problema de empacotamento de esferas tem como principal objetivo a busca
pela maior densidade possivel de empacotamento. Em [24], Toth apresentou

o limitante méaximo para a densidade de empacotamento no plano hiperbélico.

Segundo ele, a densidade de empacotamento ¢ limitada superiormente por %,

(2 =~ 0,95492965855137201461).

™
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Em [6] foram feitos estudos assintoticos para reticulados do tipo {p, ¢} . Demonstrou-
se que assintoticamente, a densidade de empacotamento nao atinge o valor %
Assintoticamente no sentido de p e ¢ tenderem a infinito, onde p e ¢ determinam
um tesselacdo {p,q}. Porém, temos que % ¢ atingido em empacotamentos por
horobolas {0, 3}.

A relevancia de tais resultados, para empacotamento de esferas, esta no fato
que reticulados hiperbolicos dos tipos {12n — 8,4} e {12p — 12,4} fornecem em-
pacotamentos com densidades proximas ao empacotamento 6timo em relagao a
densidade de empacotamento no plano hiperbolico, [19]. Dai, nosso interesse em
explorar os emparelhamentos de arestas de poligonos hiperbélicos, em particular
os poligonos com 8g — 4 arestas com g > 2, pois as tesselagoes {12n — 8 4} e
{12p — 12,4} sdo casos particulares da tessela¢do {8g — 4,4}.

Antes de iniciarmos o trabalho, apresentamos abaixo um breve resumo dos
capitulos.

No Capitulo 1, estudaremos a Geometria Hiperbolica no caso bi-dimensional,
estudando os modelos para o plano hiperbélico que sao o plano de Lobachevsky e
o disco de Poincaré. Nesses modelos apresentaremos o comprimento hiperbolico
e a distancia hiperbdlica, veremos também que estes sao espacos métricos relaci-
onados. Veremos as transformacoes que mantém o plano hiperbdlico invariante,
assim chamadas de transformacoes de M6bius, onde identificamos o conjunto des-
sas transformacoes pelo conjunto de matrizes quadradas. Uma vez tendo definido
geodésicas nos modelos hiperbolicos, definimos poligonos hiperbélicos e proprie-
dades importantes como area hiperbolica e condigao de existéncia de poligonos
hiperbolicos.

No Capitulo 2, apresentaremos os Grupos Fuchsianos e os Dominios de Di-
richlet. Faremos as classificacoes de isometrias de H? e definiremos os grupos
discretos dessas isometrias chamados de Grupos Fuchsianos, onde sao utilizadas
nocoes bésicas de topologia geral, variedades riemanniana, teoria de grupos e
nocoes de topologia algébrica. Apresentaremos as regioes fundamentais ou do-
minios fundamentais, onde a partir desses dominios podemos tesselar o plano
hiperbolico.

No Capitulo 3, apresentaremos a definicao de emparelhamentos de arestas e
o teorema de Poincaré que nos da condi¢oes para um poligono hiperbélico ser
uma regiao fundamental e o emparelhamento das arestas desse poligono gerar
um grupo Fuchsiano. Apresentamos os grupos Fuchsianos co-compactos, que nos

dao condicoes de obter superficies compactas orientaveis a partir do quociente
2

—, onde I' ¢ um grupo Fuchsiano. Estudaremos as tesselacoes hiperbélicas

{p,q} e condi¢bes para que uma tesselacao regular no plano hiperbolico exista.
Por fim, apresentamos os emparelhamentos de poligonos hiperbolicos associados
as tesselacoes {121 — 8,4} e {12u — 12,4}, construidos na referéncia [19], os
quais nos fornecem superficies compactas orientaveis. Apresentamos também,
um emparelhamento associado a tesselagao {8g — 4,4}.

Finalmente no Capitulo 4, construimos emparelhamentos de arestas para o
poligono hiperbélico, com 123 — 16 arestas, associados a tessela¢ao {128 — 16,4},
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com [ > 3 impar. Observamos que este emparelhamento junto com os empare-
lhamentos feitos em [19] associados as tesselagoes {12n — 8,4}, com 7 > 3 impar
e {12 — 8,4}, com p > 2 par, fornecem um emparelhamento de poligonos, com
8¢ — 4 arestas, associados a tesselagdo {8g — 4,4} e g > 2 natural. Construimos
também, novas identificagoes de arestas que emparelham o poligono hiperbolico
com 8a — 4 arestas, neste caso @ = g > 3 é fmpar e uma nova identificacao
de arestas que emparelha o poligono hiperboélico, com 8\ — 4 arestas e neste
caso A = g > 4 é par. Por fim, construimos novos emparelhamentos de arestas
associados a tesselacao {8¢g — 4,4}.



Capitulo 1

Geometria Hiperbodlica
Bi-Dimensional

Neste capitulo, veremos alguns conceitos e resultados necessarios ao estudo
dos capitulos seguintes. A Geometria Hiperbolica é o nosso ponto de partida para
o desenvolvimento dos demais capitulos desse trabalho. Uma das possiveis manei-
ras de estudar a geometria hiperbélica é através da adogao de um modelo, e aqui
utilizaremos dois modelos para essa geometria. A primeira secao deste capitulo
trata-se das transformagoes de Mobius para o caso (n+1)-dimensional do espago
hiperbolico, mas o nosso interesse maior ¢ o caso bi-dimensional da geometria hi-
perbélica. Apresentamos os dois tipos de transformacoes de Mobius, as inversoes
e as reflexdes, o grupo de Mobius, o grupo PSL(2,R) e sua relagdo com o grupo
das transformacoes de Mobius. Em seguida na segunda se¢ao, apresentamos dois
modelos de geometria hiperbélica plana, conhecidos como semi-plano superior
ou plano de Lobachevisk H? e o disco de Poincaré D?, bem como as isometrias
em cada modelo. Por fim, na terceira secao faremos a construcao dos poligonos
hiperbolicos e definimos e demostramos resultados sobre Area Hiperbolica. Pre-
tendemos simplesmente nos situar com respeito a esse estudo, de modo que nao
faremos todas as demonstracoes dos resultados apresentados. O presente capitulo
baseia-se nas seguintes referéncias [3], [IT] [13], [17], [20] e [22].

1.1 Transformacoes de Mobius

Com o intuito de estudar a geometria hiperbélica através da acao de um grupo
de transformacoes que preserva a distancia, retas hiperbolicas e que mantém
invariante os modelos euclidianos para a geometria hiperbolica que estudaremos
mais adiante, nesta secao, introduziremos os dois tipos de transformacoes de
Mébius, as reflexdes e as inversoes, o grupo de Mébius e o grupo PSL(2,R).

Apresentamos resultados que explicitam, tanto inversdes como reflexoes e que
ambas sao aplicacoes conformes, ou seja, preservam angulos entre curvas. Uma
vez tendo definido inversoes e reflexdes, definimos transformacgoes de Mobius e
apresentamos o grupo formado pelas transformacées de Md&bius, com interesse
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maior no caso bi-dimensional, pois é a dimensao de estudo neste trabalho, as-
sim definimos transformacoes de Mobius para o plano estendido C.,. Por fim,
estudamos o grupo PSL(2,R) e sua relagdo com o grupo das transformagoes de
Moébius.

1.1.1 Inversoes

Considere o espago euclidiano n-dimensional R" e sua compactificagao por
um ponto R” = R™ U {oo}, chamamos o ponto co de ponto ideal e seus abertos
sao os conjuntos da forma (R"\ A) U {oo} em que A é um compacto arbitrario
de R™. Estes abertos definem uma topologia em R". Com essa topologia R" &
homeomorfo & esfera

S = {x = (01, T2y oo, Tns1) ER™: 22 =22 4 a2 4 a2, = 1}.

De fato, consideremos a imersao i : R®” — R"" dado por i(zy,...,z,) =
(21, ..., Tpn,0) onde o ponto N = (0,...,0,1) é o "Polo Norte"da esfera. Podemos
definir a projecao estereografica

v =S"\{N} = i(R") = R".
Essa projecdo é definida do seguinte modo ( ver Figura 1.1):

Dado um ponto z € S™\ {/N}, existe uma unica reta determinada por z e
por N. Sendo = # N, sua tultima coordenada é diferente de 1, logo a reta deter-

minada por x e por N interceptard o hiperplano i(R™) em um tnico ponto que
1

1- Tni1
que 7wy € um homeomorfismo.
E, se ()5, é uma sequéncia em S™, constatamos que

denotaremos por my(x) = (21, ..., Tn,0). Mais ainda, podemos verificar

lim 2" = N <= lim |7mn(2")] = 00

n—oo n—oo
Portanto, ao adicionarmos um ponto ideal a R™ e definirmos suas vizinhancas
como acima, a projecao estereografica se estende a um homeomorfismo 7 : S™ —
R™. Denotaremos por S,(a) a esfera de R™ de centro a e raio 7.

Se consideramos o plano complexo C = R?, para cada z € C e a reta em R3
que passa por z e N intercepta a esfera em um ponto P # N. Entao, para |z| < 1,
P se encontra no hemisfério sul, para |z| = 1, temos P = z e para |z| > 1, P
esta no hemisfério sul da esfera. A medida que z tende ao co P tende a N. Deste
modo, identificamos C U {co} com S? e denotaremos por Cq,

Podemos proceder a seguinte defini¢ao.

Defini¢ao 1.1. Dada uma esfera S = S,(a) no espaco euclidiano, a inversdo
s : R" — R™ em torno de S € a aplicagdo tal que is(a) = 00,ig(00) = a e para
cada x & {a, 00}, ig(x) ¢ o unico ponto da reta 4 tal que |a—z||a—ig(x)| = r2.

Com esta definicao podemos enunciar e demonstrar a seguinte proposi¢ao.
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Figura 1.1: Projecao estereografica.

Proposicao 1.2. Dada a esfera S = S,(a), temos que para todo x # a, oo,

9 T —a . .
B sao colineares e

|z —a

o T—a \| o T—a
ool (e =)l = el =

Demonstracao: De fato, os pontos x,a e a+1r

=7’

Definicao 1.3. Uma aplicacao diferencidvel ® : R™ — R™ € dita conforme se
® preserva dangulos entre curvas continuamente diferencidvers.

Proposicao 1.4. Para toda esfera S = S.(a), a inversao ig é uma aplicacao
conforme de R™\ {a}.

1.1.2 Reflexoes

Nesta se¢ao por diante trataremos por esferas tanto as esferas S,.(a) quanto
os hiperplanos compactificados P;(a) U {cc}, onde Pi(a) = {z € R"/(z,a) =t} &
um subespacgo afim de R"”. Neste caso, denotaremos a esfera > e manteremos a
notacao S e P; para os casos em que a distingao tiver relevancia.

Consideremos um hiperplano compactificado P, = P;(a) U {oo}.

Definicao 1.5. A reflexao ip em P, é a aplicacdo que a cada ponto x € R”
associa um ponto ip(x) tal que o segmento de reta dado por x e ip(x) € ortogonal
a P; e intercepta o plano P, em seu ponto médio.

Em particular , ip mantém fixos os pontos de P;(a) e por defini¢ao ip(0o0) = oo.
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Proposicao 1.6. Dado o hiperplano P,, a reflexao ip € dada por

Demonstragdo: Se considerarmos 7p a projecao ortogonal em Pj(a), temos
que 7p(x) satisfaz as equagoes © — wp(z) = ca, ou seja,

mp(r) =2 —ca (1.1)

(rp(x),a) =t (1.2)

pois x — mp(x) é ortogonal ao hiperplano FPy(a) e mp(x) pertence a Pi(a).
Substituindo 1) 1.2)) obtemos que (x —¢ca,a) = t, ou seja, (z,a) —¢lal? =

T, a
assim ¢ = ~— (wa) —t Logo
e
-1
ip(x) =2 —2(x—7p(x))=0—2ca=1x— Q%a
a
e assim obtemos o resultado. ]

Essa proposicao deixa de forma explicita a reflexao em hiperplanos donde,
obtemos assim os seguintes resultados, que nos garantem que a reflexao preserva
a distancia, esferas e angulos entre curvas continuamente diferenciaveis.

Teorema 1.7. Dados hiperplanos P e pontos quaisquer x,y € R™, temos |z —y| =
lip(x) —ip(y)l.

Teorema 1.8. Seja ip uma reflexao em um hiperplano P. FEntdo, para toda
esfera 3, ip(X) € uma esfera.

Teorema 1.9. Para todo hiperplano P = P,(a) a reflexdo ip é conforme.

As demonstragoes destes 3 resultados podem ser vistas na referéncia [13].

1.1.3 O Grupo de Mobius

Agora apresentaremos as Trasformagoes de Mobius e seu grupo geral e
veremos sua particularizagao para o plano complexo.

Definicao 1.10. Uma Transformacao de Mdbius de R" ¢ uma composicao de
um nimero finito de reflexoes em hiperplanos e inversoes em esferas. O conjunto
das transformacoes de Mdbius de R™ é chamado de Grupo Geral de Mdobius e

¢ denotado por GM (I@")

Definicio 1.11. O Grupo de Mébius M(fR”) ¢ o subgrupo de GM (f&n) for-

mado pelas transformacoes de R™ que preservam a orientacao.
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Consideremos o plano complexo estendido C., = CU{oc} e as transformagoes

b
T : Cx — C, dada por T(z) = azj__d, onde os coeficientes a,b,c,d € C
cz

satisfazendo ad — be # 0. Caso ad — be = 0 teriamos T' constante igual a a/c.
Além disso, se ¢ # 0, definimos T'(—d/c) = oo o ponto no infinito, T'(c0) = a/c.
Por fim, se ¢ = 0 definimos T'(c0) = 0o. Assim, podemos definir

Definicao 1.12. Uma Transformagao de Mobius de C,, em C,, é uma apli-

cacdo da forma
az+0b

cz+d

T(z) =
onde a,b,c,d € C e ad — bec # 0.

Na definigao [I.11] o conjunto dessas transformagoes é um grupo nao abeliano
com a operacao usual de composicao de transformacoes e o denotaremos daqui
em diante simplesmente por G.

1.1.4 O Grupo PSL(2, R)

Para o desenvolvimento dessa subsecao consideremos o grupo das matrizes
2 x 2, M(2,R), e seja,

GL(2,R) = {A: (i Z); a,b,c,deRead—bd#O}

o grupo com a operacao usual de multiplicacao das matrizes 2 x 2 inversiveis.
Considere o grupo

SL(2,R) = {A: (Z Z); a,b,c,deRead—bdzl},

que é subgrupo de GL(2,R) de matrizes reais 2 x 2 e determinante igual a 1.
Agora, para cada matriz de A € SL(2,R) associamos uma transformacio 7'(z) =
az+0b
cz+d

az+b

Denote por H = {S(z) = o 1d € G, tal que ad — bc = 1,0onde a,b,c,d € R}
cz

o conjunto destas transformacoes. Podemos relacionar os elementos de H com

os elementos de SL(2,R) da seguinte maneira: Dados A; = (Zl Zl> , A =
1

€ H. Verifica-se

ao b2 a1z + bl asz + bg
SL(2,R) e S = = e
(CQ dg) € ( ) ) € o4 (’Z) 12 b2 )y PAg (Z) oz d2

que S, 0S4, = Sa,a,. De fato, como

A1A2 _ ar b as by _ ai1as + bics  aijby + bids
C1 d1 Cy dg ciao + d102 Cle + d1d2 ’
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entao

a (CLQZ + bg) i b
1 CoZ + d2 1 . (alag + b162)2 + (b1d2 + albg)

a22 + b2 N (Clag + dlcQ)z + (d1d2 + Clbg)
Cl< ) + dg
Coz + dg

Sa,(Sa,(2)) = = Sa;4,(2).

E também, para cada transformacao Sy € H existe uma transformacao Sy-1, tal
que Sy 0 S4-1 = Id. Basta observarmos, que

_1z+0_
C0z+1

SA o) SA—I(Z) = SAA—l(Z) = S[D(Z)

Y

onde ID é a matriz identidade de SL(2,R), ou seja, a matriz ((1] (1)) :

Com isso temos o seguinte teorema:

Teorema 1.13. Sabemos que {ID,—ID} é subgrupo normal de SL(2,R), onde

L(2,R
ID ¢é matriz identidade. Entado, % ~ H.
a b

Demonstracao: Para A = 7)€ SL(2,R). Defina ¢ : SL(2,R) — H dada

por p(A) = Sa(z), ¢ estda bem definida pois, dadas matrizes A, B € SL(2,R) se
temos que A = B, entdo temos que Sa(z) = Sp(z), com Sa(z),Sp(z) € H,
ou seja, p(A) = ¢(B). Além disso, ¢ é um homomorfismo. De fato, sejam
A, B € SL(2,R) temos,

©(AB) = Sap(z) = Sa0Sp(2) = ¢(A) o p(B).

SL(2,R)

Assim, pelo teorema dos isomorfismos, ~ H, pois ¢ é sobrejetora.

ery
Agora, temos que Kerg = {A € SL(2,R); ¢(A) = 1d(z) = z} e note que,

az+b
cz+d

=z& i+ (d—a)z—b=0

para todo z € C. Mas essa equacao tem no maximo duas raizes complexas, assim
os coeficientes tem que serem todos nulos, ou seja, c =0, d —a = 0,b = 0. Logo,

a = d e como ad — bc = 1, temos que a = d = +1. Portando, A = (1 0) ou

0 1
-1 0 .
A= 0 _1 ) ouseia, kero ={ID,—ID} [ ]
SL(2,R
Denotaremos ﬁ por PSL(2,R), conhecido como Grupo Linear

Projetivo Especial.
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1.2 Modelos Hiperbélicos

Nesta secao estudamos dois modelos euclidianos da geometria hiperbdlica, o
plano de Lobachevsk H? e o disco de Poincaré D?, onde determinamos relacoes
entre estes espacos e seus elementos.

No modelo H? com o objetivo de obtermos todas as suas geodésicas, definimos
comprimento hiperbolico, distancia hiperbolica e isometrias de H?. Apresentamos
e demostramos alguns resultados que nos permitem verificar que todas as geodé-
sicas de H? sdo as semi-retas e semi-circunferéncias ortogonais a sua fronteira. No
modelo D? apresentamos a sua relacdo com H?, através de uma aplicacao bijetora
entre esses dois conjuntos. Assim, definimos isometria, comprimento hiperbélico,
distancia hiperbolica e obtemos as geodésicas que sao os didmetros e os circulos
ortogonais a sua fronteira.

1.2.1 O Modelo H?

Consideremos o conjunto
H? = {2z € C; Im(z) >0} = {(z,y) € R*; y > 0}

.. ) d \dx? + dy? _
Dotado da métrica riemanniana ds = I| ?|) = Y ,onde z =x 41y e
m(z Y

assumindo que sua fronteira é dada por

OsH? = {2 € C: Im(z) =0} U{co},

H? ¢ chamado Semiplano Superior ou Plano de Lobachevsky. Observe que
podemos trabalhar com os elementos de H? como niimero complexo ou como um
ponto de R?. Introduzindo uma estrutura riemanniana nos permite definir curvas,
geodésicas e distancia entre pontos.

Seja I = [a,b] um intervalo fechado e v : I — H? uma curva continuamente
diferenciavel por partes, onde (t) = (z1(t), z2(t)). Entao, definimos o compri-
mento hiperbolico ||v||m2 da curva ~(I) por

2 2
b= [ y(442)" + ()
R os(t)

De modo geral, se considerarmos a aplicacao ¢ : [0, 1] — [a, b] definida por ¢(t) =
a+bt e o caminho F(t) : [0, 1] — H? dado por 7(t) = yo¢(t) = ~y(a+bt) obtemos

dt.
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pela regra da cadeia que

Ve =

\/ dz1 (¢ dx2(¢))2
d¢
/ dt.
d$1 dl‘g(t) 2
/ dt

Defini¢ao 1.14. Seja v : [0,1] — H? um caminho diferencidvel no semi-plano
superior. Entdo o comprimento hiperbélico de v em H? é dado por

\/ dxl(t dacg(t) ) 2
dt
/ d.

t)

Definicao 1.15. Dados dois pontos p,q € H?, a distdncia hiperbélica entre p
e q € definida por

dt = |[7]|e.

1Vl =

d(p,q) = inf ||/[e
onde o inf ¢ o infimo considerado sobre o conjunto das curvas continuamente
diferencidveis por partes vy : [0,1] — H?, com ~v(0) =p e (1) = q.
Denotaremos distancia hiperbolica em H? entre p e q por dye.
Proposicao 1.16. O Plano de Lobachevisky H? com a distdéncia é um espaco

métrico (H?, dys).

Demonstracao: Sejam p, q e w € H2.

i) d(p,q) > 0 pois, temos que > 0. A igualdade ¢ valida

T
para todo t € I se, e somente se, dditl = dd% = 0, ou seja, se a curva ¢ um

tnico ponto p = q. Logo, d(p,q) > 0, valendo a igualdade se, e somente se,
pP=4q.

ii) d(p,q) = d(q,p). De fato, se v : I — H? é tal que y(0) = pe v(1) = ¢
entao 7y : [ — H? definida por F(¢) = v(1 —t) é tal que ¥(0) = (1) =q e
7(1) = 7(0) = p de modo que d(p,q) = d(g,p).

iii) d(p,w) < d(p,q) + d(q,w). De fato, sejam os caminhos v;,v, : I — H? com
71(0) = p, 11(1) = %(0) = q e 12(1) = w, entao o caminho v : I — H?
definido por

(t) = 7(2t) se 0 <t <1/2
T @t -1 se1/2<t <1

é um caminho tal que y(0) = p, v(1) = w e ||7]| = [|n| + [|72ll, de modo
que
d(p, w) < d(p,q) + d(q, w),
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ou seja, a desigualdade triangular é satisfeita.

Exemplo 1.17. Seja v : [ — H? dada por v(t) = (t?,2) uma curva diferencidvel,
entao seu comprimento hiperbdlico é

1 2 1
/ —V4t2+0dt — [ tdt=1)2.
0

0

VMl =

Tendo definido a distancia induzida por uma métrica rimmaniana, podemos
definir as isometrias de H? e as curvas chamadas geodésicas.

Definicdo 1.18. Uma isometria em (H? d) é uma transformagdo de H* em H?
que preserva a distancia hiperbélica. O grupo formado por todas isometrias em
H? ¢ denotado por Isom(H?).

Definigao 1.19. Uma curva v : [a.b] — H? ¢é dita geodésica se para quaisquer
pontos s,t € |a,b], com s # t tivermos

dw2

e / V) -

ou seja, se vy minimizar a distdncias entre os pontos de seu tracado.

Lema 1.20. As semi-retas ortogonais a fronteira O H? sio geodésicas de H?.

Demonstragdo: Consideremos dois pontos = = (z1,a), y = (z1,b) € H? com
0 <a<beseja~y:|[0,1] — H? uma curva continuamente diferenciavel por partes

ligando estes dois pontos. Entao, supondo y(t) = (z1,a + t(b — a)), temos que
dzy 0e dxa(t
dt dt

d— 1 dzy 1

\/ dt | %2 b—a b
2 dt> —dt: — dt=1In(-).

Il = / _/0 P /Oa+t(b_a) n(2)

Como ln<§> é justamente o comprimento hiperbolico do eixo y no plano, ligando

=b—a. Logo

dacg

x em y, segue o resultado. [

Para determinarmos todas as geodésicas de H?, usaremos o grupo de iso-
metrias de H?, enunciando os proximos resultados o primeiro nos garante que a
métrica riemanniana de H? é invariante por elementos do grupo geral de Mobius e
o segundo nos diz que o grupo das transformacoes de Mobius age transitivamente
sobre o conjunto de todas semi-circunferéncias e semi-retas.

Teorema 1.21. A métrica riemanniana

(dIL'l)Q + (dI2)2

X2

ds® =
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de H? ¢ invariante pela acao de elementos de ® € GM (@2>, ou seja,

GM <I@2> C Isom(H?).

Proposicao 1.22. Seja G o conjunto formado por todas as semi-circunferéncias
e semi-retas de I[jlg ortogonais ao eizo real. Entao, o grupo das transformacoes
de Mobius GM(R?) age transitivamente sobre G. Isto quer dizer que dadas duas
curvas ai, ay € G, entao eriste uma transformacao ® € G tal que ®(ay) = as.

Com esses dois resultados, cujas demostragoes encontra-se na referéncia |13],
podemos determinar todas as geodésicas em H? pelo seguinte teorema.

Teorema 1.23. As geodésicas de H? sio as semi-retas e as semi-circunferéncias
ortogonais a OxH?2.

Demonstragdo: Como foi visto no Lema[l.20] as semi-retas ortogonais a 0., H?
sdo geodésicas. Agora, seja v uma semi-circunferéncia ortogonal a d,,H?, entdo
pela Proposicao [1.22] é possivel encontrar uma transformacao que leva v no eixo
imaginario, isto é, existe um ® € G tal que ®() é uma semi-reta ortogonal a
0. H?2, ou seja, uma geodésica. Mas pelo Teorema, ® age como isometria de
H2, temos entdo que v também ¢ uma geodésica.

Para provarmos que estas sao de fato, todas as geodésicas, tomemos dois pontos
21,29 € H? e uma curva 9 ligando estes dois pontos. Seja v o semi-circulo ou
semi-reta ortogonais a 0, H? ligando estes dois pontos. Sem perda de genera-
lidade supomos v uma semi-reta (caso contrario pela Proposi¢ao 1.22 podemos
levar v a uma semi-reta). Nesta condi¢do, se observarmos a demonstra¢io do
Lema 1.20, podemos constatar que v = 1. ( ver Figura 1.2) [ ]

Figura 1.2: Geodesicas em HZ.

O conhecimento das geodésicas em H? nos permite explicitar a funcao distan-
cia em HZ.

Teorema 1.24. Dados z,w € H?, sdo vdlidas as sequintes igualdades:
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1. d(z,w) :ln<\z—w|+|z—wl>.

z —@| - |Z - w|
|z — wl?
2. cosh(d(z,w)) =1+ 2Im(2)Im(w)

|2 — wl

5 senh () ) =

b sen(Gtes) ) = s
5. tanh(%d(z,w)) - }z:;:

A equivaléncia entre as cinco igualdades decorre por manipulacoes de igual-

dades trigonométricas hiperbolicas e a demostracao de uma delas é feita na refe-
el — et el + et

réncia [17]. Lembrando que senh(t) = e cosh(t) = 5

1.2.2 O Modelo D?

Considere o conjunto D?* = {(z,y) € R? |(z,y)] < 1} = {z € C;/|z| <
1} chamado de Disco unitario ou Disco de Poincaré, dotado da métrica
4((dw)? + (dy)?)

1— (22 +9?)
Cilzl = 1} = {(z,y) € R |(z,9)] = 1}.

riemanniana ds = e com sua fronteira sendo 9, D% = {2z €

Consideremos a aplicacao n : H? — D? dada por n(z) = : I_ ', Se considerar-
Zz+1

- zi+1 . -
mos a aplicagao u : D? — H? dada por p(z) = , entao temos que estas sao
—z

1
inversas uma da outra, ou seja, y = 7]_1. De fato, temos que

(non)(z) = pn(z)) = — =2 ==z
- phizzti 9
- (=) T i
e
(izﬂ') — i izti—itzi .
-2 —— 2z
(o p)(2) = n(p(z)) = —S—— = = =%
<E> +1 1—2z

ou seja, pon(z) =nou(z) =1d(z), onde Id é a identidade.
Portanto, a aplicacdo n é uma bijecao de H? em D?, isto ¢, n transforma H? em
D2,

Seja p : [0,1] — D? um caminho diferenciavel no disco de Poincaré. Entéo,
a curva pop : [0,1] — H? é um caminho diferenciavel em H?. Calculando a
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derivada da pu, temos p/(z) = = —— € Como Im(u(z)) =
1— |z

(1= 2)(Va))I?

. Assim,

(o p) ()] = 1 (p(t)]|p'(t)] =

L JpP
(1= p() (Vi)

Im((pop)(t)) =

Logo, obtemos as seguintes defini¢oes.

Definicao 1.25. O comprimento hiperbdélico em D? ¢ dado como

nonlls — [T Muop)®OL [T ®] L [T 210
ek = oplis = [ 5 el s = [ ettty = Tt

Definicao 1.26. Definimos a distdncia entre dois pontos z,w em D? por

dpa (2, w) = dya (™ (2), 77 (w)).

Por essa definicao de distancia que vimos em D?, que estd diretamente asso-
ciada a que vimos em H?, também podemos enunciar as seguintes proposicoes.

Proposicao 1.27. O Disco de Poincaré com a métrica dp2 € um espaco métrico
(H?, dp2).

Demonstracao: Basta notarmos que pela Definicao a distancia em D?
pode ser vista como em H?. Assim a demonstracdo se torna analoga a Proposicao
.16l [ ]

Proposigao 1.28. Seja v uma isometria de H?. Entdo, noyon™! é uma isometria
em D2

Demonstracdo: Para mostrarmos que n oy on~! é de fato uma isometria
temos que provar que esta, preserva a distancia hiperboélica em D?. Assim, sejam
z,w € D?, e como por hipotese v é uma isometria de H?, entao dgz(7(z), v(w)) =
dyz2(z,w). Logo,

dp2(noyon '(z),noyon ' (w)) = dug(n ' onoyon'(z),n onoyont(w))

(n
= dm(yon (2),von (w))
= dw(n () ~H(w))
= dﬂ)z(z, w)

Assim, enunciamos o seguinte teorema:

Teorema 1.29. As geodésicas de D? sio 0s seus didmetros e os arcos de circulos
que intersectam perpendicularmente a fronteira O, D?.
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Demonstracao: A aplicacao 1 é conforme em D?, ou seja, 7 preserva angulos
entre curvas, isso pois dpz(n(z),n(w)) = dpz(z, w). Como 7 aplica a fronteira de
H?, 0,,H? na fronteira de D?, 0,,D? e as geodésicas de H? sdo os semi-arcos e
semi-retas ortogonais a sua fronteira, a imagem dos semi-arcos e semi-retas por 7
serao ortogonais a fronteira de D?, ou seja, as geodésicas de D? serdo os diametros
e os arcos de circulos que intersectam perpendicularmente a fronteira 9,,D?. (Veja
a Figura 1.3 ). u

Figura 1.3: Geodesicas em D?.

1.3 Poligonos Hiperbdlicos

Na secao anterior mostramos como sao construidas as geodésicas e nesta tra-
balharemos com os poligonos formados pelas geodésicas. Comecamos o estudo
com triangulos hiperbolicos, ressaltando a possibilidade de termos vértices na
fronteira (vértices ideais) e em seguida definimos poligono hiperbdlico. Defini-
mos a area hiperbolica, demonstramos um versao simplificada do Teorema de
Gauss-Boonet e em seguida apresentamos teoremas que garantem a existéncia de
poligonos hiperbolicos e a convexidade de um poligono hiperbdlico.

1.3.1 Triangulos Hiperbélicos

Dados trés pontos v,, vy, v. € H2, consideramos as geodésicas ou segmentos
geodésicos que ligam estes pontos e obtemos assim um triangulo geodésico A.
Notemos que estamos considerando o fato de termos um ou mais de um vértice
na fronteira 0, H?, por isso admitimos a possibilidade de termos arestas formadas
por geodésicas completas, esses vértices da fronteira sao chamados de vértices
ideais. A mesma construgao pode ser feita em D?. (vejam as Figura 1.4 e Figura
1.5).
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VY

Figura 1.4: Triangulos hiperbdlicos em H? com 0, 1, 2, 3 vértices ideais. Figura
observada na referéncia [17]

Dl

Figura 1.5: Triangulos hiperboélicos em D? com 0, 1, 2, 3 vértices ideais.

A ideia de construirmos poligonos nos modelos hiperbélicos que estamos es-
tudando é a mesma que é feita no caso euclidiano, onde os poligonos no plano
sao obtidos por intercessoes de segmentos geodésicos (as retas), o mesmo é feito
no caso hiperbolico.

Definicao 1.30. Um poligono hiperbélico em H? U O, ,H? ou D? U 0,,D? de
n-arestas € um conjunto fechado convexo delimitado por n segmentos geodésicos
hiperbolicos

Z122y +vy Bn—12n; ZnZ1-

1.3.2 Area Hiperbélica

Definig¢ao 1.31. A drea hiperbélica Ag2(X) de um subconjunto X de H? é dada

pela integral
1
Ap(X) = | ————dxd
=)= | Tt
onde z = x + iy € H.

Exemplo 1.32. Consideremos a regidgo X de H? delimitada pela trés retas L, =
{z € H? / Re(z) = —b}, Ly = {z € H? / Re(z) = b}, onde b é uma constante real
positiva e Ly = {z € H? / Im(z) = 1}. Observe que a terceira reta euclidiana nao
¢ uma geodésica hiperbolica, portanto esta regiao nao é um poligono hiperbolico.

Como temos os intervalos x € [—b,b] e y € [1,00), a drea hiperbdlica dessa regiao

é
1 b
/—dedy:/ / —dydx = 2.
xY —-bJ1 Y
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Teorema 1.33. A drea hiperbolica em H? ¢ invariante sob a acdo do grupo de
Mdbius G.

O fato da area hiperbolica em H? ser invariante sob a acao do grupo de Mobius
G nos diz que dada uma transformacao 7' € G temos que a area Ag2(7T(X)) =
Ap2(X). Este fato, nos ajuda a demostrar uma versao simplificada do Teorema
de Gauss-Bonnet, visto na referencia [13].

Teorema 1.34. Seja A um tridngulo hiperbolico em H? U 0, H? e sejam a, @,
seus dngulos internos. Entao,

A (D) =71 — (a+ ¢+ 7).

Demonstracao: Consideremos inicialmente, que um dos vértices de A seja um
vértice ideal vy, de modo que o angulo 7 neste vértice é nulo e outros dois vértices
vy e v3 podendo ser ou nao ideais. Sejam [j; as retas hiperbdlicas ligando v; e
vy. Utilizando as propriedades transitivas do grupo de isometrias de H?, podemos
considerar um transformacao 7" do grupo de Mdbius que leva vy em oo e a reta log
na semi-circunferéncia contida no circulo unitario |z| = 1 de modo que vy = €™ e
vy =e€¥ onde 0 < a< B < (setemos a=0e 3=, vy também é um vértice
ideal).

Como as isometrias preservam &areas, podemos assumir que A é um tridngulo
hiperbolico com um vértice ideal oo e os outros dois em € e ¢, onde 0 < o <
g < m. Como A, tem pelo menos um vértice ideal, entdao A nao é compacto.
Entao

dId’y /cosﬂ /oo 1 cosf3 1
A (A) = = —dydr = ——dx.
HZ( ) A y2 cosa JNxZ—1 y2 Y cosae V x?2—1

Fazendo x = cos(0), entdo dx = —sen(f)df. Portanto, obtemos

cosf3 1 B —sen(6)
A2 (N) = —— dr= _ =Y
" ( ) /cosa V x? — 1d$ o 86’0(9)

Como o angulo interno do vértice vo = €'* é ¢ = m — a e o angulo interno do

vértice vy = e é /3, logo,

A (D) =7 — (0 + B).

Agora, consideremos que nenhum dos vértices seja ideal. Prolongamos uma
das arestas do triangulo A em uma das direcoes, digamos a aresta contendo os
vértices vy e vq, sendo prolongada na dire¢ao de vy. (Figura 1.6)

Se considerarmos o ponto ideal v, deste raio geodésico, obtemos entao dois
novos triangulos, que denotaremos por A; e A, determinado pelos vértices
{va,v3,v4} € {v1,v3,v4} respectivamente. O angulo de A\ em vy é 1 — e 0
angulo de ambos os triangulos no vértice ideal v4 é 0. Denotemos por 6 o angulo
de /A1 em v3. Temos entao que Ay = A U A, e esta uniao é disjunta, a menos
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Figura 1.6: Triangulo hiperbolico prolongado

de arestas e vértices, de modo que
Az (D) = Az (D2) — Az ().
Pela primeira parte do teorema, obtemos que
Agr(B) = Aga(Da) — A (D)
Foa—(y+60) - (m =0 (- )

T—a—7—¢
= 17— (a+e+7).

Teorema 1.35. Seja P um poligono hiperbdlico com um numero finito de arestas
e vértices (ideais ou ndo) vy, ...,v, e dngulos internos ay, ..., o, respectivamente.
Entao,
n
Ap2(P) = (n — 2)m — X oy

A ideia central para demonstracao desse teorema é o fato que podemos de-
compor o poligono em triangulos e em seguida utilizar o Teorema [1.34] em cada
triangulo.

Agora, enunciaremos dois teoremas importantes para o desenvolvimento fu-
turo deste trabalho. Nao apresentaremos suas demonstragoes que podem ser
encontradas na referéncia |3].

Teorema 1.36. Seja P um poligono hiperbolico com seus dngulos internos 0y, ..., 0,.
Entao P € converxo se, e somente se, para todo k =1, ..,n, temos 0 < 6, < .

Teorema 1.37. Sejam 01, ...,0, dngulos ordenados por alguma n — upla e 0 <
Or < 7, para todo k = 1,...,n. Entao existe um poligono hiperbolico P com dngulos
internos 01, ..., 0, formados nesta ordem ao redor da OP se, e somente se,

(n—2)7 > X} 0.



Capitulo 2

Grupos Fuchsianos e Dominios de
Dirichlet

Neste capitulo, apresentaremos resultados que serao utilizados no restante
desse trabalho e em alguns momentos omitiremos as demostragoes de alguns
resultados. Na primeira se¢ao, iniciamos falando sobre grupos Fuchsianos, que sao
grupos discretos de isometrias de H?, podemos classificar essas isometrias pelos
seus pontos fixos. Depois apresentaremos resultados e condigoes para que um
grupo de isometrias I" seja discreto em PSL(2,R). Na segunda se¢io estudamos
os dominios fundamentais que nos ajudam a ver como um grupo de isometrias
age nesses dominios. Em seguida, estabelecemos a existéncia de poligonos para
grupos Fuchsianos, conhecidos como dominios de Dirichlet.

As principais referéncias desse capitulo sao [4], [13] e [17].

2.1 Grupos Fuchsianos

Aqui estudaremos os diferentes tipos de transformacoes, classificadas de acordo
com o valor do traco das matrizes associadas a elas e também pela quantidade
de pontos fixos da transformacao, onde as classificamos por isometrias elipticas,
parabolicas ou hiperbolicas. Em seguida, apresentaremos os grupos Fuchsianos
(subgrupos discretos de PSL(2,R)) titulo dessa se¢do e principal objetivo de
estudo. Nesta secao, apresentaremos defini¢oes e resultados que nos dao as con-
digbes para um grupo ser discreto em PSL(2,R).

2.1.1 Isometrias Hiperbdlicas

O grupo PSL(2,R) visto no capitulo anterior na secao 1.1.4, tem seus ele-
mentos associados a uma matriz de SL(2,R). Estudaremos agora as classificagoes
dessas transformagoes Ty € PSL(2,R) associadas a matriz A € SL(2,R).

20
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Essa classificacao é feita em trés diferentes tipos, de acordo com o valor da
funcao Tr: PSL(2,R) — R, dada por Tr(T4) = |trago(A)|, onde

( ) L(2,R) e traco(A) = a + d.

Definicao 2.1. Dada A = (a b> € SL(2,R), dizemos que a transformagao

az+b
cz+d

Ty € PSL(2,R), onde Ta(z) =

1. Eliptica se Tr(Tx) < 2.
2. Parabolica se Tr(Txs) = 2.
3. Hiperbolica se Tr(Tx) > 2.

, €

O trago de uma matriz ¢ invariante por conjugagao, isto é, trago(BAB™1) =
trago(A), para toda matriz A, ., e para toda matriz B € GL(n,R). Assim, temos
que a classificacao acima é invariante por conjugacao. Dizemos que duas trans-
formacoes de Mobius T4, , T4, sao conjugadas se existir uma outra transformacao
de M&bius T, onde Ty, = T ' Tu, T = Tg-1.4,5.

Podemos classificar essas transformacoes pelo niimero de pontos fixos de T4 (z).

b
Observe que um ponto fixo de T4 é obtido quando T4(z) = z, ou seja, az——ll_—d =
cz
se, e somente se, cz?+(d—a)z—b = 0. Esta equagao é quadrética e tem no maximo
a—d 1
duas solucoes, as quais sao obtidas pela expressao z = 5 :|:2— (d — a)? + 4be.
c c
Mas se A = (Z Z) € SL(2,R), temos que ad — bc = 1, e com isso obtemos que
a—d 1
= + —/(Tr(T — 4.
v =—— £ V(Tr(Ta))

Observagao 2.2. Uma isometria de H? U 9, JH? com wm ponto fizo ordindrio,

ou seja, um ponto que nao € ideal, é uma isometria Eliptica. FEsta isometria
cosfz + senf

¢ conjugada com a transformacao Ta,(z) = , para 0 < 6 < 27

—senbz + cosf

cosh send € SL(2,R), com ponto

(Rotagoes), associada a malriz Ag = (—senQ cost

fixo Ty, (i) =i
(cosh — senB)z + 2send
—senbfz + (senf + cosh)

cost) — senf 2send o
—send sent + 0050) € SL(2,R) é Eliptica.

Exemplo 2.3. A transformagao Ta(z) = ,com 0 <0<

27, associado a matriz A = (

De fato,
Tr(Ta) = |cosd — senb + sen + cosb| = 2|cosb| < 2.

E temos que Ty é conjugada a transformagao Tya, pela transformagao Tg(z) =
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z+ 1, pois

4 (11 cost) senf\ (1 —1\  [cost) — sent 2send B
BAB _(O 1) (—senﬁ cosd ) \0 1) —senf) sent) + cost =4

Com ponto fizo ordindrio z =1+ 1 € H%

Observacao 2.4. Uma isometria com exatamente um ponto fizo ideal, ou seja,
ponto firo na fronteira de H?, é uma isometria Parabdlica e essa isometria é
congugada com a transformacao da forma Ty, (z) = z+t,0 # t € R, (Translagédes),

! t) € SL(2,R) e com ponto fizo T4, (00) = o0.

01
2 1
Exemplo 2.5. A transformacdo Tx(z) = V2et associado a

(V2-3)z+(2—-2)
matriz A = ( V2 L ) € SL(2,R), € uma isometria parabdlica. De
(V2-3) (2-V2) o '

associada a matriz Ay = (

fato, temos que, Tr(Ty) = |traco(A)| = |V2 + (2 — V/2)| = 2 com ponto fizo
2—-1
z = V2 € 0. H2.
V23
Observacgao 2.6. Uma isometria com dois pontos fizos ideais, é uma isome-
tria Hiperbdlica. FEsta isometria é conjugada a uma transformacao do forma
vek 0

Ta, (2) = €*2z,k # 0, (Dilatagées), associada a matriz, Ay = 1 €

SL(2,R) e pontos firos Ty, (0) =0 e Ty, (00) = oc.

z+1 V2ooV2
Exemplo 2.7. A transformagio Ta(z) = 13 associada a matriz A = 25 325
2 2

¢ uma isometria hiperbolica. De fato,

S

Tr(Ta) = |trago(A)| = | =2v2 > 2.

5

3v2
+2

Com pontos fizos ideais z = —1 + /2 € O, HA.

2.1.2 Subgrupos Discretos

Nesta subsecao, apresentaremos algumas defini¢goes necessarias para o desen-
volvimento do assunto em questao. Uma permutacao de um conjunto X é uma
bijecao de X em X. Seja G o grupo das permutacoes de um conjunto X # 0.

Definicao 2.8. Dado um x € X chamamos de estabilizador de x ao subgrupo
de G

G. ={f € G|f(z) = z}.

Definicao 2.9. A drbita de um ponto x € X € o conjunto

G(r) ={f(z) € X|f € G}.
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Definigao 2.10. Um subgrupo I' de Isom(H?) é chamado discreto se a topologia

mduzida em I' € discreta, isto é, se I' € um conjunto discreto no espaco topologico
de Isom(H?).

As proximas defini¢oes nos ajudam a compreender sobre subgrupos discretos
em espagos métricos.

Definigao 2.11. Uma familia {X,|a € A} (A um conjunto de indices) de sub-
conjuntos de um espaco métrico X € dita localmente finita se para todo compacto
K C X o conjunto

{a € A|IX,NK # 0}

for finito.

Definicao 2.12. Seja I' um grupo de homeomorfismos de um espaco métrico X.
Dizemos que a acdo de I' € propriamente descontinua se para todo x € X a
familia {{f(x)}|f € T'} for localmente finita.

Mostraremos um resultado valido para qualquer espaco topologico localmente
compacto, visto na referéncia [13|. Notemos apenas que para X localmente com-
pacto a acao de I' serd propriamente descontinua se, e somente se, as orbitas I'(z)
forem discretas e os estabilizadores I, forem finitos, com x € X.

Teorema 2.13. Seja I' um grupo de homeomorfismos de um espaco métrico X
localmente compacto. Entao, as sequintes afirmacoes sao equivalentes:

1. A acao de I € propriamente descontinua.

2.V x € X, 3V, vizinhanca de x tal que g(Vy) NV, # 0 apenas para um
numero finito de elementos g € I.

3. Todo ponto x € X possui um vizinhan¢a U, tal que g(U,) N U, # O implica
que g(z) = x.

4. Dado K C X compacto, g(K) N K # 0 apenas para um nimero finito de
elementos g € T'.

Demonstracdo: (1 = 2) Suponha a acao de I' propriamente descontinua,
entdao a familia {{fi(z)}|f; € T} (com i € A um conjunto de indices qual-
quer) é localmente finita, ou seja, para qualquer compacto K de X o conjunto
{i € A|{fi(x)} N K # (} & finito e X sendo localmente compacto, ou seja, para
todo z € X existe um compacto K’ com z € int(K'). Assim, temos que as 6rbi-
tas I'(z) de cada ponto sao discretas e o estabilizador I', de cada ponto é finito.
Logo, dado = € X, existe um € > 0, tal que f;(z) & B(z,¢),Vi € A. Ou seja, ndo
contém outro ponto na orbita I'(x). Assim, se tomarmos V C B(x,€/2) temos
que se f;(V)NV # 0 implica que f;(x) = x, isto é, f; € T';, mas como T, é finito,
isto s6 pode ocorrer para um nimero finito de elementos de I'.

(2 = 3) Sejam x € X e V, uma vizinhanca de x tal que f(V,) NV, # () apenas
para um nimero finito de elementos f € I'. Sejam fi,..., f, € I' os elementos
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para os quais f;(V,) NV, # 0. Seja {g1,...,9m} = {f1, .-, fu} — [z e considere-
mos o conjunto de pontos {g1(x), ..., gm(x)}. Assim, seja entao U, C V, tal que
U, " {g1(x), ..., gm(x)} = 0. Temos que f(U,) N U, # 0 implica que f(z) = .

(3 = 4) Suponha por absurdo que exista um compacto K e uma sequéncia
(f2)22, de infinitos elementos de T tal que f,,(K) N K # (). Seja entdao (z,)°2,
sequéncia de elementos de X tal que z,, € K e z,, f, € K, como x,, ¢ uma sequén-
cia de K compacto entao ela possui um ponto de acumulacao que denotaremos
por z. Seja y um ponto de acumulagdo da sequéncia (f,,)5%,. Seja entdo € > 0
e consideremos as bolas B(z,€) e B(x,¢/2). Existem N, e N, inteiros tais que
z, € B(z,e) paran > N, e f,(x) € B(x,€¢/2) para n > N,. Tomemos entao
N = maz{N,, N,} e temos que fy'f.(z) € B(z,¢), para todo n > N. Absurdo,
pois estamos assumindo 3.

(4 = 1) Supondo 4 devemos demonstrar que as orbitas de I' sdo discretas e os
estabilizadores finitos. Os estabilizadores sdo finitos pois os conjuntos {z} = K,
sdo compactos e f(K,) N K, # 0 e temos que f(z) = x, ou seja, f € T',. Para
provarmos que as Orbitas sao discretas, consideremos um pontoxz € X e e > 0
tal que a bola fechada B(x,€) seja compacta. Temos entao que existem apenas
um ntmero finito de elementos fi, ..., f, de T tais que f;(B(x,¢)) N B(x,€) # .
Em particular existem apenas um ntmero finito de elementos dentre estes, di-
gamos gi, ..., g, para os quais g;(z) € B(x,€) e gi(x) # x, parai = 1,...,m.
Podemos entao separar x, gi(z), ..., gm(z) simultaneamente , ou seja existem vi-
zinhancas Vg, V1, ..., V,, disjuntas entre si, cada uma delas contida em B(z, €) tais
que z € Vo, gi(x) € Vi,..., gn(z) € V. Escolhemos agora f € T' tal que
f(z) € B(z,¢€) e fazemos as mesma construgdao, tomando o cuidado de escolher
a bola fechada centrada em f(z) que seja a0 mesmo tempo compacta e nao in-
tercepte a bola B(z, €) e assim sucessivamente construimos vizinhangas disjuntas
entre si de cada ponto da 6rbita de x. [

Observacao 2.14. A equivaléncia dos itens 1 e 3 do teorema acima implica
que I' age de maneira propriamente descontinua se, e somente se, as orbitas de
qualquer ponto forem discretas.

Agora, podemos apresentar a definicao de grupo Fuchsiano.
Defini¢ao 2.15. Um grupo Fuchsiano é um subgrupo discreto de PSL(2,R).

Notemos que, dado um subgrupo discreto I' de isometrias de H?, temos que o
subgrupo

[y = {T € I'; T preserva a orientagio de H?}

é subgrupo discreto de PSL(2,R) de indice 2 em I'. Assim podemos estudar os
subgrupos discretos de Isom(H?), o grupo de todas isometrias de H?, a partir dos
subgrupos discretos de PSL(2,R) (Grupos Fuchsianos). Podemos estabelecer os
subgrupos discretos de PSL(2,R) pelos de SL(2,R). O proximo resultado nos
informa condi¢oes para um subgrupo de SL(2,R) ser discreto.
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Teorema 2.16. Seja H um subgrupo de SL(2,R). Entao H € discreto se, e
somente se, nao existe uma sequéncia A, € H, n € N, de elementos distintos,
tais que A,, — 1D

Demonstracao: Suponha, por absurdo, que H nao seja discreto. Entao, dado
um A € SL(2,R), existe uma sequéncia {A, },en de H tal que A,, converge para
A. Assim, obtemos

Ap i At — AATL =D

Afirmamos que o conjunto S = {A, 114, }nen € infinito. De fato, se S é um
conjunto finito, entao existe um ng tal que A,.1A, = ID, para todo n > ny,
o que é impossivel, pois {A,, }nen € uma sequéncia de elementos distintos em H,
assim, S é infinito. Portanto, existe uma subsequéncia de S que converge para
ID, o que é¢ uma contradicgao. [

Observacao 2.17. I' C PSL(2,R) ¢ discreto se, e somente se, para qualquer
sequéncia Ty, € H, com Ty, — Tip = Id, implica que 3 ng € N tal que Ty, = Id
para n > ng.

Aqui, apresentaremos trés resultados cujas suas demonstracoes podem ser
vistas na referéncia [13].

Proposicao 2.18. Os subgrupos ciclicos de PSL(2,R) gerados por elementos hi-
perbolicos ou parabolicos sao discretos. Um subgrupo ciclico gerado por elementos
elipticos € discreto se, e somente se, se for finito.

Lema 2.19. Seja z um ponto de H? e K um subconjunto de H? compacto. Entao,

0 conjunto
H={T € PSL(2,R); T(z) € K}

é compacto.

Lema 2.20. Seja I' C PSL(2,R) um grupo com ag¢ao propriamente descontinua
em H2. Entdo os pontos fizos de T, ou seja, o conjunto

{zeH* 3TeT, T(z) =2}

é discreto.

Com os dois ultimos lemas podemos demonstrar o seguinte e importante teo-
rema:
Teorema 2.21. Um subgrupo I' C PSL(2,R) € discreto se, e somente se, sua

acao em H? for propriamente descontinua.

Demonstracao: Suponha que I' é discreto. Entao para todo z € H? e para
todo K C H?,

{T eT: T(z) € K} ={T € PSL(2,R): T(z) € K}NT.
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Mas pelo Lema temos que {I" € PSL(2,R); T(z) € K} é compacto, logo
{T € I';T(z) € K} ¢ finito, pois é interse¢ao de um conjunto compacto com outro
discreto o que nos diz que a acao de I' é propriamente descontinua.

Agora, suponha que I' age de maneira propriamente descontinua e que I" nao
seja discreto em PSL(2,R). Seja z um ponto que nao é fixo por qualquer elemento
de I' a nao ser é claro a identidade. A existéncia de tal ponto é garantida pelo
segundo Lema [2.20] ji4 que o conjunto de pontos fixos por um elemento de I' é
discreto. Assumindo que I' ndo ¢ discreto, entao existe uma sequéncia (7,,)5°, de
distintos elementos de I' tal que lim,,_,, T, = Id. Temos que lim,_, T,,(2) = z.
Como T,,(z) = z, para todo n € N, temos uma sequéncia de pontos distintos de z
convergindo para z, contrariando a hipotese de I' agir de maneira propriamente
descontinua. [ ]

Exemplo 2.22. O subgrupo I' = PSL(2,Z) C PSL(2,R) é um grupo Fuchsiano.

2.2  Dominios de Dirichlet

Nesta secao estudaremos os dominios fundamentais conhecidos como domi-
nios de Dirichlet de um grupo Fuchsiano I'. Comeg¢amos definindo dominios fun-
damentais e alguns resultados relacionados a area desses dominios. Em seguida,
definimos dominios de Dirichlet, que sao regides poligonais formadas por geodési-
cas de H? e possivelmente por segmentos no eixo real. Dominios de Dirichlet sao
construidos a partir de um grupo Fuchsiano. Por fim, apresentamos resultados
relacionados as arestas e vértices de um dominio de Dirichlet.

2.2.1 Dominios Fundamentais

Definicao 2.23. Seja X espago métrico e I' grupo de homeomorfismos agindo
em X de maneira propriamente descontinua. Um subconjunto fechado D C X ¢é
dito dominio fundamental de " se satisfazer as sequintes condicoes:

1. Urer T(D) = X
2. intD (T (intD) = 0, para todo Id 4T €T.
3. intD # ).

Onde, intD € o interior do conjunto D.

O conjunto 0D = D — intD é fronteira de D e a familia
{T'(D); Tel'}

é dita um ladrilhamento (ou tesselagao) de X.
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Exemplo 2.24. Seja I' C PSL(2,R) o subgrupo ciclico gerado por T(z) = 2z.
Temos para todo k > 0, o semi-anel

Dy ={z € W% k < |z| < 2k}
é um dominio fundamental de T' e a familia {Dany; n € Z} € o ladrilhamento

determinado por este dominio.

De fato, mostraremos que 1" (Dy) = Dany. Temos

T(Dy) = {T"(2) = 2"z € H*; k < |2| < 2k}

D2nk — {Z c H2, 2nk S ‘Z| S 2n+1k'}

Seja x € T™(Dy,), ou seja, z = 2"z € H? tal que k < |z| < 2k. Multiplicando essa
desigualdade por 2" obtemos, 2"k < |z| < 2"k, o que implica que x € Dany.
Logo, T™(Dy,) C Dany.

Agora, seja z € Dany, € tomemos w = 27"z € H?, e como 2"k < |z] < 2"k
entdo w € Dy, pois k < [27"z| < 2k. Assim z = T™(w) € T™(Dy), ou seja,
Dony, C T"(Dy). Portanto, temos

UnGZ Tn(Dk) = UnEZ ,D2"k = Hz-
Se n # m com n,m € Z teremos int(Dany) () int(Dami) = 0.
E int(Dany,) # 0,Vn € Z. (Veja a Figura 2.1)

Os proximos resultados sobre dominios fundamentais dizem respeito a area,
onde um deles afirma que dois dominios fundamentais, com area finita, de um
mesmo grupo Fuchsiano, possuem mesma area. Suas demonstracoes encontram-
se na referencia [17].

Teorema 2.25. Sejam Dy e Dy dominios fundamentais de um grupo fuchsiano
' com Ap2(D;1) < oo. Suponha que as fronteiras de Dy e Dy tenham dreas

AHQ (8D1> = AHQ (8@2) = 0. Entao A]HI2 (Dl) = AH2 (DQ)

Teorema 2.26. Sejam I' um grupo discreto de isometrias de H?, I um subgrupo
de I' de indice finiton e Ty,....,T, € I'. Se

r=rnu..ul'rt,

é uma decomposicao de I' em I"—classes laterais e se D é um dominio fundamen-
tal de ', entao

i) D' =T1(D)U..UT,(D) € dominio fundamental de I".
ii) Se Ag2(D) < 0o e Ap2(9D) = 0, entao Apz(D') = nApz(D).
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Figura 2.1: Dominio Fundamental D,

2.2.2 Dominios de Dirichlet

Através dos grupos Fuchsianos, podemos garantir a existéncia de dominios
fundamentais, estes chamados de Dominios de Dirichlet. Seja I' C PSL(2,R)
grupo fuchsiano e p € H?, tal que T'(p) # p para todo T € T'. Este ponto existe
pois o conjunto dos pontos fixos por algum elemento de I" & discreto (Lema 2.20).

Definicao 2.27. Um Dominio de Dzirichlet centrado em p é o conjunto da

forma
D,(T) = {2 € B d(2,p) < d(,T(p)),¥ T €T},

Podemos definir para cada T € ' (T' # Id) o conjunto
Ly(T) = {z € H d(z,p) = d(2, T(p))}

chamado de bissetor perpendicular de p e T'(p) com sua fronteira topologica como
sendo o conjunto

Hy(T) = {z € H? d(z,p) <d(2,T(p))}.

Note que L,(7T") ¢ uma geodésica (ndo contendo p) e H,(T') ¢ o semi-plano con-
tendo p e delimitado por L,(7). Assim, podemos definir

Observacao 2.28. O dominio de Dirichlet de T centrado em p é dado por

D)D)= [ Hy(D)

Id£Ter

Mostraremos o resultado que a partir de um grupo Fuchsiano temos um do-
minio fundamental, ou seja, o resultado que garante que um dominio de Dirichlet
é um dominio fundamental.

Teorema 2.29. Seja I' um grupo Fuchsiano e Dy(I') o dominio de Dirichlet

centrado em p. Entao D,(I') é dominio fundamental da ag¢ao de T

Demonstragdo: Dado z € H?, como I' ¢ um grupo Fuchsiano, a orbita I'(z)
¢ discreta, logo existe (nao necessariamente tnico) um ponto zy € I'(z) mais
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proximo de p. Temos entdo que d(zq,p) < d(T'(z), p) para todo T' € T, logo zg €
D,(T") e obtemos que o dominio de Dirichlet contém ao menos um representante
de cada orbita. D,(T") # (). De fato, seja

e = min{d(p, T'(p))}.

Entao a bola aberta B(p, 5) C D,(I'). Mostraremos que dois pontos interiores de
D,(I") ndo podem pertencer & mesma orbita. Se d(z,p) = d(T'(z),p) para algum
T # Id € T, entdo d(z,p) = d(z,T7'(p)), de modo que z € L,(T~'). Assim,
caso z pertenca a D,(I'), z pertence & sua fronteira, ndo sendo portando ponto
interior. ]

Exemplo 2.30. Seja T o grupo gerado por T'(z) = 2z. Como vimos anteriormente

(Ezemplo ,
Dy ={z e H? k< |z| <2k}

¢ dominio fundamental de " para todo k > 0. Consideremos um ponto no eiro
imagindrio p = yi. Temos entao que T'(p) = 2yi. Sabemos que o ponto médio do
sequimento geodésico pT (p) deve ser da forma m = ci com y < ¢ < 2y. Utili-
zando a formula para distancia hiperbolica (Teoremall.24)), obtemos que d(p, m) =

iy + o)l + iy — o)l | _, (il +2y)| + lile + 2y)|
iy + )| = li(y = <) li(c +2y)| = lile+ 2y)]

e obtemos y_ 2£ < ¢ =/2y. Logo
¢ Y

d(T(p), m) se, e somente se , In

d(p,m) = d(T(p),m) <= ¢ = V2y.

. & Yy . .
Assim, se escolhermos k = 5= 35 € imediato constatarmos que

0Dy = L,(T) U L,(T™Y)
de modo que D,(I') C D. Mas sendo Dy, dominio fundamental, Dy, = D,(T").

Teorema 2.31. Seja I' grupo Fuchsiano e D = D,(I') dominio de Dirichlet
centrado em p. Entdo o ladrinhamento {T'(D); T € I'} € localmente finito.

Demonstragao: Sejam ¢ € H?, K um vizinhanga compacta de q e r = sup{d(z,p)}.
zeK

Como K é um compacto temos r < oo. Suponhamos que o ladrinhamento
{T(D); T € T'} nao seja localmente finito, ou seja, que exista uma sequéncia
(T,)22, de elementos distintos de T" tal que K NT,(D) # 0. Entao, existe uma
sequéncia de z, € D tal que w,, = T,,(2,) € K NT,(D). Como p é o centro D,
entao

d(p, Tn(p)) < d(p,w,) + d(wn, Tn(p))
= d(p,w,) + d(T" (wn), p)
= d(p,w,) + d(zn,p)
< d(p7 wn) + d(wn,p)

I
DO
=
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O ponto p nao é fixo por qualquer elemento de I', entdo a sequéncia T,(p) é uma
sequéncia de pontos distintos contidos na bola fechada de centro p e raio 2r. Isto
contradiz a hipotese das orbitas de I' serem discretas. Logo, o ladrinhamento
{T'(D); T €'} & localmente finito. u

Corolario 2.32. Dado z € O(Dp(I")), existe Id # T € T tal que T(z) €
I(Dp(I)).

Continuaremos os estudos de dominios de Dirichlet observando que a fronteira
de tal dominio é formada pela uniao de geodésicas, onde estas geodésicas chama-
remos de arestas ordinarias e um ponto da fronteira do dominio de Dirichlet é
chamado de vértice ordinario se este for intersecao de duas arestas ordinéarias
distintas de Dp(T").

Se w for um ponto fixo por algum elemento eliptico T de ordem 2, podemos
ter w contido no interior de uma aresta ordinaria 7. Quando for este o caso, temos
que as duas componentes conexas de 7 e w sao comutadas por 7. Chamaremos
cada uma dessas componentes conexas de arestas singulares e ao ponto w de
vértice singular. Temos que um vértice singular divide uma aresta ordinaria em
duas singulares. Chamaremos apenas aresta de Dp(I') ambas arestas ordinaria
ou singular e chamaremos de simplesmente vértice de Dp(I') a ambos vértice
ordinario e singular.

Teorema 2.33. Seja Dp(I') um dominio de Dirichilet de T, entdo

1. Se 7 é uma aresta de Dp(I'). Entao existe Id # T € T tal que 7 C
Dy(T) N T(Dp(T)).

2. SeV éwvértice de Dp(I'). Entao V' € vértice ordindrio se, e somente se, exis-
tem elementos distintos Id # Ty, Ty € T tais que V = Dp(I')NT1(Dp(I')) N
T>(Dp(T)).

Demonstragao: Seja z € 7 C 9(Dp(I')) € Dp(I') tal que z ndo é vértice.
Pelo Corolario 2.32 existe 771 # Id € T tal que w = T71(2) € 9(Dp(T)).
Temos entdo, z = T(w) € T(Dp(l')). Logo, 7 C T(Dp(T')). Portanto, 7 C
Dp(I') NT(Dp(I')). Demostrando a primeira parte do teorema.

Para demostrarmos a segunda parte. Consideremos V' vértice de Dp(I") e se-
jam 71, T arestas de Dp(I") tais que V = 7y N7y. Pelo item 1 existem 77, Ty # Id €
I' de modo que que podemos ter 71 = Dp(I')NT1(Dp(T)) e 7o = Dp(I')T5(Dp(I)).
Dai, temos que V. = 1y N1, = Dp(I') N T1(Dp(T")) N Dp(l') N Tx(Dp(I') =
Dp(I") N Ty (Dp(I)) N To(Dp(I")). Além disso, temos que Ty = T, se e somente
se V for ponto interior de uma aresta ordinaria, ou seja, se e somente se, V for
vértice singular.

Teorema 2.34. Cada classe de equivaléncia de arestas de um dominio de Diri-
chelet TDp(T') contém exatamente dois elementos
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Observe que Dp(I') é uma regiao poligonal com um nimero finito de arestas,
este sendo necessariamente um nimero par. Temos também que dada um aresta
71 existe uma unica aresta 7, # 7 e um tunico elemento de T € I' que satisfaz
T(11) = 7. Dizemos neste caso que {7y, 72} é um par de arestas congruentes e T’
emparelha as arestas.



Capitulo 3

Emparelhamentos de Arestas,
Teorema de Poincaré e Tesselacoes
Hiperbodlicas

Nesse capitulo apresentaremos emparelhamentos de arestas generalizados de
poligonos hiperbdlicos associados a tesselacoes hiperbolicas. Seja I' um grupo de
isometrias agindo de maneirgm propriamente descontinua em H?. Podemos repre-
sentar o espaco quociente H% por um poligono fundamental, sendo esse poligono
construido como dominio de Dirichlet P = D,(I"). Estes dominios fundamentais
tesselam o plano hiperbdlico, pelas transformacoes de I'. Na primeira secao, de-
finimos os emparelhamentos de arestas para estes poligonos e apresentamos um
exemplo de um emparelhamento para um poligono hiperboélico. Na segunda se-
¢ao, fizemos um estudo de resultados que demonstram o Teorema de Poincaré,
que nos da condicoes necessarias, onde a partir de um emparelhamento de ares-
tas de um poligono P, obtermos que esse poligono é um dominio fundamental e
as transformacoes que emparelham P, geram um grupo fuchsiano I'. Na terceira
secao, apresentamos definicoes de tesselagoes regulares para o plano euclidiano
e o plano hiperbdlico e expomos condi¢coes para que uma tesselacao hiperbolica
seja regular. Na quarta secao, mostramos os emparelhamentos construidos na
referéncia [19| para poligonos hiperbdlicos 12n — 8 arestas, com 1 > 3 impar e
1210 — 12 arestas, p > 2 par. Na ultima secao, apresentamos um emparelhamento
construido para os poligonos hiperbdlicos com 8g — 4 arestas, utilizado na refe-
réncia [5]. Estes emparelhamentos foram objetos de estudo para a construcao
dos emparelhamentos generalizados do proximo capitulo. No presente capitulo
utilizamos as seguintes referéncias, |5], |6, [7], [13], [15], [19], [23] e [25].

3.1 Emparelhamentos de Arestas

Seja P um poligono hiperbélico e A o conjunto de arestas de P. A seguir,
definimos um emparelhamento de arestas para o poligono hiperbodlico.

32
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Definicao 3.1. Um emparelhamento de arestas para o poligono hiperbdlico
P € um conjunto ® = {T,; T € A} de isometrias que, para toda aresta T € A :
1) existe uma aresta 7 € A com T(7) = 7',

2) As isometrias T, e Ty, satisfazem a relacio (T,)™' = T,

3) se T for aresta de P entio 7' =P N (T,) *(P).

O emparelhamento das arestas do poligono P nos dé ciclos de vértices.

Definigao 3.2. Seja I' um grupo Fuchsiano e D = Dp(I') um dominio de Dirich-
let de I'. Definimos um ciclo de vértices como sendo uma classe de equivaléncia
de vértices congruentes, ou seja, como sendo um conjunto da forma

{T'(2); T €T,z e T(z) sao vértices de D,y(I")}.

O emparelhamento ® de um poligono hiperbdlico P gera um grupo Fuchsi-
ano ', posteriormente veremos que com este grupo podemos obter superficies de
Riemann R de um dado género g através do quociente H? por T'.

E conhecido que o nimero n de arestas do poligono P esta limitado entre
4g e 12g — 6, |[4] . Os emparelhamentos dos poligonos com 4g arestas sdo bem
investigados nos trabalhos [6], [12], [14], [I8] e [25]. E os emparelhamentos para
os poligonos com 12g — 6 arestas sao bem explorados nos trabalhos [§], [9], [10],
[15].

Exemplo 3.3. (Figura 3.1 ) O grupo de isometrias ® = {hy,...,h7} € um em-
parelhamento com dois ciclos de vértices, para o poligono reqular de 14 arestas e

n . . ™ .
angulos internos medindo —. Temos os sequintes pares de arestas emparelhadas

h1(71) = Té, h2(73) = T8, h3(7'5) = Ti0, h4(77) = Ti12, hs(Tg) = Ti4, h6(711) =
To, h7(T13) = T4, onde as arestas do poligono sao emparelhadas de modo que as
arestas identificadas pelas isometrias hq, ..., hy tem orientagoes opostas, cujos vér-
tices ordindrios numerado pelos 7 impares (bolas vazias) formam um ciclo e os 7
vértices ordindrios numerados pelos pares (bolas preenchidas) formam outro ciclo.

Cvl = {‘/17‘/:77‘/1?”‘/5;‘/117‘[37%} € CVQ = {‘/27‘/12;‘/?%‘/4;‘/147‘/107‘/6}

O proximo resultado nos garante que as isometrias que emparelham a regiao
poligonal D = D,(I") formam um conjunto de geradores de I'. A demonstracao
pode ser vista na referéncia [13].

Teorema 3.4. Seja D = D,(I') dominio de Dirichlet de I'. Considere o conjunto
{T;; i € I} de elementos de T' que relacionam arestas distintas de D. Entao
{T;; i € I} € um conjunto de geradores de T
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v / gﬂ R
\4 Y hy ! j
T - — Ty,

T— V11—

Figura 3.1: Emparelhamento ¢

3.2 O Teorema de Poincaré e Grupos Fuchsianos
Co-compactos

Sabemos que qualquer grupo Fuchsiano I' possui um dominio fundamental
D, em particular, possui um poligono convexo P. Inicialmente nesta secao, es-
tudaremos o processo inverso pelo Teorema de Poincaré que nos dé condicoes

suficientes para um poligono ser dominio fundamental de um grupo Fuchsiano I'.
H2

Em seguida, buscamos condigoes para que o quociente T seja compacto.

3.2.1 Teorema de Poincaré

Uma questao que podemos considerar é estabelecer condicoes para podermos
determinar um grupo discreto de isometrias (rupo Fuchsiano) a partir de um
dominio dado. Para isto, seja P um dominio poligonal fechado com intP # 0,
em H2, ou seja, estamos supondo que a fronteira O(P) = P\intP seja unido de
geodésicas chamadas de arestas de P. Consideremos o conjunto A = {7; 7 é aresta
de P} e supomos que exista um emparelhamento dessas arestas. Denotamos por
I' o grupo gerado pelas isometrias T, buscamos condi¢oes sobre P que possam
garantir que I" seja um grupo discreto com dominio fundamental P.

Seja X um espago métrico e P = intP U IP C X um poligono convexo com
interior nao vazio e conjunto de arestas A emparelhadas por isometrias de X de
modo que T,.(7) = 7" e T,» = (T;)~'. Denotaremos por I' o grupo de isometrias
de X gerado por {T,; 7 € A}. Tomando o conjunto I' X P. Podemos pensar em
I' x P, como uma colecao de copias disjuntas

(T,P)={(T,x); TeT ex e P}

de P indexadas por I' e (T, x) como o ponto T'(x) visto dentro de T'(P). Consi-
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deremos sobre I' x P a relacao ~ definida por

(T,z) ~ (S,y) <= T=Sex=yousexecr, T.(r)=yeT =ST,.

1. A relagao ~ é reflexiva, ou seja, (T, x) ~ (T,z) pois T =T e x = x.

2. Também temos que ~ é simétrica, isto é, sejam (T, z),(S,y) € I' x P,
se temos que (T,z) ~ (S,y), entdao (S,y) ~ (T,z), pois temos que se
(T,z) ~ (S,y) entdo, se T = S ex =y, temos S = T e y = x, logo
(S,y) ~ (T,xz)ousex €7, T (v) =yeT = ST,, teremos y € T,(7) =7/,
v e, 1) =Tu(t") e S =TT, " = TT.. Logo, (S,y) ~ (T,z). Assim,
em ambos os casos (S,y) ~ (T, z).

3. Mas nao é transitiva. Suponha que seja, e consideremos (T, z), (S,y), (R, 2) €
I' x P de modo que T, .5, R sejam dois a dois disjuntos e z,y, z dois a dois
distintos. Suponhamos (T, z) ~ (S,y) e (S,y) ~ (R, z), como estamos
supondo ~ transitiva teriamos que ter (T,x) ~ (R, z). Assim, teriamos
T = R e x =z um absurdo ou terfamos, x € 7, T-(z) = z e T = RT,. Mas
como (T,z) ~ (S,y) temos, se © € 7, T-(z) = y e T = ST,. Dai terfamos
y="T,(x) =z ouseja,y =ze ST, =T = RT,, isto é, S = R que também
é um absurdo.

Para torna-la transitiva, e portanto uma relacao de equivaléncia, devemos
definir
(T, ) * (S, 9)

se, e somente se, existir uma sequéncia finita de elementos satisfazendo
(T,x) = (Th,21) ~ .cc. ~ (T}, z0) = (S, ).

De fato, sejam (7', z), (S,y), (R, z) € I' x P. Assim, se (T, x) * (S, y) entdo, existe
uma sequéncia finita (7}, z;), com j = 1,...,n, tal que

(T,x) = (Th,x1) ~ e ~ (T, ) = (S, 7).

E se (S,y) * (R, z) entdo, existe uma sequéncia finita (Ty, zy), com k = 1,...,m,
tal que
(S,9) = (S1,41) ~ oo ~ (S Ym) = (R, 2).

Logo,
(T,x) = (Th,x1) ~ .. ~ (T, x0) = (S, 9) = (S1,y1) ~ oo ~ Ty ym) = (R, 2).

Portanto, (T, z) * (R, z). A simetria e reflexdo em * é herdada por ~ . Assim, x*
é uma relacao de equivaléncia.

Denotaremos por [T, x| a classe de equivaléncia determinada por (T, z) e X*
o conjunto das classes de equivaléncia.

Observacao 3.5. Consideremos as aplicagoes:
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T:I'xP — X* dada por Y(T,z) = [T, x].
Q:T xP— X dada por UT,z) =T(x).
U X* = X dada por ([T, z]) =T(x

Entao o diagrama

¢ comutativo.

A aplicagdo ¥ esta bem definida, pois se tivermos [T, x] = [S,y], entao T = S
e x =y, dai temos que

V([T 2]) = T(x) = S(x) = S(y) = ¥([5,9]).
O digrama é comutativo pois, W o Y(T,z) = V([T,z]) = T(x) = QT x).

Estamos considerando em I" a topologia discreta, em I' X P a topologia produto
e em X* a topologia quociente. Notemos que, se tivermos [T, z] = [S,y], entdo
T(x)=S(y) e [RT,z] = [RS,y] e se x € int(P),entdao T =S ex =y.

Seja S € I' e consideremos a aplicacao
S* Xt — X
[T, x] — [ST, z].
Essa aplicacao estd bem definida, pois se tivermos
ST, z]) = [R,x] e S*([T'y]) =[S, 9]

temos que R(x) = S(y) e se x € int(P) temos R = S e x = y. Além disso, temos
que
(S™H* = (") e (ST)* = S*T™*.

De fato, (S71)*(S*([T,z])) = (S~1)*([ST,z]) = [S7'ST,z] = [T, 2] e também
SH((S™H([T,z))) = S*([S7'T, 2]) = [SS™T, 2] = [T, z]. Logo,

(S™H)* o §* = S* o (S7H)* = Id, ou seja, (S71)* = (S*)~L.
Para a outra igualdade temos

S*(T*([R.z])) = S*([TR,a]) = [STR, 2] = (ST)*([R, z)), isto é, (ST)* = S*T*.

Considere T* o conjunto de todas as aplicagoes S*. Pelo fato de (S7!)* =
(S*)~1, temos que I'* é um grupo de bijegoes X* em si mesmo.

Proposicao 3.6. A aplicacio f : I' — I'* dada por f(S) = S* é um isomor-
fismo.
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Demonstracao: De fato, f(T'S) = (T'S)" = T*S* = f(T)f(S), para todo
T,S € I, ou seja, um homomorfismo. E se f(T) = f(R), entdo S*([T,z]) =
S*([R,x]), com x € P, ou seja, [ST,z] = [SR,z|. Logo T = S, isto é, f e
injetiva. Como S*([T,x]) = [ST,z] para todo T" € I' e x € P, particularmente
quando T" = Id identidade de I'; S*([Id, z]) = [S, z|. Assim, dado um S* € I'*,
existe um S € T, tal que f(S) = S*. Logo, f é sobrejetora e portanto bijetora. m

Definindo [P] = {[Id,z]; = € P}, onde Id ¢ identidade de I', temos que a
acao de I'* sobre [P], tessela X*. Assim, enunciamos os seguintes resultados.

Lema 3.7. As aplicagoes U, Y e Q no diagrama da observagao[3.5 sao continuas.

Demonstragao: Observe que da maneira que definimos a aplicacao T, ela é
continua e aberta, pois T induz a topologia quociente de X*. Consideremos um
A C X aberto, temos que

Q71(A) = [ ({7} = (T71(4) nintP)),

Ter

e como cada {T'} x (T~'(A)NintP) é aberto em I x P, pois estamos considerando
a topologia discreta em I, entao {1’} é aberto, e como T" é continua e A é aberto
T~1(A) & aberto, logo T~1(A) NintP é um aberto de P. Portanto, Q71(A) =
Urer (T x (T71(A) N th)) é aberto, ou seja, €} é continua. Agora, como
N=VoT = Q!'="T"T1o¥ ! assim Q71(A) =T (¥1(A)). Logo obtemos,

T(Q7H(A) = v71(4)
e ¢ aberto, pois T ¢ uma aplicagao aberta e Q7!(A) ¢ aberto, pois como vimos

é continua. Logo, ¥ é continua. [

Lema 3.8. Dada a isometria S € I temos que S* : X* — X* é homeomor-
fismo.

Demonstragio: Definimos S : I'x P — I' x P, dada por S((T,z)) = (ST, z),
onde é obviamente continua. Agora temos que

Y(S((T,2))) = T((ST,x)) = [ST,z] = S*([T, z]) = S"(V(T, ).
Assim, dado um A C X*, temos que
T o (5%)7H(A) = (8) " o TH(A).

Entdo se A for aberto, Y™ o (S*)71(A) também o seré, pois T e S sdo continuas.
Logo,
o — -1 _
(S*)71(A) :T((S) oY 1(A))
é aberto, pois T é uma aplicacao aberta, isso nos da que S* é continua. Mas
como (S*)_1 = (S‘l)*, obtemos que S* é um homeomorfismo de X*. [ |

Proposicao 3.9. Sejam X, X*,P,I" como acima e V visto na observagcao 3.5.
Entao,

Urr) =x

Terll
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se W for sobrejetora, e para T,S € ' distintos

T (int(P m S(int(P)) = 0.

se U for injetora.

Demonstracao: O diagrama visto acima comuta e dai temos, T'(P) = Q([T,P]) =
V(T(T,P))) = ¥([T,P]), assim

Uz = w(r.P).

Ter Ter
Mas como, S*([P]) = S*([1d, P]) =[S, P], logo,

U s (P = Jus. 7.

S*el'* Ser

Supondo V¥ sobrejetora, obtemos

Uzr) = v(r.P)=v(JIT.P]) = ¥(x*) =X,

Tel Tel Tell

demostrando a primeira igualdade da proposicao.
Agora, note que se temos 7™ # S*, entao

7 ([intP]) () S ([intP]) = 0,

pois, caso contrario T*([intP]) (N S* ([intP]) # 0, se, e somente se existem z,y €
intP, tais que [T,z] = [S,y] se, e somente se, T = S e z = y. Mas como a
aplicacao f definida acima é uma bijecao, em particular injetiva, teriamos 7™ =
f(T) = f(S) = S*, um absurdo.

Assim, se U for injetiva, entdo se tivermos T* # S* em I'* temos que T'(intP) =

U(T*([intP])) # W(S*([intP])) = S(intP) em I'. Assim,
T*(intP) ﬂ S*(intP) =0 <= [T, intP] ﬂ[S, intP] = 0.

Logo, obtemos

T(intP) () S(intP) = O(T*([intP))) (¥ (S*([intP]))
= U([T,intP]) ()2 ([S. intP])
= \I/(T,th)ﬂS intP))

(0) =

I
=

que demonstra a segunda igualdade da proposicao. [

A proposicao acima nos fornece uma situacao semelhante & existéncia de um
dominio fundamental, ou seja, se I' for um grupo fuchsiano, a proposicao nos
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garante que P é um dominio fundamental, desde que W seja bijetora.

Para que ¥ seja sobrejetora, devemos garantir para pontos na fronteira de
P que alguma vizinhanga seja coberta por imagens de P e que esta cobertura
seja consistente com a relacao *. Se z for ponto interior de alguma aresta 7
de P, podemos constatar que a classe de equivaléncia [Id,x] contém apenas os
elementos (Id,x) e ((T,)~*, T, (x)) e que P N (T,)"'(P) contém uma vizinhanga
de x. Se x for vértice de P deveremos expressar essa situagao com a condi¢ao:

CondigaoC; : Dado um vértice x € P, consideremos a classe de equivaléncia
[Id,z] = {(T1,x1),...,(Tn,x,)}. Entdo, a familia T;(int(P)) é uma familia de

conjuntos dois a dois disjuntos, para € > 0 suficientemente pequeno B(z,€) C
n+1

UTJ(P) e Tj11 =TjoT,, onde 7 & aresta de P.
j=1

No caso em que temos X = H?,R?, 52, onde a nocao de angulo é bem definida,
a condicao acima pode ser substituida pela condicao:

Condigao Cj : Dado um vértice V de P, sejam V = Vj, ..., V, os vértices de

P tais que T;(V;) = V, para algum T; € " e sejam 61, ..., 0, os angulos internos nos

2
respectivos vértices. Entao, se denotarmos por m a ordem de I'y, 61 +...+0, = —.
m

Proposicao 3.10. Se P satisfazer a Condi¢cao Cq, entao X* serd um espaco
Hausdorff conexo e ¥ : X* — X um homeomorfismo local.

Demonstragao: Sejam duas classes de equivaléncia [T, x| e [S,y] distintas de
X*. Obviamente, a situacao mais complicada é quando tivermos x,y vértices de
P. Escolhemos assim, ¢, e €, tais que as bosas B(z, €,) C U?;l T;(P) e B(y,€,) C

1
U Si(P). Tomemos € = min{e,, ¢, ~d(x,y)}, temos que

2
U T; ([P N B(z,e)]) e U i ([P, B(z, €))),

sao vizinhancas abertas e disjuntas que separam [T, z] e [S,y], pois, estamos
supondo que P satisfaz a condicao C;. Logo X* é Hausdorff. Observe que se
x € 7/, onde 7’ é aresta de P, entao

[T,2] = [TT;,(T;)"],

temos que

[T, PIN[TT:, P| # 0,

de modo que [T, P] U [TT,,P] é conexo, e consequentemente, X* também sera,
pois I' é gerado pelos elementos T’

Para mostrarmos que ¥ é um homeomorfismo local, consideremos como acima
a classe de equivaléncia [T, z] de X* com x um vértice de P. Seja e escolhido de
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modo que temos B(z,¢) C U?:ll T;(P). Definimos entao,

n+1
V ="(W), onde W = | J(T;, PN B(x,€)).

J=1

Assim temos,

De um modo mais geral, obtemos

v(IT(V)) = w(I(r(W))
= T(QW))
B(T(x),e).

Como as bolas geram a topologia de X, logo os elementos da forma
T*(U?jl[Si,P N B(z,€)]) geram a topologia de X*. Dado [S,y] € V, podemos
encontrar uma vizinhanca aberta de [S,y| da forma T*(UZ?[S“P N B(z,e€)])
contida em V. Assim, W restrito a 7%(V') é um homeomorfismo sobre T'(Q(1V)),
ou seja, ¥ & um homeomorfismo local. [

Estamos interessados em tornar a aplicagcao ¥ : X* — X uma aplicacao
de recobrimento. Feito isso, considerando o caso em que X = H? R2 52, to-
dos simplesmente conexos, sendo X* conexo, obteremos W bijetora. Conside-
rando a Proposicao , obteremos que o par (I', P) ¢é tal que | T(P) = H? e
T(int(P)) (N S(int(P)) # 0 = T = Id. Neste caso temos I' um grupo Fuchsiano
e P um dominio fundamental de I'.

O motivo que ¥ possa deixar de ser uma aplicacao de recobrimento reside
no fato das constantes €, vistas na demostracao da Proposicao nao serem
necessariamente limitadas inferiormente. Para garantirmos que ¥ é uma aplicacao
de recobrimento impomos uma outra condigao:

CondicaoCs : A constante € > 0 da Condigao C; pode ser escolhida inde-
pendentemente do ponto .

Esta condicao é satisfeita se o poligono P tiver um niimero finito de arestas e
vértices, bastando tomar € como o minimo do comprimento das arestas de P.

E com este estudo temos demonstrado o seguinte teorema:

Teorema 3.11. (TEOREMA DE POINCARE) Seja P um poligono hiperbdlico
com um emparelhamento ® satisfazendo as condi¢oes C] e Cq :. Entao o grupo
I’ gerado pelas isometrias de emparelhamento é um grupo discreto de Isom(X) e
P € um dominio fundamental de T' (onde X = H? R? ou S?).
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3.2.2 Grupos Fuchsianos Co-compactos

Aqui, nosso objetivo é buscar condi¢oes necessarias e suficientes para que o
2

quociente T seja compacto. Para isso, estudamos os seguintes resultados.

Definicao 3.12. Um grupo Fuchsiano I' é dito co-compacto se o espaco quoci-
3

ente T for compacto.

Teorema 3.13. Seja I' um grupo Fuchsiano e suponha que I' possua dominio
2

fundamental convero e nao compacto. Entao, T nao € compacto.

Corolario 3.14. Um grupo Fuchsiano I' € co-compacto se, e somente se, todo
dominio de Dirichlet de I for compacto.

Demostragoes sao vistas na referéncia [17].

Teorema 3.15. Seja I' um grupo Fuchsiano co-compacto. Entdo I' nao possui
elementos parabolicos.

Demonstracdo: Seja a funcao ¢g(z) = inf{dr(z); Id # T € I','Tr(T) > 2},
onde dr(z) = d(z,7T(z)). Como I'' ¢ um grupo Fuchsiano, suas érbitas sdo discretas
e cada transformagao T é continua, entao temos que g(z) é uma fungdo continua de
z. Mais ainda, como estamos impondo que T (T") > 2, ndo estamos considerando
transformagoes elipticas, temos entao que g(z) > 0, para todo z € H2.

Se I' for co-compacto, temos que P é compacto, logo o inf{g(z); z € P} é
atingido e assim sendo este é estritamente positivo. Mas dado z € H?, existe
S €T tal que g(z) = w € P o que nos da também, S~!(w) = 2z e para todo
T €T, temos

dr(z) = d(z,71(2))
= d(5(z),5T(2))
= d(w, STS ' (w))
= dSTS—l(Z)
de modo que g(z) = g(S(z)) e temos inf{g(z); z € H*} > 0. Assim sendo, I" ndo
pode possuir elementos parabolicos, pois 0 < g(z) < dr(z) para todo z € H? e

para todo elemento nao eliptico 7' € I', mas dado T parabdlico, inf,cp2 dp(z) = 0.
Uma contradicao. [

Teorema 3.16. Seja I' um grupo Fuchsiano e D = D,(I') dominio de Dirichlet
nao compacto mas com drea finita. Entdo:

(1) Cada ponto £ € 0D € ponto fixo de algum elemento parabolico T € T.

(i1) Sen € O, .H? € ponto fizo por algum elemento parabélico de T, existe S € T
tal que S(n) € 0xD.

Demostragao vista na referéncia [13].
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Teorema 3.17. Um grupo Fuchsiano é co-compacto se, e somente se, nao possui
elementos parabdlicos e Agz(H?/T) < oo.

2
Demonstracao: Se I' for co-compacto entao o quociente T é compacto. Temos

que Ap:z(H?/T) < oo e pelo Teorema , I' nao possui elementos parabolicos.
Suponha agora que I' ndo possui elementos parabolicos e Ay (H?/T") < 0o, entao
o Teorema nos garante que qualquer dominio de Dirichlet D nao possuira
pontos ideais. Mas sendo D um dominio fundamental convexo, temos que D é
fechado e limitado, ou seja, compacto. Logo, o Corolario nos garante que I’
é co-compacto. [ |
2
Uma consequéncia destes resultados é que T serd, uma superficie compacta

2

se, e somente se, [' ndo possuir elementos parabolicos e Ag:(H?/T) < oo. 5l

também seré orientavel, pois I' ¢ um grupo Fuchsiano, ou seja, pertence ao grupo
das transformacgoes de mobius que preservam a orientacao.

O género da superficie é obtido pela caracteristica de Euler de uma super-
ficie dada por

xX(S)=V —-A+F,

onde A é o nimero de arestas, IV o numero de vértices e F' o niimero de faces da
superficie. Onde, se S for uma superficie orientavel e compacta a caracteristica
de Euler é dada por

x(S) =2-2¢. (3.1)

3.3 Tesselacoes no plano

Vimos que um dominio fundamental ladrilha (ou tessela ) o plano hiperboélico
e nesta secao apresentaremos as tesselacoes regulares hiperbolicas e euclidianas.
Veremos que existem infinitas tesselagoes regulares hiperbolicas, ja no caso eucli-
diano quando os poligonos sao regulares existem apenas trés tesselagoes. Apre-
sentaremos condi¢oes para que uma tesselagao regular hiperbdlica exista.

3.3.1 Tesselacoes no plano euclidiano.

Comecamos definindo tesselagoes no plano euclidiano.

Definicao 3.18. Uma tesselacdo ou ladrilhamento em R? é uma cobertura
do plano por regioes poligonais congruentes de tal modo que todo ponto do plano
€ coberto por pelo menos uma regiao, onde duas regioes distintas quaisquer nao
se interceptam exceto, eventualmente no bordo.

A regido poligonal é chamada de Ladrilho, denotada por L. Se plano é co-
berto por poligonos regulares a tesselacao é chamada de regular. Quando os
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poligonos sao regulares hid apenas trés maneiras de tesselar o plano Euclidiano:
Por triangulos equilateros, quadrados e Hexagonos regulares.

A Figura 3.2 ilustra dois tipos de tesselacoes em R?, uma regular por quadra-
dos e outra por quadrados ou hexagonos.

Tesselagao por quadrados e Tesselagéo por quadrados regulares
octégonos regulares
Figura 3.2: Exemplos de tesselacoes em R?

Observe na Figura 3.3 que os favos das abelhas fazem uma ilustracao interes-
sante de uma tesselagao regular por hexagonos.

Figura 3.3: Os favos das abelhas tem formato de hexagono
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3.3.2 Tesselagoes regulares no plano Hiperbélico

Definicao 3.19. Uma tesselacao regular no plano hiperbélico ¢ uma par-
ticao deste plano em poligonos regulares isométricos nao sobrepostos, todos con-
gruentes, sujeitos a restricao de se interceptarem somente em suas arestas ou
vértices, de modo a termos o mesmo nimero de poligonos partilhando um mesmo
vértice, independente do vértice.

Observacgao 3.20. Se os poligonos de uma determinada tesselagao de H? contém
p arestas, onde cada vértice é recoberto por q desses poligonos, entao a tesselacao
serd denotada por {p,q}. Em particular se temos que p = q, a lessela¢do serd
chamada de auto-dual.

Como a soma dos angulos internos de um triangulo hiperboélico é menor do
que 7, entao a tesselacao regular existe, se e somente se,

2r 27
—+— <7
p q

< . (3- 2)

<

Desta segue que existem infinitas tesselacoes hiperbolicas regulares em H?.
Enquanto em R? existem apenas 3 possiveis, que sdo {4,4}, {3,6} e {6,3}, pois a
soma dos angulos internos de um triangulo no plano euclidiano é exatamente 7.
Vejamos alguns exemplos que foram retirados da referéncia [23].

Exemplo 3.21. Na Figura 3.4 temos a tesselagcdo hiperbdlica auto-dual {8, 8},
com todos os poligonos com 8 lados e em cada vértice encontram-se 8 desses
poligonos.

Figura 3.4: Tesselagao hiperbolica {8,8} em D2.
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Exemplo 3.22. Na Figura 3.5 temos a tesselagao hiperbdlica {10,5}, onde cada
poligono possui 10 lados e em cada vértice encontram-se 5 desses poligonos.

Figura 3.5: Tessela¢do hiperbolica {10,5} em D?.

3.4 Emparelhamentos Generalizados {12 — 8,4} e
(121 — 12,4}

Nesta secao apresentaremos emparelhamentos de arestas generalizados para
poligonos hiperbélicos com 127 — 8 e 12 — 12 arestas. Esses emparelhamentos
foram construidos na referéncia [19] e estdo relacionados a poligonos que sao
dominios fundamentais das tesselagoes hiperbolicas regulares do tipo {12n—38, 4}
e {12pu —12,4}. Tomamos estes emparelhamentos como base para construcao de
novos emparelhamentos que apresentaremos no proximo capitulo.

3.4.1 Emparelhamentos Generalizados {12n — 8,4}
Seja Pi2,—g, com 1 > 3 impar, um poligono hiperbolico regular com 127 — 8
arestas e com angulos internos medindo 7/2.

Observacgao 3.23. Pia,—s € possivel de ser construido, além disso ele € convexo.
De fato, somando todos os dngulos internos de cada vértice, temos

(125 — 8)% = (61 — 4)7 < (12 — 10)7 = [(12n — 8) — 2.

Pelo Teoremapun,g existe. Além disso, esse poligono é converxo, pois todos
os seus dngulos internos medem w/2 e 0 < 7/2 < . Entdo, pelo Teorema [1.56
Piron—s € convezo.
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Para emparelhar as arestas desse poligono foi criada uma regra que identifica
as aresta de Pyg,_g, denotada por Ryio,—g, 43

Seja n = 12n — 8 o nimero de arestas e ¢ = (127 — 8)/4 o namero de ciclos
com 4 vértices a serem obtidos. Entao, para 1 <i < c—1e j = 1,2, definiu-se
as seguintes identificacoes de arestas:

Vrn—o (Tn—Q) =Tn € ’YT,;(TC) = Tp—1, (33)
Vi (Ti) = T(n-2)-3i; (3.4)

se 1 for impar, entao
Vrinozy—si—; (T(n—2)—3i—j) = T(n—2)—3(i~1)—j- (3.5)

A regra Myi9,—s, 4y nos fornece um emparelhamento, denotado por @y, _s.
Obtendo assim, o seguinte teorema:

Teorema 3.24. Seja Pia,—g um poligono hiperbolico reqular com dngulos internos

iguais a /2 e $19,_g 0 emparelhamento de arestas do poligono Pia,—_gs obtido pela
2

N

regraRiion—s, 43. Entao, P1a,_g gera um grupo Fuchsiano I'1a,_g tal que

12n—8
.. o . 3n —1
uma superficie compacta orientdvel de género g = 5
Demonstracao: O emparelhamento ®;5,_g que identifica as arestas do poligono
12n —8
hiperbolico regular Piz,_g, obtido pela regra Ry2,-g, 41, nos da c = nT =

3n — 2 ciclos de vértices. Observando o emparelhamento ®,9,_g vemos que os
ciclos de vértices sao dados pela seguinte forma.

Paral <i<c—1en=12n— 8 temos:
se i for impar, entao

Cv, = {Vi, Vac1-3i, Va—s(i+1), Vm2—3—1) } (3.6)

se i for par, entao
Cv, = {Vi, Vac1-3i, Va—s(i=1)» Vm2—3(-1) } (3.7)
e Cy, = {Vc, Vert, Voo, Vn}- (3-8)

Note que todos os ciclos sao homogéneos com quatro vértices cada. Como
cada vértice do poligono possui angulo interno medindo 7/2, entdo a soma dos
angulos de cada ciclo de vértices é igual a 2.

Agora, como estamos usando apenas isometrias hiperbolicas e que Pig,_g
possui finitas arestas, temos que as condigoes C7 e Cy do Teorema [3.11] (Teorema
de Poincaré) sao satisfeitas, nos garantindo que ®,,_g gera um grupo Fuchsiano

3 2n—8
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['9y—s € Pigy—g ¢ um dominio fundamental de I'yy,_g. Além disso, como nao
estamos usando isometrias parabolicas e Pig,_g é um poligono com area finita
2

(fechado e convexo) sem vértices ideais, entao é uma superficie compacta

12n—8
orientavel.

Para obtermos o género usaremos a expressao (3.1), V — A+ F = 2 — 2g dai,

12n—8 12n—38
4 2

3 —1
+1=2—-2g. Logo, g = ”2 .

Assim, o emparelhamento @5, g nos dd uma superficie compacta orientavel

H?> 3n—1
de género g = 772 . ]

F1277—8

Vejamos agora um exemplo construido na referéncia [19] para um poligono
hiperbolico com 52 arestas.

Exemplo 3.25. (n = 5). Seja Pso um poligono hiperbélico em D? com arestas
Tiy ..oy Tsg € vértices V7, ...,Vso. Entao o emparelhamento P59 obtido pela regra
R{i2,-8, 4}, gera uma superficie compacta orientdvel de género 7. De fato, para
n =75 entdon = 12x5—8 = 52 arestas e a quantidade de ciclos é c = 52/4 = 13.

Entao pelas expressoes e na regra de emparelhamento Ryioy—s 1

temos,

Yrso(Ts0) = Ts2 € Vry3(T13) = 751, (3.3).

Vi (7-1) = Ta7, Vro (T2> = T44y T3 (7—3) = T41, Vny <T4) = 738, Vs (T5) = T35,
776(7_6) = 732, 777(7—7) = 729, 77'8(7—8) = 7265 "o (7_9) = T23, Ym0 (7_10) = T20,

Yru (T11) = Ti7, Yro (T12) = 714, (3.4).

%15(715) = T18, %16(7'16) = T19, %21(721) = Ta4, %22(7'22) = T25,
%27(727) = T30, %28(728) = T31, %33(733) = 736, %34(734) = T37,

%39(739) = T42, %40(7'40) = T43, %45(745) = T48, %46(7'46) = T49, (3-5)-

Logo, temos as sequintes identificacoes das arestas emparelhadas.
{7, Tardy A7, Taaks {73, 7an by {745 7383, {75, T35 15 {76, T2}, {77, 720} {78, Ta6 )5 {70, T3}

{710, 7'20}7 {7'11, 717}, {7'127 7'14}7 {7'13, 7'51}{7'15, 7_18}7 {7—167 7'19}, {7'21, 7'24}, {7'227 7'25},
{7277 7'30}, {7'28, 731}, {7'337 7’36}7 {734, 7'37}7 {7'397 742}, {740, 7'43}, {7'45, 7-48}7 {7'467 7'49}7

{75(),752}-

Veja o emparelhamento na Figura 3.6 .

Obtemos o emparelhamento ®sy formado pelas identificacoes de arestas do
poligono Psy, obtidas pela regraRiz,_g, 43-
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Vis Ty Yo 1,
v, Ty e F T BT,y

iy o
ﬂ )

S gl "
gt | 4 5, V39
i ‘\th]!iT3r: \t!;rj'-""s-s S

Figura 3.6: Poligono hiperboélico de 52 arestas com emparelhamento ®js.

Esse emparelhamento nos dd 13 ciclos, com 4 vértices cada, que sao 0s se-
guintes:

CV1 = {‘/17‘/487‘/;“%‘/50}7 CVQ = {‘/27‘/2177‘/497‘/;15}; CVg - {%7‘/447‘/;1(%%2}7

Cv, = {Va, Vi, Vaz, Vao }, Cvy = { V5, Vag, Vaa, Vas}, Cvy = { Vs, Vas, Var, Vas},
Cv, = {Vz, Vaa, Vag, Vao }, Cvy = {Vk, Vag, Va1, Var}, Cyy = { Vo, Vau, Vao, Vas
Cvyy = {V10, Vay, Vas, Vas}, Cvyy = {Vi1, Vis, Vis, Vao}, Cvap, = { Va2, Vis, Vig, Vir},
e Cyyy = {V137 Vsa, Va1, V14}-

Assim, pelo Teorema |3.24], o emparelhamento ®5o gera uma superficie com-
pacta orientdvel e como n = 5, seu género é dado por,

_3><5—1_

5 7.

9

Ou seja, g =T € o género da superficie obtida.
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3.4.2 Emparelhamentos Generalizados {12y — 12,4}

Seja Pioy—12, com g > 2 par, um poligono hiperbélico regular com 12p — 12
arestas e com angulos internos medindo 7/2.

Observacgao 3.26. Py, 12 € possivel de ser construido, além disso ele € convezo.
De fato, se somarmos todos os seus dngulos internos, temos

(124 — 12)7/2 = (6 — 6)7 < (12 — 14)7 = [(12p — 12) — 2]7.

Logo, pelo Teorema 1.37 Pio,—12 existe, também temos que esse poligono € con-
vexo, pois todos 0s seus dngulos internos medem 7w/2 e 0 < w/2 < 7. Assim, pelo
Teorema 1.36, Piou—12 € convexo.

Para emparelhar as arestas do poligono Pig,—12, com 121—8 arestas, construiu-
se uma regra de emparelhamento utilizando identificagoes de arestas analogas as
que vimos para o poligono com 127 — 8 arestas. Regra denotada por Ryg,-12, 4.

Seja n = 12 — 12 o namero de arestas e ¢ = (12u — 12)/4 o namero de
ciclos com 4 vértices a serem obtidos. Entao, para 1 < i < c—1ej = 1,2,
definiu-se identificacoes de arestas andlogas as expressoes (3.3), (3.4) e (3.5),
vistas anteriormente na regra Ryig,_s, 4}

A regra Myio,—12, 43 nos fornece um emparelhamento, denotado por ®13,_12,
obtendo assim, o seguinte teorema:

Teorema 3.27. Seja Piau—12 um poligono hiperbdlico regular com dngulos in-

ternos iguais a /2 e ®g,_12 0 emparelhamento de arestas do poligono P12

obtido pela regra Riiz,—12, 43. Entao, Pig,_12 gera um grupo Fuchsiano I'yg,_12

S iy . . 3 — 2

- € uma superficie compacta orientdvel de género g = 5
pn—12

tal que

Demonstragao: A demonstracido e similar & feita no Teorema 3.24 com gene-
ralizagdo dos ciclos analogas as expressoes (3.6), (3.7) e (3.8). Para calcular o
género g usamos a expressao (3.1), assim obtemos

3 — 2
+1=2-—2g. Logo, g = ,u2 .

120 —12  12p—12
4 2

Vejamos um exemplo construido para g = 4, ou seja, um poligono com 36
arestas.

Exemplo 3.28. (i = 4). Seja Pss um poligono hiperbslico em D* com as arestas
Ti, ..., T3¢ € vértices V1, ..., Vszs. Entdo o emparelhamento ®3q gera uma superficie
compacta orientavel de género 5. De fato, se p =4 temosn =12 x 4 — 12 = 36
arestas e a quantidade de ciclos é C = 36/4 = 9. Pela as expressoes 3.3, 3.4 e
3.5 na regra de emparelhamentos Nyi2,—12, 43 temos,

Vrsa(T31) = T36 € Yry(T0) = T35, (3.3).
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T (T1> = 31, ’YT2(T2) = Tag, 77'3<T3) = T25, Vn4 (T4) = T22,

Vrs (T5) = T19, Ve (T6) = T16, Vrr(T7) = 13, Ve (78) = T10, (3.4).

Vi1 (T11) = T1as Yrip(T12) = T15, Vo7 (T17) = To0, Vris(T18) = Ta1,

%23(723) = T26, %24(7'24) = Torv, %29(729) = T32, %30(7'30) = T33, (3-5)-

Logo, temos as sequintes identificacoes das arestas emparelhadas.
{71, 730}, {72, Tos}s {73, Tos by {745 T2}, {75, To }s {76, 76}, {77, T3}, {78, a0} {79, T35}

{711, 7’14}, {7'12, 715}, {7'177 7'20}, {7_187 7'21}7 {7'23, 7'26}, {724, 7'27}, {7'29, 732}, {7'307 7'33},
{7'34,7'36}~

Veja o emparelhamento na Figura 3.7 .

Obtemos o emparelhamento ®sg formado pelas identificacoes de arestas do poli-

Figura 3.7: Poligono hiperbolico com 36 arestas e emparelhamento ®sg.

gono Psg, que foram obtidas pela regra Riiou—12, 43

Esse emparelhamento nos dd 9 ciclos com 4 vértices cada, que sao 0s sequintes:
Cvl - {‘/17 %27 %07 ‘/34}7 CV2 - {‘/27 ‘/317 ‘/337 ‘/29}a CV3 = {‘/37 ‘/287 ‘/24a ‘/26}7

Cv, = {Vi, Vs, Var, Vag}, Cvy = {V5, Voo, Vis, Vao b, }, Cvy = { Ve, Vio, Var, Vir},
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CV7 = {V7,‘/16,‘/12,‘/14}, CVg - {‘/87‘/137‘/157‘/11}7 CVQ = {‘/97‘/107‘/357‘/36}7

Assim, pelo Teorema |3.27, o emparelhamento Psg gera uma superficie com-
pacta orientdvel e como n = 5, seu género é dado por,

_3><4—2_

- 5.
g 2

Ou seja, g =5 € o género da superficie obtida.

3.5 Emparelhamento do Poligono Pg, 4

O proximo emparelhamento é construido sobre o poligono hiperbdlico com
8¢ — 4 arestas, apresentado na referéncia [5]. Esse emparelhamento é importante
para o desenvolvimento do trabalho, pois o estudo dos proximos emparelhamentos
que apresentaremos no Capitulo 4, é sobre as arestas desses poligonos.

Seja Pgg—s um poligono hiperbdlico com 8g — 4 arestas e angulos internos
medindo /2. Sejam 7y, ..., 73,4 as arestas consecutivas de P orientadas no sentido
anti-horario. Seja o(i) uma permutacao de ordem 2 com 7 variando de 1, ..., 8g—4,
definida da seguinte maneira

49 — 1 mod(8g — 4), se i for impar;

o(i) =

2 —imod(8g—4), sei for par.

! a mesma aresta 7;, porém com orientacdo oposta. Entdo, definimos as

Seja T,
identificagoes das aresta emparelhadas como sendo T, (7;) = Ta_é).
Denotaremos essa regra de identificacao das arestas por 9‘{%8 g4} €0 emparelha-

mento por ®g, .

Esse emparelhamento nos fornece ciclos de vértices com 4 vértices e esté rela-
cionado & tesselacdo regular {8g — 4,4}, pois tém como dominio fundamental o
poligono hiperbolico Pgy_4.

Vejamos os emparelhamentos para g=2 e g=3.

1) Quando g = 2, temos

8 — i mod(12), se i for impar;

o(i) =

2 —imod(12), sei for par.

Entao,
o(1)=7mod(12) = o(1)=7
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0(2) =0 mod(12) = o(2) =12

0(3) =5 mod(12) = o(3)=5

o(4) = =2 mod(12) = 10 mod(12) = o(4) =10
c(5) =3 mod(12) = o(5) =3

0(6) = —4 mod(12) = 8 mod(12) = o(6) =8
o(7)=1mod(12) = o(7) =1

0(8) = —6 mod(12) = 6 mod(12) = o(8) =6
0(9) = —1 mod(12) = 11 mod(12) = o(9) =11
o(10) = =8 mod(12) = 4 mod(12) = o(10) =4
o(11) = =3 mod(12) = 9 mod(12) = o(11) =9
0(12) = —10 mod(12) = 2 mod(12) = o(12) = 2.

Logo, temos as arestas emparelhadas,

Figura 3.8: Emparelhamento ®1,, para g=2.

Os ciclos de vértices sao

Cl = {‘/17‘/2)‘/:7)‘/8}7 02 - {‘/37‘/67‘/97‘/12} € C’3 - {‘/217‘/57‘/107‘/11}'

2) Quando g=3, temos
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12 — i mod(20), se i for impar;

o(i) =

2 —imod(20),  sei for par.

Entao,
(1) =11 mod(20) = o(1) =11

7(2) = 0 mod(20) = o(2) = 20

o(3) =9 mod(20) = o(3)=9

0(4) = —2 mod(20) = 18 mod(12) = o(4) = 18
o(5) =7 mod(20) = o(b) =7

0(6) = —4 mod(20) = 16 mod(12) = o(6) = 16
o(7) =5 mod(20) = o(7)=5

0(8) = —6 mod(20) = 14 mod(12) = o(8) =14
(9) =3 mod(20) = o(9) =3

0(10) = =8 mod(20) = o(10) = 12

o(11) =1 mod(12) = o(11) =1

0(12) = —10 mod(12) = 10 mod(12) = o(12) = 10.
0(13) = —1 mod(20) = 19 mod(20) = o(13) =19
o(14) = —12 mod(20) = 8mod(12) = o(14) =8
o(15) = —3 mod(20) = 17 mod(20) = o(15) = 17
0(16) = —14 mod(20) = 6 mod(20) = o(16) =6
o(17) = =5 mod(12) = 15 mod(20) = o(17) =1
0(18) = —16 mod(12) = 4 mod(12) = o(18) = 4.
7(19) = —7 mod(12) = 13 mod(20) = o(19) = 13
0(20) = —18 mod(12) = 2 mod(12) = 0o(20) = 2. Logo, temos as arestas
emparelhadas,

Veja o emparelhamento representado na Figura 3.9.

Os ciclos de vértices sao
Cl - {‘/17 ‘/27 ‘/117 ‘/12}7 CQ — {‘/37 ‘/107 ‘/137 ‘/17}7 03 — {‘/47 ‘/57 ‘/147 ‘/18}7

C14 — {‘/57‘/87‘/157‘/17} € C'5 - {‘/67‘/77‘/167‘/17}.
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Figura 3.9: Emparelhamento ®3, para g=3.



Capitulo 4

Emparelhamentos de Arestas
Construidos

Os emparelhamentos de arestas de poligonos hiperbolicos tem relevancia na
construcao de reticulados hiperbdlicos [21]. O interesse pela teoria dos reticulados
é devido também ao fato de ser uma ferramenta para o problema de empacota-
mentos de esferas que auxilia na construcao de boas constelagoes de sinais ou
codigos 6timos. Isto nos motiva ao estudo de emparelhamentos de arestas de
poligonos hiperbolicos associados a tesselagao {p, ¢}, em que tais tesselagoes for-
necem empacotamentos de esferas com densidade maxima [6] e portanto, estao
relacionadas com a construgao de codigos 6timos cuja a probabilidade de erro é
minima.

Neste capitulo apresentaremos os emparelhamentos que construimos para o
poligono hiperbolico Pgs,_4. Estudamos os emparelhamentos associados as tes-
selages {12n — 8,4} e {12u — 12,4}, o emparelhamento associado a tesselacao
{8g—4,4} do Capitulo 3 na Secao 3.4, e construimos um emparelhamento genera-
lizado associado & tesselagao {125—16,4} e novos emparelhamentos generalizados
associados a tesselacdo {8g — 4,4} de forma que g seja o género da superficie ob-
tida pelo quociente do plano hiperbdlico pelo grupo gerado por isometrias dos
emparelhamentos.

O problema de empacotamento de esferas tem como principal objetivo a busca
pela maior densidade possivel de empacotamento. Em [24], Toth apresentou
o limitante méximo para a densidade de empacotamento no plano hiperbélico.
Segundo ele, a densidade de empacotamento ¢é limitada superiormente por % Em
[6] foram feitos estudos assintoticos para reticulados do tipo {p, ¢} . Demonstrou-
se que assintoticamente, a densidade de empacotamento nao atinge o valor %
Assintoticamente no sentido de p e ¢ tenderem a infinito, onde p e ¢ determinam
um ladrilhamento {p, ¢} . Porém, temos que % ¢ atingido em empacotamentos
por horobolas {0, 3}.

A relevancia de tais resultados para empacotamento de esferas, esta no fato
que em reticulados hiperboélicos dos tipos {12n — 8,4} e {12u — 12,4} temos
empacotamentos com densidades proximas ao empacotamento 6timo em relacao
a densidade de empacotamento no plano hiperbélico, ([19], com 0,89868 o maior

99
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valor apresentado para densidade de empacotamento, quando n = 21 e g = 31).
Dai, nosso interesse em explorar os emparelhamentos de arestas de poligonos
hiperbolicos associados a tesselacdes, em particular os poligonos com 8g—4 arestas
com g > 2, pois as tesselagoes {12n — 8,4} e {12 — 12,4} sdo casos particulares
da tesselacao {8g — 4,4}.

Dividimos este capitulo em quatro secoes, onde construimos novos empare-
lhamentos para os poligonos hiperboélicos com 8g — 4 arestas, com g > 2 natural.
Estamos supondo que as arestas emparelhadas, em cada emparelhamento cons-
truido, possuem orientacao oposta uma da outra.

4.1 Emparelhamento Generalizado {125 — 16,4}

Nesta secao, comegaremos construindo um emparelhamento das arestas de
um poligono hiperboélico Pias_16, com 123 — 16 arestas, associado a tesselagao
{125 — 16,4}. Antes falaremos um pouco da tesselagao {8g — 4, 4}.

Na tesselagdo hiperbolica {8g — 4,4} para g > 2 natural, na tabela abaixo, a
medida que g cresce obtemos as seguintes tesselagcoes e os poligonos fundamentais
associados, com 8g — 4 arestas.

g | Tesselagao {8g — 4, 4} | Dominio Fundamental Ps, , | Tipo
9 (12,4} Pra A
3 (20,4} Pao B
4 (28,4} Pas C
5 (36,4} Pas A
6 (44, 4} Pu B
7 {52,4} Ps2 C
8 {60, 4} Peo A
9 (68,4} Pes B
10 (76,4} Pro C
11 (84,4} Pes A
12 (92,4} Pos B
13 {100,4} P1oo C

Note que as tesselagoes que marcamos como (A) sao tesselagoes obtidas pela
tesselacao {12u — 12,4}, com p > 2 par. As tesselagbes que foram marcadas
por (C) sao tesselagoes obtidas pela tesselagdo {12n — 8,4}, com n > 3 impar.
Estas possuem como dominio fundamental os poligonos hiperbolicos Pig,,—12, com
12p — 12 arestas e Pig,_s, com 121 — 8 arestas, respectivamente, [19]. Com esses
poligonos, foram obtidos emparelhamentos das arestas pelas regras de emparelha-
mento Ryiou—12, 43 € R{12y—s, 43. Agora, as que marcamos com (B) serao obtidas
pela tesselagao {125 — 16, 4}.

Assim, seja Piop_16, com B > 3 impar, um poligono hiperbélico com angulos
internos todos medindo 7 /2.
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Observacao 4.1. Piop_15 existe e € convero. De fato, como estamos supondo
que todos os dngulos internos de cada vértice é /2. Entao, somando todos os
seus dngulos internos, temos

(128 — 16)1/2 = (68 — 8)7 < (128 — 18)7 = [(128 — 16) — 2|7

satisfazendo o Teorema 1.37. Além disso, € convexo, pois temos que todos 0s seus
dngulos internos medem w/2 e 0 < w/2 < w. Assim, pelo teorema 1.36 Piog_16 €
CONVETO.

Para mostrarmos que a tesselacao {120 — 16,4}, com 8 > 3, de fato existe,
usaremos a expressao (3.2)) do capitulo anterior, notemos que, como 3 > 3 impar,

segue que, 128 — 16 > 20 e dai temos, 12/3—16 < 20" Somando 1/4 em ambos
os lados da desigualdade, obtemos
1 +1<1+1_6_3<1
126—16  4-20 4 20 10 2
Portanto,
1 n 1 _ 1
126—-16 4 2

Para emparelharmos as arestas de Pios_16, utilizaremos a seguinte regra que
denotaremos por Ryi2s-16, 4} :

Seja n = 120 — 16 o namero de arestas e ¢ = (125 — 16)/4 (nimero de ciclos,
com 4 vértices, a ser obtido). Entao, para 1 <i<c—1e j = 1,2, definimos as
seguintes identificacoes de arestas:

Vrn—o (Tn—Q) =Tn € ,YTC(TC) = Tn—1; (41)
Voo (T5) = T(n—2)—3: (4.2)

se 1 for impar entao
Vrn-)-si_3 (Tn=2)-3i—3) = T(n—2)-3(—1)—; (4.3)

Logo a regra Ryi23_16,4}, nos fornece um emparelhamento de arestas do poli-
gono Piap_16 que denotaremos por ®io5_16. Aqui, podemos enunciar o seguinte
resultado:

Teorema 4.2. Seja Piag_16 um poligono hiperbolico regular com dngulos internos

iguais a /2 e ®195_16 0 emparelhamento de arestas do poligono Pias_16 obtido

pela regra Ryiop_164y. Entao, P1ap_16 gera um grupo Fuchsiano I'p_16 tal que
HZ ) o , 36 -3

€ uma superficie compacta orientdvel de género g = .

I'os-16 2

Demonstracao: O emparelhamento ®i95_16 que identifica as arestas do po-
ligono hiperbolico regular Pias_16, obtido pela regra MRyjas_164y nos da ¢ =
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126 — 16
5— = 3 — 4 ciclos de vértices.

Observando o emparelhamento ®195_16 vemos que os ciclos de vértices sao dados
da seguinte forma:

Paral <i<c—1en=12n— 8 temos:
se i for impar, entao

Cv, = {Vi, Va—1-3i, Va—s(+1)s Vaca—s(-1) }; (4.4)
se i for par, entao
Cv, = {Vi, Va—1-3i, Va—s(i-1); Vaca—3(-1) }; (4.5)
e
Cv, = {Ve, Ver1, Vo1, Vi 3. (4.6)

Temos ciclos com 4 vértices cada e como cada angulo em um vértice ¢ igual
a 7/2 a soma dos angulos dos vértices de cada ciclo é igual a 2w. Agora, como
estamos usando apenas isometrias hiperbolicas e Piop_16 possui finitas arestas,
as condi¢oes C] e Ca do Teorema 3.11 (Teorema de Poincaré) sdo satisfeitas, nos
garantindo que ®125_16 gera um grupo Fuchsiano I'j25_16 € Pi2s—16 € um dominio
fundamental de I'195_16. Além disso, como nao estamos usando isometrias para-
bolicas e Piag_16 ¢ um poligono com érea finita (fechado e convexo) sem vértices

2

ideais, entao é uma superficie compacta orientavel.
128-16
Ainda, temos pela expressao (3.1), V — A+ F = 2 — 2g e desta equagio segue
que,
12616 128 — 16
4 2

Logo, 33 —4—65+8+1=2—2g, ou seja, —305+ 3 = —2¢g e portanto obtemos,

+1=2-2g.

g= 352_3. (4.7)

Assim, o emparelhamento ®195_16 nos da uma superficie compacta orientavel
H? 36 —3
de género g = 5 . [ ]
I'2s-16 2

Vejamos alguns exemplos que construimos para quando § = 3 e § = 5, ou
seja, para os poligonos com 20 e 44 arestas.

Exemplo 4.3. (8 = 3). Seja Py um poligono hiperbolico em D? com as arestas
Ti, ..., Tog € VErtices V1, ..., Vog. Entao o emparelhamento ®sq, gera uma superficie
compacta orientdvel de género 3. De fato, se f = 3, temosn =12 x 3 — 16 = 20
arestas e a quantidade de ciclos é ¢ = 20/4 = 5. Entdo pelas expressoes
e da regra de emparelhamento Ryi25_1643, temos

Yrs(T18) = T20 € Yry(75) = 119 (4.1)



59 4.1. Emparelhamento Generalizado {125 — 16,4}

Y (Tl) = T15, Vo (T2) = T12, Vs (T3> =Ty, V4 (T4> = Té¢, V14 (7—14) = 717, (42)

%13(7'13) = Ti6, %8(7'8) = T11, %7(7'7) = T10, (4-3)-

Dai, os sequintes pares de arestas emparelhadas:

{7-17 7-15}7 {7—27 7-12}7 {7—37 T9}7 {7-47 7-6}7 {7-57 7-19}7 {7-77 TlO}7 {7-87 Tll}) {Tl?n 7—16}7 {7-147 T17}7
{7'12,7'9()}. /F?;(]UT'O, 41)

Figura 4.1: Poligono hiperbolico de 20 arestas com emparelhamento ®q.

Assim, temos o emparelhamento

Py = {%—17 Yros Vrss Vrar Vrss Yoo Vrss Vs Vrias Vris }7

formado pelas identificacoes de arestas do poligono Pay, que foram obtidas pela
regra %{126—16,4}-

Os ciclos que esse emparelhamento nos dd sdo:
Cvy = {V1, Vi, Vi, Vis}, Cvy, = {Va, Vi, Vir, Vis}, Cvy = {V3, Vig, Vis, Vio},
Cv, = {V4, Vo, Vi1, Vi} e Cy, = {V5, Vg, Vig, Vao }-
Portanto, pelo Teoremal[4.3, o emparelhamento ®oy gera uma superficie com-
pacta orientdvel e como B = 3, seu género € dado pela erpressao ,

3x3-3

- 3.
g 2
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Exemplo 4.4. (3 = 5). Seja Py um poligono hiperbolico em D? com arestas
Tiy .y Tug € VErtices Vi, ..., Vyy. Entao o emparelhamento ®yy, gera uma superficie
compacta orientdvel de género 6. De fato, para 5 =5 temosn = 12x5—16 = 44
arestas e a quantidade de ciclos é ¢ = 44/4 = 11. Assim, pelas expressoes 4.1,
4.2 e 4.3 na regra de emparelhamento Ryiop_1641 Lemos,

Y72 <T42) = T44 € 7T11(T11) = T43, (4'1>'

Vri (T1) = T39, Vra(T2) = Ta6s Vre(T3) = Ta3, Vi (T2) = T30, V7 (75) = Tor,

%6(76) = To4, %7(7'7) = T21, %8(7'8) = T18, %9(7'9) = T15, %10(7'10) = T12, (4~2)-

Vrss (7_38) = T41; Vr3r (7_37) = T405 Vrs2 (7_32> = T35, V731 (7_31) = T34, V126 (7_26) = T29,
Vros (T25) = Tos, Yoo (T20) = T2z, Vrie(T19) = T22, Vria(T14) = 717,
%’13(7_13) = T16; (43)

Logo, obtemos as sequintes identificagoes das arestas emparelhadas.
{71, T30}, {72, 36} {73, 733}, {745 T30}, {75, Tor )5 {76, Tea}, {77, T2}, {78, Tus}s {70, 715}

{710, 7'12}7 {7'11, 743}7 {7'137 7—16}{7'147 7'17}, {7'19, 7'22}, {7207 7'23}7 {7'25, 7'28}7 {7'267 7'29},

{731, T34}, {732, T35}, {787, Tao }, {738, Tar }, {72, Taa}, (Fligura 4.2).
Obtemos o emparelhamento

(I)44 = {771 s Vras Vr3s Vras Vs Vres Vrrs Vrss Vros Vrios Vrins Vriss Vrias Vries Voo s Vros Vroes Vrss
Yrsz> Vrsys Vrass Yraz I

formado pelas identificacoes de arestas do poligono Py, que foram obtidas pela
regra R{125-164) -

Os ciclos que esse emparelhamento nos dd sao:

Cvl - {‘/h ‘/407 %87 ‘/212}7 CVQ - {‘/27 ‘/377 ‘/;117 %9}, CV3 = {‘/é) %4a ‘/327 %6}7

CV4 = {‘/ﬁla ‘/317 %57 %3}7 CVs = {V57 ‘/287 ‘/267 %O}a CVG = {‘/67 ‘/25a ‘/297 ‘/27}7

OV7 - {V7a ‘/227 ‘/207 ‘/24}7 CVS - {‘/87 ‘/197 ‘/237 ‘/Ql}a CVQ = {%7 ‘/lﬁa ‘/147 ‘/18}7
Cvi = {V10,V13>V17,V15} e Cy, = {V11>V12,V43,V44}-

Assim, pelo Teorema 4.2 o emparelhamento ®y4y gera uma superficie compacta
orientdvel e como B =5, seu género € dado pela expressio (4.14), temos

_3><5—3

= 6.
2

9

Resumimos os resultados na tabela abaixo:
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Figura 4.2: Poligono hiperbolico de 44 arestas com emparelhamento ®44.

Arestas | Emparelhamentos | Género
20 Dy 3
44 Dy 6

Ao unirmos as tesselagoes {12n — 8,4}, com n > 3 impar, {12 — 12,4}, com
n > 2 par (ambas no Capitulo 3, Secao 3.4) e {128 — 16,4}, com [ > 3 impar,
vista anteriormente nessa se¢ao obtemos a tesselagao {8g — 4,4}, com g > 2 na-
tural. As regras de emparelhamentos dos poligonos identificadas por 12,3, 43,
Riiou—12, 4} € R{i2s-16, 4}, tém identificacoes andlogas de arestas emparelhadas,
que é dado por:

Vs (Tn—Q) =Tn € Y7 (Tc) = Tp—1, (48)

Vi (Ti) = T(n—2)-3i (4.9)
se ¢ for impar, entao

,YT(n—Q)—Bi—j (T(n—2)—3i—j> T(n—2)—3(i—1)—j> (410)

Entao podemos generalizar esse emparelhamento para o poligono hiperboélico
Psg—4, com 8g — 4 arestas e g > 2 natural, associado & tesselacdo {8g — 4, 4}.
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Para isto, seja Pgy—4, com g > 2 natural, um poligono hiperbélico com angulos
internos todos medindo 7 /2.

Observacao 4.5. Pg,_4 € possivel de ser construido, além disso é convexo. De
fato, como estamos supondo que todos os dngulos internos de cada vértice € 7 /2.
Entao, somando todos os seus dngulos internos, temos

(89— 4)(m/2) = (49 — 2)7 < (89 — 6)7 = [(8g — 4) — 2J

satisfazendo o Teorema 1.37. Ele é converxo, pois todos os seus dngulos internos
medem m/2 e 0 < w/2 < m e assim pelo Teorema 1.36 Psy_4 € convezo.

Para emparelharmos as arestas de Pg,_4, utilizaremos identificagoes de arestas
analogas as (4.8)), e ([4.10), construidas para os poligonos Piz,_s, Prou—12 €
Pias_16, com as regras Ryio,-g 4}, R{i2u—124) € R{125-164}, respectivamente. Feito
isso, substituiremos as regras My12,—g8 4}, R{12u—12,4} € R{125-16,4}, que emparelham
casos particulares de Pg,_4, em uma tnica regra de emparelhamento das arestas
do poligono hiperbolico Pg,_4, com 8g — 4 arestas e a denotaremos por 99‘%5@—4,4}-

Seja n = 8¢ — 4 nameros de arestas e ¢ = (8¢ — 4)/4 niimero de ciclos com
4 vértices cada. Entao, para 1 < i < c—1e j = 1,2, definimos as seguintes
identificacoes de arestas:

Vruo(Tn2) = Tn € Yr(Te) = Tos; (4.11)
Vo (Ti) = T(n—2)-3i; (4.12)

se 1 for impar, entao
Vrn—2y—3i—j (T(n—Q)—3i—j> = T(n—2)—3(i—1)—j> (4.13)

Logo, a regra 9‘{%8g74’4} nos da um emparelhamento de arestas para o poligono
hiperbolico Pg,_4, ao qual o denotaremos por <I>§gf4.

Note que, que os emparelhamentos ®i9,_12, P125-16 € P12,-g ¢ um tnico em-
2 . )
parelhamento @5, _, quando consideramos o poligono Psy_4, com 8g — 4 arestas.
Assim, enunciamos o seguinte resultado.

Teorema 4.6. Seja Pg,_q um poligono hiperbolico reqular com dngulos internos

iguais a /2 e <I>§g74 o emparelhamento de arestas do poligono Pg,_4 oblido pela
2

é

regra 9%%89_4 e Entao, @gg% gera um grupo Fuchsiano 1%974 tal que —5
8g—4

uma superficie compacta orientdvel de género g.

Demonstragao: A demonstracao ¢é similar a que foi feita no Teorema 4.2. O

emparelhamento <I>§g_4 que identifica as arestas do poligono hiperboélico regular
8g —4

Psg—a obtido pela regra 9%%89_4 43 oS da c= = 2g — 1 ciclos de vértices.
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Por recorréncia e observando o emparelhamento 61%974 vemos que os ciclos de
vértices sao generalizados da seguinte forma. Para 1 <i<c—1en = 12n—28
temos:

se i for impar, entao

Cv, = {Vi, Va—1-3i, Vas(i+1), Va—2-3i6-1) }; (4.14)
se i for par, entao
Cv, = {Vi, Va—1-3i, Va—s(i-1), Va—2-36-1) }; (4.15)
e
Cv, = {Ve, Verr, Va1, Va b (4.16)

(Generalizacdo analoga aos dos ciclos de vértices, visto nos emparelhamentos
D128, Pr12u—12 € P12s_16, POis possuem identificacoes andlogas de arestas). Te-
mos ciclos com 4 vértices cada e como cada dngulo em um vértice é igual a 7/2
a soma dos angulos dos vértices de cada ciclo é igual a 2.

Agora, como estamos usando apenas isometrias hiperbolicas e Pgy_4 possui
finitas arestas, temos que as condi¢oes C] e Cy do Teorema 3.11 (Teorema de
Poincaré) sao satisfeitas, nos garantindo que ®§g74 gera um grupo Fuchsiano
I3, 4 € Psg—s & um dominio fundamental de I', ,. Além disso, como nao estamos
utilizando isometrias parabolicas e Ps,_4 € um poligono com area finita (fechado

HQ

2
8g—4

e convexo) sem vértices ideais, entao é uma superficie compacta orientavel.

O género é obtido pela expressao (3.1) , V — A+ F = 2 —2¢ e desta equagao

segue que,
8g—4 8g—4 ,
_ 1=2—24.

4 5 T g

Logo, 2g — 1 —4g+2+1=2— 24, ou seja, —2g = —2¢’ e portanto obtemos,

/

9=9.

Assim, o emparelhamento ®§9_4 nos d4 uma superficie compacta orientavel
H2

2
1—‘89—4

de género g. [ ]

Vejamos trés exemplos de emparelhamentos do poligono Ps,_4 associados a
tesselacao {8g — 4,4}, que sao os primeiros vistos nos emparelhamentos dos po-
ligonos Pi2;—s, Piau—12 € Piag—16, com esses emparelhamentos associados as tes-
selacoes {12n — 8,4}, {12u — 12,4} e {126 — 16,4}.

Exemplo 4.7. (g = 2). Seja P1» um poligono hiperbslico em D? com arestas
Ti, ..., Tra € vértices Vi, ..., Via. Entdo o emparelhamento ®%, gera uma superficie
compacta orientdvel de género 2. De fato, se g = 2, temosn =8 x 2 —4 = 12
arestas e a quantidade de ciclos é ¢ = 12/4 = 3. Assim, pelas expressoes
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e na regra de emparelhamento 9‘{%89_474} obtemos,

Yo (T10) = T12 € Yy (T3) = 11 por (4.11),
V1 (Tl) = T7, %2(7'2) = Ty, por (4.12),

Vs (T5) = T8, Voo (T6) = To, por (4.13).

Dai, as sequintes identificacoes das arestas emparelhadas.

{7—17 T7}7 {T27 7—4}7 {T37 T11}7 {T57 TS}? {7—67 TQ}J {7-107 T12}<F7;gu7’a/ 43)

Figura 4.3: Poligono hiperbolico de 12 arestas com emparelhamento ®%,.

Logo, obtemos o emparelhamento

(I)%Q = {’771 s Vros V3 Vs Vres ’7710}7

formado pelas identificagcoes de arestas do poligono Pia. Os ciclos que esse empa-
relhamento nos dd sao:

CV1 = {‘/17 ‘/87 ‘/237 ‘/10}7 CVQ = {‘/27 ‘/77 ‘/;)7 ‘/;5)} € CVg = {‘/37 ‘/217 ‘/107 ‘/12}
Assim, pelo Teorema o emparelhamento ®2, gera uma superficie compacta

orientdvel de género g = 2.

Exemplo 4.8. (g = 3). Seja Py um poligono hiperbslico em D? com arestas
Ti, ..., Tog € Vértices Vi, ..., Vag. Entdo o emparelhamento ®%, gera uma superficie
compacta orientdvel de género 2. De fato, se g = 2, temosn =8 x 2 —4 = 12
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arestas e a quantidade de ciclos é ¢ = 12/4 = 3. FEntao pelas expressoes 4.11,
4.12 e 4.13 na regra de emparelhamentos 9%%89_4, 4y temos,

Vs (T18) = Too € Vo (T5) = T19, por (4.11)
Y (7—1) = T15, 77’2(7_2) = T192, 77-3(7'3) = Ty, 77_4(7'4) = Tg, 77—14(7_14) = T17, por 4.12.

Vs (T13) = T16, Voo (78) = T11, Y (T7) = T10, por (4.13).

Deste modo as sequintes identificacoes das arestas emparelhadas sao obtidas:
{1 mis b {72, T2} A3, 7o} {74, 76 5 {75, T} {77, T0}, {78, T} {7y Ta6 }s {74, v}
{718, 720} (Figura 4.4).

Figura 4.4: Poligono hiperbolico de 20 arestas com emparelhamento ®3,.

O emparelhamento

q)go = {1 Yras Vs> Vrar Yrss Yro> Vrss Yrizs VYriar Yrus }-

¢ formado pelas identificacoes de arestas do poligono Py, obtidas pela regra
9%%89_474} e nos fornece os sequintes ciclos:

Ovl - {‘/17‘/167‘/14)‘/18}70‘/2 - {‘/27‘/137‘/177‘/15}70‘/3 - {‘/:37‘/127‘/187‘/10}7

OV4 = {‘/217%7‘/117‘/7}7 € C’V5 - {‘/57‘/67‘/197‘/20}-

Portanto, pelo Teorema 4.6, o emparelhamento ®3, gera uma superficie com-
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pacta orientdvel de género g = 3.

Exemplo 4.9. (g = 4). Seja Py um poligono hiperbolico em D? com as arestas
Ti, ..., Tog € vértices Vi, ..., Vag. Entdo o emparelhamento ®3; gera uma superficie
compacta e orientdvel de género g = 4. De fato, se g = 4 entao, n = 8x4—4 = 28
é o nuimero de arestas e a quantidade de ciclos é ¢ = 28/4 = 7. Assim, pelas
expressoes 4.11, 4.12 e 4.13 na regra de emparelhamentos 9%%897474} obtemos,

Vra6 (7—26) = Tog € %-7(7'7> = Toy7, por (4.11)

In (7—1) =723 Tn (7_2> = 720, 77'3(7—3) = T, 77'4(7_4) = T4, Vs (TS) = T11,

Vs (T6) = T8, por (4.12)

Vraz (7_22) = T25;, Vro (TQI) = T14, Vre (7_16> = T19, Yris (7—15) = T18, Ym0 (TIO> = T13,
Voo (Tg) = T12, por (4.13).

Donde, temos as sequintes pares de arestas emparelhadas.

{7177'23}, {72,7'20}, {7'3,7'17}, {7'477'14}, {7'577'11}7 {7—677-8}; {7'77727}7 {7'97712}, {7'10,7'13},
{715,7'18}7{7'16,719},{7'2177'24},{7'22,7'25},{7'26,7'28} (Figum 4~5)-

Figura 4.5: Poligono hiperbolico de 28 arestas com emparelhamento ®Z.

Logo, obtemos o emparelhamento

®§8 = {’7’7—1 ) 77_2 Y 77—37 77—47 7’7—57 ’77—67 7’7—77 77_87 ,)/7—97 7’7—107 77—15 Y 77—167 7’7—21 Y 77_22 }'

formado pelas identificacoes de arestas do poligono Pag, obtidas pela regra 9%%89_474}
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e com 0s sequintes ciclos de vértices:
Cvl = {‘/17 ‘647 ‘/227 ‘/26}7 CVQ = {‘/27 ‘/237 ‘/257 ‘/21}7 CV3 = {‘/37 ‘/187 ‘/167 ‘/20}7

CV4 = {‘/47‘/177‘/197‘/15}70‘/5 = {‘/57‘/127‘/107‘/14}70‘/6 = {‘/67‘/117‘/137‘/9}7
CV? = {‘/77‘/87‘/277‘/28}‘

Portanto, pelo Teorema 4.6 o emparelhamento @2 gera uma superficie compacta
orientdvel de género g = 4.

Resumimos os resultados na tabela abaixo:

Arestas | Emparelhamentos | Género
12 32, 2
20 3, 3
28 o2, 1

4.2 Emparelhamento Generalizado {8« — 4,4}

Nesta se¢do, construimos um emparelhamento associado & tesselagdo {8a —
4,4}, que sao basicamente da {8g—4,4}, s6 que aqui, estamos interessados quando
g = a > 3 é impar, pois a construcao do emparelhamento é feita para um poligono
hiperbolico, com 8« — 4 arestas.

Assim, seja Pg,_4 um poligono hiperbolico regular, com 8«a — 4 arestas e
angulos internos medindo 7/2, com a > 3 impar. Este poligono é possivel de
ser construido, além disso, é convexo, pois como foi justificado na observacao [4.5
Psg—4 existe e & convexo, ja que estamos usando o caso particular em que g = «
impar. Construimos uma regra de emparelhamento para as arestas de Pg,_4, que

3 -
denotaremos por 9%{8%474} € apresentaremos a seguir:

S8av — 4

=200 —1

(nimeros de ciclos, com 4 vértices cada, a ser obtido). Entao, para 1 <i<c—1
e 7 = 1,2 definimos as identificacoes das arestas como:

Seja n = 8« — 4, com « > 3, o numero de arestas e ¢ =

Yoro(Tn2) = Tn € Yo (Te) = Tnoa (4.17)

Voo (Ti) = Tn—2)-3i (4.18)

sei=c—4k,c—4k +1, paralgkg%, entao

V(e—2)8it; (7_(072)+3i+j) = T(c+4)+3i+j (4.19)
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3 : . . -
Logo, a regra 9%{8@_474} nos da um emparelhamento do poligono hiperboélico
3 . . .
Psa—a, que denotaremos por &3, ,. Assim, enunciamos o seguinte resultado.

Teorema 4.10. Seja Pgn_4 um poligono hiperbélico regular com dngulos internos

iguais a ©/2 e ®3,_, o emparelhamento de arestas do poligono Ps,_4 obtido pela
2

é

regra %?ga_4 g Entao, 3,4 gera um grupo Fuchsiano T'3,_, tal que —

8a—4
uma superficie compacta orientdvel de género g = a.

Demonstragdo: O emparelhamento @3, formado pelas identificagoes das
arestas do poligono hiperboélico regular Pg,_4 dado pela regra 9%?8(1_474} nos da
S8a—4
g
maneira. Paral1 <i<c¢c—-1el <k < % , temos:

c = 2a — 1 ciclos de vértices. Esses sao generalizados da seguinte

se i = ¢ — 4k, entdo Cy;, = {V;, Vim1-3i, Vms2+4)s Var1-3i) |
sei=c—4k+1, entdo Cvy, = {Vi, Voy1-3i, Vaos@ri)s Vie1-3i )3
sei=c—4k+2, entdo Cvy, = {V;, Vom1-3i, Vaosii—2), Vip1-3i };
se i =c—4k+ 3, entdo Cvy, = {V;, Voy1-3i, Va—si-2): Vig1-3i };
e Cy, = {Ve, Ve, Vaor, Vo )

Note que todos os ciclos sao homogéneos com 4 vértices. Como cada vértice
possui angulos internos iguais a m/2, temos que a soma de todos os angulos de
cada ciclo seré igual a 2.

Agora, como estamos usando apenas isometrias hiperbolicas e Pg,_4 possui
finitas arestas, temos que as condi¢oes C] e Ca do Teorema de Poincaré sao sa-
tisfeitas, nos garantindo que ®3, , gera um grupo Fuchsiano 'y, , e Pgy_4 ¢ um
dominio fundamental de I's,,_,. Além disso, como ndo estamos usando isometrias
parabolicas e Pg,—4 ¢ um poligono com area finita (fechado e convexo) sem vérti-

2

ces ideais, entao ¢ uma superficie compacta orientavel. Obtemos o género

3
8a—4

pela expressao (3.1). Dai,

8ax—4 8a—4
— 1=2-2g.
A 5 T g

Logo, 2aa— 1 —4a — 2+ 1 =2 — 2¢g, ou seja, —2a = —2¢g e portanto,

g=q.

2

Assim, o emparelhamento ®3,_, nos da uma superficie compacta orientavel —
8a—4
de género g = a. ]

Agora, mostraremos 3 exemplos de emparelhamentos para o poligono Pg,_4,
com o = 3,5,7.
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Exemplo 4.11. (a = 3). Seja Py um poligono hiperbolico em D? com as arestas
Ti, .o, Too € VETtices Vi, ..., Vao. Entdo o emparelhamento ®3, gera uma superficie
compacta e orientdvel de género 3. De fato, se « = 3 temosn =8 x 3 —4 = 20

arestas e a quantidade de ciclos é c = 20/4 = 5. Pelas expressoes , €
da regra de emparelhamentos 9%?89_47 gy temos as sequintes identificacoes

de arestas. Para 1 <1 <4 ej=1,2eparal <k < %, ou seja, k =1 temos:
Yrs(T18) = Too € Vry (T5) = Trg, por (4.17);
V(1) = Ti5, Yo (T2) = Ti2, Ve (73) = To, Vru(1a) = 76, por (4.18);
sei=c—4k,c —4k+1, com k =1, temos i = 1,2, entao
Vor (T7) = 13, Vs (T8) = T145 Vo (T10) = T165 Ve (T11) = 717, por (4.19).

Em resumo, temos os pares de arestas emparelhadas:

{717 7'15}7 {727 7'12}7 {7'37 7'9}7 {7'4, 76}7 {7'5, 7'19}, {7'7, 7'13}, {7’8, 7'14}, {7-107 7-16}7 {711, 7—17}7
{T18, 720}, (Figura 4.6).

Figura 4.6: Poligono hiperbolico de 20 arestas com emparelhamento ®3,.
Assim, obtemos o emparelhamento

®go = {,}/7—1 Y 77—27 77'37 77'47 77'5 ? 77—77 77'87 77'107 77'11 ) ,YTlg }

formado pelas identificacoes de arestas do poligono Poy, gerado pela regra %?Sa_47 e
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Os ciclos que esse emparelhamento nos dd, sdo:
CV1 = {‘/17 ‘/167 ‘/117 ‘/18}7 CVQ = {‘/27 ‘/157 ‘/87 ‘/13}7 CV3 = {‘/37 ‘/107 ‘/177 ‘/12}7

CV4 = {‘/47‘/97‘/147‘/7} € CV5 = {‘/57‘/67‘/197‘/20}-

Portanto, pelo Teorema o emparelhamento ®3, gera uma superficie com-
pacta orientdvel de género g = 3.

Exemplo 4.12. (a = 5). Seja Psg um poligono hiperbolico em D? com as arestas
Ti, ..., T3¢ € vErtices Vi, ..., Vag. Entdo o emparelhamento ®3; gera uma superficie
compacta orientdvel de género 5. De fato, se « = 5 temosn = 8 x 5 —4 =
36 arestas e a quantidade de ciclos é ¢ = 36/4 = 9. Assim, pelas erpressoes

4.17),(4.18) e (4.19) da regra de emparelhamentos SR>, temos as sequintes
{8a—4,4}

identificacoes de arestas. Para 1 <i<8ej=12ceparal <k <2 ou seja,

1
= 1,2 temos:

Vrsa(T32) = T36 € Vry(T9) = T35, por (4.17);

Vo (T1) = T31, Vro(T2) = Tas, Vg (73) = To5, V() = To2, Vs (75) = 7o,

Yo (T6) = Ti65 Ve (T7) = Ti3, Vre(78) = T10, por (4.18);
sek=1ei1=c—4k,c—4k+ 1, temos i = 5,6, entao
%23(723) = T29, %24(724) = T30, %26(726) = T32, %27(727) = 733,
sek=2ei1=c—4k,c—4k+ 1, temos i = 1,2, entao
Ve (T11) = T17, Vro(T12) = 718, Vra(T1a) = T20, Vri5(T15) = To1, por (4.19).
Logo, obtemos os sequintes pares das arestas emparelhadas.
{Tl, 731}, {72, 728}, {73, 725}, {74, 722}, {75, 719}, {7_67 716}, {777 713}, {7_87 Tlo}, {79, 735},

{711, T17}, {712, 718}, {714, 720}, {715, 721}7 {723, 729}, {724, T30}, {7267 732}, {7277 733},
{7'3477—36}-

Veja a Figura 4.7 .

O emparelhamento

3 _
®36 - {77'1 ? 7727 77'3 ? 77'47 /77—57 77—67 77'77 ’7787 ry7'97 77—11 ’ ’77'127 ry7'147 77—157 77237 77—247 ’77'267 ry7'277 77'34 }

formado pelas identificagoes de arestas do poligono Psg, foi obtido pela regra
%?Sa_4 e Os ciclos de vértices que esse emparelhamento nos dd, sao:

CVl = {‘/17‘/;327‘/277‘/;34}aCV2 = {‘/27%15%47‘/29}7CV3 = {%7‘/267‘/;337‘/28}7

C(V4 = {‘/217‘/257‘/307‘/23}aCV5 = {%7‘/20"/157‘/22}70‘/6 = {‘/67‘/197‘/127‘/17}7
CV7 == {‘/77‘/147‘/217‘/16}7CV8 = {‘/87‘/137‘/187‘/11}701/9 = {‘/97‘/107‘/:9)57‘/236}'
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I

Figura 4.7: Poligono hiperbolico de 36 arestas com emparelhamento ®3.

Assim, pelo Teorema 4.10, o emparelhamento ®3; gera uma superficie com-
pacta orientdvel de género g = 5.

Exemplo 4.13. (a = 7). Seja Psy um poligono hiperbélico em D? com as arestas
Tiy .y T € VErtices Vi, ..., Vso. Entao, o emparelhamento ®so gera uma superficie
compacta orientdavel de género 7. De fato, se « = 7 temos, n = 8 X 7 —4 = 52
arestas e a quantidade de ciclos é ¢ = 52/4 = 13. Assim, usando as expressoes
(4.17),(4.18) e (4.19) da regra de emparelhamentos Ryg,, , 4 temos as sequintes
identificacoes de arestas. Para 1 <1 <12 ej=1,2eparal <k < %, o
seja, k=1,2,3 temos:

Yrso(T50) = Ts2 € Yrs(T13) = 751, por (4.17);

Vo (T1) = Tar, Voo (T2) = Taay Vs (73) = a1, Vru(Ta) = Ta8, Vs (75) = Tas,
Vre(T6) = Ta2, Ve (T7) = 29 V1 (T8) = a6, Yo (To) = T23, Vrio(T10) = 720,

Vri1 (T11) = T17, Vrpp(T12) = T1a, por (4.18);

sek=1ei=c—4k,c—4k + 1, temos i = 9,10, entao

V130 (7—39) = T45, Vo (7_20) = T46, Vra2 (7—42) = T48; Vrus (7_43) = T49,

sek=2ei=c—4k,c—4k + 1, temos i = 5,6, entao

Vrar (7_27) = T33; "Vros (7—28) = T34; Y30 (7—30) = 736, V1 (7—31) = T37.
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sek=3e1=c—4k,c— 4k + 1, temos i = 1,2, entao
Yrs(T15) = To1, Yri6(T16) = T2, Vris(T18) = T4, Vrip(T19) = Tos por (4.19).
Logo, temos os sequintes pares de arestas emparelhadas:
{70, 7ury A2, Taa} A3, T}, {74, 738}, {755 T35 15 {76, 7325 {77, 7o} {78, 26}, {70, T3},

{710, 7'20}7 {7'11, 717}, {7'127 7'14}, {7'137 7'51}7 {7'15, 7'21}, {716, 7'22}7 {7—187 724}, {7'197 7'25},

{7277 7'33}7 {7—287 734}, {7'307 7'36}7 {7'317 7'37}7 {7'39, 7'45}, {740, 7'46}7 {7'42, 748}, {7'437 7'49}7

{7'5077'52}'

Veja a Figura 4.8 .

VT Y T T Mot %t Yo
13 v 3 :
13 ; "V
T /
>

Figura 4.8: Poligono hiperbolico de 52 arestas com emparelhamento ®3,.

O emparelhamento

3
@52 - {7’7’1 ) 7727 /}/7'37 7’7’47 77'5’ ’YTG? 7’7’77 ’y’Tg? 77'97 77'10’ 77'11 b 77'12’ ’YT137 ’y’T15 9 77'167 7’7’187 /yTlg’ ’YT277 77'287 77'3()7

Vrars Vrsos Vraos Vrazs Yrass Vrso 15 formado pelas identificagoes de arestas do poligono

52, foi obtido pela regra 4 - Os ciclos que esse emparelhamento nos dd,
Pso, foi obtido pel 9‘{?&1 4, 4} Os cicl lh t dd
8G0:

C'Vl = {‘/17‘/;187‘/437‘/50}70‘/2 = {‘/27‘/4177‘/4107‘/415}7CV3 = {‘/37‘/427‘/;197‘/44}7

C'V4 = {‘/;17‘/;117‘/467‘/39}70‘/5 = {%7‘/?)57‘/287%3}7CV6 = {‘/67‘/367‘/317‘/38}7
C'V7 - {‘/77 ‘/307 ‘/37)‘/32}7 CVg - {‘/87‘/317 ‘/2367 ‘/29}7 OVQ - {%7‘/247 ‘/197 ‘/26}7
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CYV10 == {‘/107‘/237‘/167%1}7CV11 == {‘/117‘/187‘/257%0}7CV12 = {‘/127‘/177‘/227‘/15}'
€ CV13 - {‘/137‘/147‘/517‘/:52}‘

Assim, pelo Teorema 4.10, o emparelhamento ®3, gera uma superficie com-
pacta orientdvel de género g =17.

Resumimos os resultados na tabela abaixo:

Arestas | Emparelhamentos | Género
20 o3, 3
36 D334 5
52 D3, 7

4.3 Novo Emparelhamento Generalizado {8g—4,4}

Nessa secao, construimos uma nova regra que emparelha as arestas do poligono
hiperbolico Pg,_4. A existéncia e convexidade desse poligono é mostrado na obser-
vacao 4.5. Observando os emparelhamentos feitos para os poligonos hiperboélicos
Pso—a € Psy_y associados as tesselagbes hiperbolicas {8a — 4,4} e {8g — 4,4},
construidos nas secoes anteriores desse capitulo, através de alguns ajustes nas
identificacoes das arestas, conseguimos um novo emparelhamento de arestas para
o poligono hiperbolico Ps,_4 associado a tesselagdo {8¢ — 4,4} que veremos a
seguir:

Seja n = 8g — 4, com g > 2 natural, o nimero de arestas de Pg,_y € ¢ =
(8¢ —4)/4 = 2g — 1 (ntimeros de ciclos, com 4 vértices, a ser obtido). Entao, para
1<i1<c—1ej=1,2 definimos as identificacoes das arestas como:

Vrn—2 (Tn—Q) =Tn € Y7 (Tc) = Tpn—1; (420)
Vi (Ti) = T(n—2)-3i; (4.21)
. _c—1 .
sel <1< , entao
Vre—2)13i1; (7(0*2)+3i+j) = T(n+1)—3i—%‘ (4-22)

4
Denotaremos essa regra por 9%{89_474}.

Logo a regra 9%%8 g—d, 4y 1OS d4 um emparelhamento do poligono hiperboélico
Psg—4, que denotaremos por <I>§g_4. Assim, enunciamos o seguinte resultado.

Teorema 4.14. Seja Psy_4 um poligono hiperbolico reqular com dngulos internos
iguais a w/2 e ®§9_4 o emparelhamento de arestas do poligono Pg,_4 obtido pela
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2

N

regra ?ﬁf{l&q_4 ne Entao, Cbgg_4 gera um grupo Fuchsiano Fgg_4 tal que —;
8g—4

uma superficie compacta orientdvel de género g.

Demonstracao: A demonstracao é andloga a do Teorema 4.6, pois se trata do
mesmo poligono.

Ao observamos o emparelhamento ®%, , vemos que os ciclos de vértices sao
generalizados da seguinte forma. Para 1 < i < C — 1, temos:

se 1 for impar, entdo Cy, = {V;, V,,_1 3, Vs, Vit1-3i},
se 1 for par, entdao Cy, = {V;, Viy1-3i, Vogsi, anlf?)i)}a

€ Cvc = {Vm Vett, Vn—lvvn}-

Todos os ciclos sao homogéneos com 4 vértices cada. E como cada vértice possui
angulos internos iguais /2, a soma dos angulos internos de cada vértice em

cada ciclo é igual a 27. Assim, o emparelhamento g, , nos di uma superficie
2

compacta orientével ——— de género g. ]

8g—4

Vejamos alguns exemplos desse emparelhamento. Para g = 3,4, 5.

Exemplo 4.15. (g = 3). Considere o poligono hiperbdlico Py em D? com as
arestas Ty, ..., o € vértices Vi, ...,Vag. Entdo o emparelhamento ®3, gera uma
superficie compacta orientdvel de género 3. De fato, se g = 3 temos n = 20

arestas e a quantidade de ciclos é ¢ = 5. Usando as expressies , e

4.29) da regra de emparelhamentos Ri, temos as sequintes identificagoes
{8g—4, 4}
de arestas. Para 1l <1 <4 ej=1,2 temos:

Vs (T18) = Too € Vs (T5) = Tig, por (4.20);

Vi (71) = T15, %2(7'2) = T12, %3(7'3) = To, %4(7'4) = Te, por (4-21)3
sel <1< 52;1, temos i =1, 2, entao
%7(7'7) = 7'16,%8(78) = 7'177%10(7'10) = 7'13;%11(7'11) = Ti4, pPOT (422)-

Logo, obtemos os sequintes pares de arestas emparelhadas,
{7177'15}, {7_277—12}7 {7'377'9}, {7_477_6}7 {7'5,7'19}7 {7'7,7'16}, {7'8,7'17}7 {7'10,713}, {7'11,7'14},

{718, 20}, (Figura 4.9).

Assim, formamos o emparelhamento

q)%o = {77’1’7’7’2’ 7’7‘37 7’7‘47 77’5777’77 77’3’ 7’7‘107 ,}/7'11777—18}'
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Figura 4.9: Poligono hiperbolico de 20 arestas com emparelhamento ®3,.

obtido pelas identificacoes de arestas do poligono Pog, pela regra 9%%89_474}.

Os ciclos que esse emparelhamento nos dd, sao:
CV1 = {‘/17 ‘/167 ‘/87 ‘/18}a CVQ = {‘/27 ‘/15a ‘/117 ‘/13}7 CVg = {%7 ‘/107 ‘/147 ‘/12}7
CV4 = {V;b %7 ‘/177 VV?} € CV;, - {‘/57 ‘/67 ‘/197 VQO}
Portanto, pelo Teorema o emparelhamento ®3, gera uma superficie com-
pacta orientdvel de género g = 3.

Exemplo 4.16. (g = 4). Considere o poligono hiperbélico Pog em D? com as
arestas Ty, ..., Tog € vértices Vi, ..., Vog. Entdo, o emparelhamento ®3; que empare-
lha as arestas de Paog, gera uma superficie compacta orientdvel de género 4. De
fato, como g = 4 temos n = 28 arestas e a quantidade de ciclos é ¢ = 7. Pelas

expressoes (4.20), (4.21) e (4.22) da regra de emparelhamentos 9%%89_47 4y temos
as sequintes identificacoes de arestas. Para 1 <1 <6 e j=1,2 temos:

Vra6 (7—26> = T28 € Vr; (7-7) = To7 por (420),

I (7—1) = 723, Tr <7_2) = T20; Vs (T3> = T17, 77'4(7—4) = T14, Vg (7-5) = T11,
Vrs (T6) = Ts por (4.21);

sel <1< %, temos 1 =1,2,3, entao

Tro <T9) = 7245, Tmio (7—10) = T25; Tri (7—12) = T21, Vi3 (7—13) = T22; Vr15 (Tl5> = T18;
77'16(7_16) = T19. por (422)
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Ou seja, obtemos as sequintes pares de arestas emparelhadas.

{7177'23}, {7277'20}, {7'377'17}, {7'477'14}, {7'577'11}; {7—677_8}7 {7'7,727}, {7'9,724}, {7'1077'25},
{712,7'20}7{7'13,721}7 {7_1577_18}a{7-1677_19}7{7_26a7-28}- (Fz'gum 4-10)'

Figura 4.10: Poligono hiperbolico de 28 arestas com emparelhamento ®j.

O emparelhamento

4
(1)28 - {fYTl ) ’}/Tzu V35 7747 77'57 fYTm 77'77 V195 V109 7712 ) 77'137 77'15 ) 77'167 Va6 }

formado pelas identificacoes de arestas do poligono Pag, obtidas pela regra 9‘{‘{189_474},
nos da os sequintes ciclos de vértices:

Ovl - {‘/17‘/247‘/107‘/26}70‘/2 - {‘/27‘/237‘/137‘/21}70‘/3 - {‘/:37‘/187‘/167‘/20}7

OV4 - {‘/;17 ‘/177 ‘/197 ‘/15}7 OV5 = {‘/57 ‘/127 ‘/22"/14}’ CV5 - {‘/67 ‘/117 ‘/257 ‘/19}
e Cy, = {Vz, Vg, Var, Vag}.

Assim, pelo Teorema 4.1/, o emparelhamento 6528 gera uma superficie com-
pacta orientdvel de género g = 4.

Exemplo 4.17. (g = 5). Seja Psg um poligono hiperbdlico em D? com as arestas
Ti, ..., T3g € vértices Vi, ..., Vss. Entdo, o emparelhamento ®3s que emparelha as
arestas de Psg, gera uma superficie compacta orientdvel de género 5. De fato,
como g = 5 temos, n = 36 arestas e a quantidade de ciclos é c = 9. Usando as
expressoes (4.20), (4.21) e (4.22) da regra de emparelhamentos 9%?89_474} temos
as sequintes identificacoes de arestas. Para 1 <1 <8 e j=1,2 temos:

Vraa (7-34> = T36 € Trg (7-9) = T35, por 4.20;
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Tm (Tl) = 731, Tr <T2) = 728, V3 (T3> = T25, 77'4(7—4) = T22;, Vrs (7-5) = T19;
Vo6 (T6) = T16, Ve (T7) = T3, Vs (78) = T10 pOT (4.21);
sel <7< %, temos 1 =1,2,3,4, entao
Ve (T11) = T32, Yria(T12) = T33, Ym0 (T14) = T29, V115 (T15) = T30, Vi (T17) = T26,

Vs <T18) = T27; VYm0 (7—20) = T23;, V7o (7—21) = To4 por (422}

Logo, obtemos as sequintes identificagoes das arestas emparelhadas.
{71, 731}, {72, Tos }, {73, Tos b, {745 T2}, {75, T }s {76, 76} {77, T3}, {78, 0 s {70, T35},

{711, 7'32}, {7'12, 7'33}, {7'147 7'29}, {715, 7'30}, {7'17, 726}, {718, 7'27}, {7'20, 7'23}, {7'217 7'24},

{734,736} (Figura 4.11).

Figura 4.11: Poligono hiperbolico de 36 arestas com emparelhamento ®%.

O emparelhamento

4 _
(1)36 - {77'1 ? 77'27 77'37 77'47 IYTS’ 77'67 7’7'77 7’7—87 7’7'97 77'11’ 7’7'127 7’7'147 77'15’ 77'177 77'18’ 7’7'207 7’7'21 ) ,}/7'34}‘

formado pelas identificacoes de arestas do poligono Psg, obtidas pela regra 9{‘{189_47 ne
nos dd os sequintes ciclos de vértices:

Cvl - {‘/17%27‘/127‘/34}7 CV2 - {‘/27‘/317‘/157‘/29}; CV3 = {‘/37‘/267‘/18a‘/28}7
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CV4 = {‘/47‘/257‘/217‘/23}7 CV5 = {V57‘/207‘/247‘/22}7 CVG = {‘/67‘/197‘/277‘/17}7
CV7 - {‘/77‘/147‘/307‘/16}7 CVg - {‘/87‘/137%37‘/11} € CVQ - {%7‘/107‘/357‘/36}'

Assim, pelo Teorema 4.14, o emparelhamento ®3; gera uma superficie com-
pacta orientdvel de género g = 5.

Resumimos os resultados na tabela abaixo:

Arestas | Emparelhamentos | Género
20 2, 3
28 Pl 4
36 P, 5

4.4 Outros Casos de Emparelhamentos Generali-
zados {8g — 4,4}

Nesta secao os emparelhamentos de arestas, que construiremos, estao associ-
ados as tesselagoes {8« — 4,4}, com « > 3 impar, {8\ — 4,4}, com A > 4 par e
{8¢g — 4,4}, com g > 2 natural, todos feitos para o poligono hiperbolico Ps,_4,
pois «, B sao casos particulares de g. Generalizamos as identificagoes de arestas
e os ciclos de vértices gerados pelos emparelhamentos. Apresentaremos exemplos
desses emparelhamentos.

Observacao 4.18. Os emparelhamentos construidos nessa secao, também sa-
tisfazem as condi¢oes do teorema de Poincaré, gerando grupos Fuchsianos I' e
superficies compactas orientdveis, como foi visto nas se¢oes anteriores, mas o
nosso interesse nessa secao € apenas apresentar estes emparelhamentos que cons-
truimos.

4.4.1 Emparelhamentos Generalizados {8« — 4,4}

Apresentaremos dois emparelhamentos construidos associados & tesselacao
{8a — 4,4} e os denotaremos por ®3,_, e S, _,. Generalizamos as identifica-
coes das arestas e dos ciclos de vértices em cada emparelhamento. Comecamos
por:

Emparelhamento Generalizado @3, ,

Seja Pgo_4, cOm a > 3 impar, com angulos internos todos medindo 7/2. Na
Secao 4.2, justificamos a existéncia e convexidade desse poligono. Observando
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o emparelhamento feito na Secao 3.5, do capitulo anterior, construimos um em-
parelhamento para as arestas do poligono hiperboélico Pg,_4, que foi gerado pela
seguinte regra, que denotaremos por 9{?8047 4, 4}

Seja n = 8a — 4, com « > 3 impar, o nimero de arestas e (¢ = 8a —4)/4 =
2a — 1 o numero de ciclos com 4 vértices cada a serem obtidos. Entao, para

1 <1 < n, definimos as identificacoes das arestas como:

Para 1 <1 < 2¢ impar, temos

Vi (Tz> = Tn—i; (423)
—1
Paral <i<e¢ sei=2(c—2k—1),2(c—2k—2),onde 1 <k < ¢ impar
temos
Vs (7—1> = Titd € Vroepi(Tocti)=Toctita) (4'24)
e
Vrae(T2c) = T (4.25)

A regra %?Sa—4,4} nos fornece um emparelhamento de arestas para o poligono
Pso_4, denotada por &3, ,.
Vejamos dois exemplos para a« = 3 e a = 5.

Exemplo 4.19. (a = 3). Considere o poligono hiperbolico Py em D? com as
arestas T, ..., Tog € vértices Vi, ...,Voo. Sendo o = 3, temos n = 20 arestas e a

quantidade de ciclos é c = 5. Usando a regra de emparelhamentos %5804—4,4 , te-
mos as sequintes identificacoes de arestas, obtidas pelas erpressoes , (M

e [4.25).

Para 1 <1 < 10 impar, ou seja, 1 = 1,3,5,7,9,

Ve (T1) = T19, Vo3 (T3) = T17, Vo (T5) = T15, YV (T7) = T135 Vo (T0) = T11 por (4.23);
Para 1l <i1<5el<k<2impar, ou seja, k =1, temos 1 = 2,4, dat

Vo (7_2) = T6; 774(7_4) = T8, V2 (7_12) = T16; 77'14(7_14) = Tig por (424)7

e ’}/710(7'10) = Too pOT (425)

Logo, temos os sequintes pares de arestas emparelhadas:

{7177'19}, {7'277—6}7 {7'37717}, {7_477'8}7 {7'577'15}, {7'7,7'13}, {7'9,7'11}7 {7'107720}, {7_1277_16}7
{14, 118}, (Figura 4.12).
Assim, formamos o emparelhamento

q)g() = {77’1’ 7’7’2’ 7’7‘37 7’7‘47 77’5777’77 77’9’ 7’7‘107 7‘1’127 77’14}'
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Figura 4.12: Poligono hiperbolico de 20 arestas com emparelhamento ®3.

Os ciclos que esse emparelhamento nos dd, sao:
CVl = {‘/17 ‘/10) ‘/117 ‘/20}7 CVQ - {‘/27 ‘/77 ‘/147 ‘/19}a OVg = {‘/37 Vé? ‘/ISu VY18}7
OV4 = {‘/217 ‘/97 ‘/12a ‘/17} € CV5 - {‘/:57 ‘/87 ‘/137 ‘/16}

Exemplo 4.20. (a = 5). Seja Psg um poligono hiperbélico em D? com as arestas
Ti, ..., T3g € vértices V7, ..., Vsg. Sendo a = 5 entao n = 36 arestas e a quantidade
de ciclos é ¢ = 9. Usando a regra de emparelhamentos 9%?80[7474}, temos as se-
guintes identifica¢oes de arestas, obtidas pelas expressoes (4.23), (4.24) e (4.25).
Para 1 <1 < 18 impar, ou seja, 1 = 1,3,5,7,9,11,13,15,17, temos

Vri(T1) = T35, Vs (T3) = T33, Vs (T5) = Ta1, Vor (T7) = T29, Vo (To) = Tor,
Yoy (T11) = Tos, Yr3(T13) = Tos, Vrs(T15) = To1, Ve, (T17) = T1g DOT (4.23);

Paral <i<9el <k <4impar, ouseja, k =1,3. Entao, temosi = 2,4,10,12,
dai

Ve (T2) = T6, Vri (Ta) = T8, Yrio(T10) = Tid, Vrio (T12) = T165 Yrap (T20) = T2,
Vras (T22) = T26, Vros (T28) = T3, Vro(T30) = T34 por (4.24).

€ Vrs(T18) = T36 por (4.25)

Logo, temos as sequintes identificacoes das arestas emparelhadas.

{71,7'35}, {7—277—6}7 {7'37733}7 {7'477'8}7 {7'577'31}7 {7'7,7'29}7 {7'9,7'27}, {T10,T14}, {7'11,7'25},
{712,7'16}- {7'137723},{7'1577'21}, {7'17,7'19}, {7'18,7'36}, {720,7'24}, {7—2277_26}7 {7_2877—32}7
{730, T34} (Fligura 4.13) .
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Figura 4.13: Poligono hiperbolico de 36 arestas com emparelhamento ®3.

Logo, formamos o emparelhamento

L
¢)36 - {’77—1 Y ’77_27 77_37 77—47 ,}/7—5’ ’YT’?? 7’7—9? 77_107 ,yTll Y 7’7—127 7’7—13’ ,}/7—15? 77_177 ,}/7—187 7’7—207 7’7—22’ ,}/7—28 7’7—30}'

Os ciclos que esse emparelhamento nos dd, sao:
CV1 - {‘/17 ‘/187 ‘/197 ‘/36}7 CVQ - {‘/27 ‘/77 ‘/3307 ‘/35}7 CVg - {‘/337 %7 ‘/3317 ‘/34}7

OV4 - {‘/;17‘/97‘/287‘/33}7 OV5 - {‘/})7%7‘/297‘/32}7 CV10 - {‘/107‘/157‘/227‘/27}7
CVH - {‘/117‘/147‘/237‘/26}a OV12 - {‘/127‘/177‘/207‘/25} € OV13 - {‘/13;‘/167‘/217‘/24}'

Generalizacao dos ciclos.

Por recorréncia e observando os emparelhamentos, temos a generalizacao dos
ciclos de vértices do emparelhamento ®3, ,, que sao dados por:

C’V1 = {‘/17‘/20‘/20—&-17‘/71} (426)

Para 1 < i < ¢ par, temos que se i = 2(c — 2k — 1), 2(c — 2k — 2), onde
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1<k<?S

é impar temos

Cv, = {V;, Vigs, Vica—is Vi b e Cvy = {Vig, Viga, Vs, Vi } (4.27)

Emparelhamento Generalizado ®¢, ,

Para este mesmo poligono Ps,_4, construimos uma nova regra que emparelha

as arestas do poligono Pg,_4 € a denotaremos por RS, _,.

8av—4
=2a—1
o ntimero de ciclos (com 4 vértices cada, a ser obtido). Entao, para 1 < i < n,
definimos as identificacoes das arestas como:
para 1 <17 < 2¢ impar, temos

Seja n = 8a — 4, com « > 3 impar, o numero de arestas e ¢ =

Vo (Ti) = Tnis (4.28)
se 2 <1 < c— 2, par temos
Vs (Tz) = Teti—1 € P)/T(Qc+i) (T(2c+i)) = T(3c+i—1); (429)
e
%’2(&1) (7_2(071)) = Tr,_a 77(2(c+1) (TQ(CJrl)) =Ty,
’YT(C—l) (T(c—l)> = TC+1777’26(7—20) =T, (430)
77(3(:—1)<T(3C—1)> = T(3c+1)-

A regra RS, , nos fornece um emparelhamento de arestas para o poligono
Psa—4, denotada por 5, .

Vejamos dois exemplos para quando a« =3 e a = 5.

Exemplo 4.21. (o = 3). Considere o poligono hiperbolico Py em D? com as
arestas T, ..., Tog € vértices Vi, ..., Vog. Sendo a = 3, entao n = 20 € o nimero
de arestas e a quantidade de ciclos é ¢ = 5. Usando a regra de emparelhamen-
tos RS, , temos as sequintes identificagoes de arestas, obtidas pelas expressoes

4-28), (4-29) e (4-30):

para 1 <1 < 10 impar, ou seja, i = 1,3,5,7,9,

%1(71) = Ti9, %3(7'3) = T17, %5(7'5) = Ti5, %7(77) = T13, %9(7'9) = T11 por (4~23);'

para 2 <1 < 3 par, nao hd identificacoes em 4.29;

%8(7'8) = T18, %12(7'12) = T2, %4(7'4) = Té, %10(7'10) =Ty € %14(7'14) = Ti6

por (4.30).



83 4.4. Outros Casos de Emparelhamentos Generalizados {8g — 4,4}

Logo, temos as sequintes identificacoes das arestas emparelhadas.
{7177'19}, {7277'12}, {7'377'17}, {7—477_6}7 {7'5,715}, {7'7,7'13}, {7_877_18}7 {7'9,711}, {7'10,7'20},
{714, 116} (Figura 4.14).

Figura 4.14: Poligono hiperbolico de 20 arestas com emparelhamento ®5,.
Assim, formamos o emparelhamento

(I)go = {%m y Vras Vras Vrss Vo Vrsr Vros Vo Vrizs Vria }a

gerado pela regra RS, ,.

Os ciclos que esse emparelhamento nos dd, sdo:
CV1 - {‘/17 Vlea ‘/117 ‘/20}7 CVQ = {‘/27 ‘/137 ‘/87 ‘/19}7 CVg = {‘/37 ‘/127 ‘/97 ‘/18}7

CV4 = {‘/47‘/77‘/147 ‘/17}7 € CV5 = {‘/57‘/67‘/157‘/16}-

Exemplo 4.22. (a = 5) Seja Psg um poligono hiperbélico em D? com as arestas
Ti, ...y T3g € VErtices Vi, ..., Vag. Sendo a =5, entao n = 36 € o numero de arestas
e a quantidade de ciclos é c = 9. Pela regra de emparelhamentos RS, _, temos as
sequintes identificagoes de arestas, obtidas pelas expressoes (4.28), (4.29) e (4.30):

para 1 <1 < 18 impar, ou seja, + =1,3,5,7,9,11,13,15,17, temos

Ve (T1) = T35, Yoy (T3) = T33, Vs (T5) = T31, Ve (T7) = T20, Vo (T9) = Tor,
Vria (T11) = Tos, Vri3(T13) = Tas, Vs (T15) = o1, Vrpr (T17) = Trg por (4.28);

para 2 <1 <7 par, ou seja, 1 = 4,6 temos
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%4(74) = T12;, V¢ (7'6) = T14; V7o (7'22) = T30, %24(7'24) = T32 por (4-29);

%16(7'16) = T34, %20(720) = Ta, %18(718) = 736, ’YTS(TS) = Ti10, %26(726) = T28

por (4.30).

Ou seja, temos os pares de arestas emparelhadas

{7177'35}, {7277'20}, {7377'33}, {7'477'12}, {7'577'31}, {7—677_14} {7'7,7'29}, {7_877_10}7 {7'9,7'27}7
{711,7'25}7 {7'13,723},{7'1577'21},{7'16,7'34},{7'17,7'19}, {7'18,7'36}, {7'22,7'30},{7'2477'32},
{796, Tos}. (Figura 4.15 ).

Figura 4.15: Poligono hiperbolico de 36 arestas com emparelhamento @Y.
Logo, obtemos o emparelhamento

6 __
(1)36 - {%'1 y Vs Vrar Yrss V6o Yoo s Vrss Vs Vs Vrigs Vriss Vries Ve Yriss Vre00 Voo Yroas Vroe }7

gerado pela regra RS, _, que nos fornece os sequintes ciclos:
CV1 = {‘/1) ‘/187 ‘/197 ‘/})6}7 CVQ = {‘/27 ‘/215 ‘/167 ‘/35}7 CVg = {‘/37 ‘/207 ‘/177 %4}7

CV;L = {‘/47‘/137‘/247‘/33}7 CV5 = {‘/:’)7‘/127‘/257‘/32}7 CVG = {%7‘/157‘/227‘/231}7
CV7 - {%7%47‘/237‘/30}7 CVg - {‘/87‘/117‘/267‘/29}7 € CVQ - {%7‘/107‘/277‘/28}'

Generalizag¢ao dos ciclos.
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Por recorréncia e observando os emparelhamentos, temos a generalizacao dos
ciclos de vértices do emparelhamento ®S, _,, que sao dados por:

Sejan=8a—4,c=n/d el <i<c—1, entio

CVI - {‘/17‘/267‘/2C+1avn}70V2 = {%a‘/Qc+37‘/Qc—27Vn—l}7
Cv, = {V5,Vaera, Vaco1, Vo }, O,y = { Vo1, Vg, Vaeo1, Vaera} e (4.31)
CV - {%a‘/c—kla%ca%c—&-l};

sed <1 <c—1 €par, entao
Cvi = {Vi, Vewis Vaer1—i, Vi s (4.32)
se 3 <1 <c—1 € impar, entao

C\(VZ = {‘/;7 ‘/c—Z-‘riv ‘/36-&-3—1;7 Vn+3—i}' (433)

4.4.2 Emparelhamento Generalizado {8\ — 4,4}

Apresentaremos um emparelhamento associado a tesselacao {8A—4, 4} que sao
tesselacoes de {8g — 4,4}, s6 que aqui, estamos interessados quando g = A > 4
é par, pois o emparelhamento é construido para um poligono hiperbdlico com
8\ — 4 arestas. Esse emparelhamento sera denotado por ®f, ,, generalizamos as
identificacoes das arestas e dos ciclos de vértices.

Seja Pgxr_4, com A > 4 par, com angulos internos todos medindo 7/2. A
partir dos emparelhamentos feitos na subsecao anterior e o realizado na Secao
3.5, construimos um emparelhamento para as arestas do poligono hiperbolico
Psa_s , gerado pela regra que denotaremos por %18%4, ne

Seja n = 8\ — 4, com X > 3, o niimero de arestas e ¢ = (8XA —4)/4 =2\ — 1
(nimero de ciclos, com 4 vértices cada, a ser obtido). Entao, para 1 < i < n,
definimos as identificacoes das arestas como:

se 1 <1 < 2c¢ impar, temos

Vo (7)) = Tais (4.34)
se 1 <1 < c—1 par, entao
Vi (Ti) = Teviv1 € Vroeyi(Tocti) = Taer14is (4.35)
e
Vree1 (Tem1) = Terty Vroe(T2e) = T € Vrgey (T3e-1) = T3et1- (4.36)

A regra 9%}8/\_ 4,43 11OS fornece um emparelhamento de arestas para o poligono
Psa_4, denotada por ®F, .
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Exemplos para A =4 e A = 6.

Exemplo 4.23. (A = 4). Considere o poligono hiperbdlico Pog em D? com as
arestas Ti,...,Tog € vértices Vi,...,Vog. Sendo A = 4, temosn = 28 e ¢ = T.
Usando a regra de emparelhamentos 9%&\—4, 4y temos as seguintes wdentificacoes

de arestas, obtidas pelas expressoes (4.34)), (4.39) e (4.30):

se 1 < < 14 impar, ou seja, © =1,3,5,7,9,11,13, temos

Vri (T1) = Tor, Yoy (73) = Tas, Vrs (T5) = Tas, Vo (T7) = T21, Voo (T0) = Ti9,
Vi1 (Tll) = 717, 77'13(7—13) = T15 poT (434)7

se 1 <1 <6 par, ou seja, 1 = 2,4 entao

%2(72) = T10, %4(7'4) = T12, %16(7'16) = Ta4, ’)’718(7'18) = Ta6, POT (4-35);

Y6 (T6> = T8, 77'14(7-14> = T28, Vo (T20) = To2 por (436}

Assim, temos os sequintes pares de arestas emparelhadas

{717727}, {727710}, {737725}, {747712}, {757723}, {7677—8} {777721}, {797719}, {7117717}7
{71377'15}7 {7'14, 7-28}7 {7-1677-24}7 {7-187 7-26}: {7'20, 7'22}- (Figum 4-15)-

Figura 4.16: Poligono hiperbolico de 28 arestas com emparelhamento ®Z.
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Logo formamos o emparelhamento

Bl = {Vr1, Yra> Yra> Vra» Yrs» Yra» Yrr» Yo Yrixs VYrass Yrras Yrigs Vriss Vrao }-

formado pela regra 9@&»—4, e

Os ciclos de vértices desse emparelhamento sao:

CV1 = {‘/17‘/147‘/157‘/28}7 CV2 - {‘/27‘/117‘/187‘/27}a CV;; = {%7%07%9;‘/26}7
CV4 = {‘/2171/13"/167‘/25}7 C(V5 = {‘/57‘/127‘/177‘/24}7 CVG = {‘/67‘/97‘/207‘/23}7
€ C’V7 = {‘/77‘/87‘/217‘/22}'

Exemplo 4.24. (A = 6). Considere o poligono hiperbdlico Py em D? com as
arestas Ty, ..., Tas € vértices Vi,...,Vis. Sendo A = 6, temos n = 44 e ¢ = 11.
Usando a regra de emparelhamentos %EBA—‘L 4y temos as sequintes identificagoes
de arestas, obtidas pelas expressoes (4.34), (4.35) € (4.36):

se 1 <4 <22 fmpar, ou seja, + =1,3,5,7,9,11,13,15,17,19, 21, temos

Vri (T1) = Taz, Yoy (73) = Tar, Vs (T5) = Ta9, Vo (T7) = Ta7, Vo (T0) = T3,
Vi (Tll) = 733, 77'13(7—13) = T31, Vris (7—15> = T29; VY7 (7—17) = T27; Vrig (Tl9) = Ta5,
Vro1(T21) = Tog por (4.84);

se 1 <1 <10 par, ou seja, 1 = 2,4,6,8 entao

%2(7'2) = Ti4, %4(7'4) = Ti6, %6(7'6) = T18, %8(7'8 = T20, %24(7'24) = T36,
%26(7'26) = T38, %28(7'28) = T40, %30(7'30) = T42 por (4-35);

Yr10(T10) = T125 Vras (T22) = Taas Vrao(T32) = T34 por (4.36).

Logo, obtemos as sequintes arestas emparelhadas:

{717743}, {727714}, {7377'41}, {74,7'16}, {75,7'39}, {76,7'18} {7'7,7'37}, {7'8,7'20}, {7'9,7'35},
{7107712}, {711,733}, {7137731},{715,729}7{7177727},{7197725}, {721,723}, {7227744},
{7'2477-36}7 {7—2677'38}7 {7—2877—40}7 {730,7'42}, {7'3277'34}7 (Figum 4-17)-

Geramos o emparelhamento

¢Z4 = {’y’rl ) 7’7—27 77_37 ,YT47 ’YT57 ,7/7—67 7’7—77 ’7’7—87 ’YT97 77—107 ’77—11 7 77137 77’157 7’7—177 77—197 ’77—21 7 77227 77’247
Vra6s Vrass V305 '7732}
obtido pela regra 9%28/\74’4}.

Os ciclos de vértices desse emparelhamento sao:

Cv, = {V1, Vag, Vas, Viu}, Oy, = {Va, Vis, Vao, Vis}, Cvy = {Va, Via, Vaz, Vi,

Cv, = {Vi, Vir, Vag, Vi }, Cvy = {V5, Vi, Va1, Vio}, Cvy = { Vs, Vi, Vas, Vao

Cvi = {V7, Vis, Var, Vas}, Ovg = {V5, Var, Vau, Var}, Cvy = {Vo, Vao, Vas, Vi,
Cviy = {V10, Vi3, Va2, Vas } e Cvy, = {Vir, Via, Vaz, Vag}
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Figura 4.17: Poligono hiperbolico de 44 arestas com emparelhamento ®7,.

Generalizacao dos ciclos
Por recorréncia e observando os emparelhamentos ®F, ,, generalizamos os ci-
clos desses emparelhamentos, que sao dados por:
se 1 <1 <c—1, ¢ par, entao
Cv, = {Vi, Veyira, Vise—1)—i» Ving1)—i }; (4.37)
Se 1 <1< c—1, ¢ impar, entao

Cv, = {Vi, Ve, Vaey1—i» Vp1—i }; (4.38)

OV1 - {‘/1) ‘/207 ‘/264-17 Vn}7 OVC,l - {‘/c—h ‘/c+27 ‘/Eﬂc—l) ‘/E‘}C+2}7 (439)
CVc = {‘/07 chJrla ‘/307 VZ’>0+1}-

4.4.3 Emparelhamentos Generalizados {8g — 4,4}

Nesta subsecao, construimos emparelhamentos de arestas associado a tessela-
cao {8g — 4,4}, com g > 2, para o poligono hiperbolico Ps,_4. Apresentaremos
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dois emparelhamentos e os denotamos por @gg% e <I>2974. Generalizamos as iden-
tificagoes das arestas e dos ciclos de vértices em cada emparelhamento.

Com os emparelhamento construidos nas subsecoes anteriores e com base no
emparelhamento da Secao 3.5, construimos duas novas regras de emparelhamento
para as arestas do poligono hiperbdlico Ps,_4. O primeiro foi gerado pela regra

8 .
que denotaremos por %{Sg_474} e o segundo foi gerado pela regra que denotaremos

por 9%?897474}.
Emparelhamento generalizado ®f, ,

Seja Psy_4, com g > 2 natural, com angulos internos todos medindo 7/2. Na
Secao 4.1, observacao 4.5 justificamos a existéncia e convexidade desse poligono.

Seja n = 8g — 4, com g > 2, o nimero de arestas e ¢ = (8g —4)/4 =29 — 1
(ndmero de ciclos, com 4 vértices cada, a ser obtido). Entdo, para 1 < i < n,
definimos as identificacoes das arestas como:

se 1 <4 < 2¢ for impar, temos

Vi (T5) = o (4.40)
se 1 < i < ¢ for impar, temos
Voo (T2i) = T2it2 € Ve (To(cti)) = To(eit); (4.41)
e
Vrae(T2c) = T (4.42)

A regra 9%?8974 4y 1OS fornece um emparelhamento de arestas para o poligono
8
Psg-4, que denotamos por g, 4.

Vejamos trés exemplos quando g =2, g=3e g = 4.

Exemplo 4.25. (g = 2). Considere o poligono hiperbélico Pia em D? com as
arestas Ti, ..., 712 e vértices Vi, ...,Vis. Quando g = 2, temos n = 12 arestas e a
quantidade de ciclos é ¢ = 3. Usando a regra de emparelhamentos 9%?8974 g te-

mos as sequintes identificacoes de arestas, obtidas pelas expressoes ;

para 1 <1 <6 impar, ou seja, 1 = 1,3,9,
Vo (T1) = T11, Vo3 (73) = To, Vo (75) = 77 por (4.40);

para 1 <1 < 3 impar, ou seja, 1 = 1, entao
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77'2(7—2) = Ty, /77'8(7—8) = Ti0 por (441)7

Voo (T6) = T12 por (4.42).

Assim, temos os pares de arestas emparelhadas:
{7-17 7—11}7 {7-27 7—4}7 {7—37 7-9}7 {T57 T7}7 {7—67 T12}7 {7—87 TlO}J (Fzgura 418)

Figura 4.18: Poligono hiperbolico de 12 arestas com emparelhamento ®%,.

Logo, formamos o emparelhamento

(I)?Q = {’77'1 y Vros Vs Vrss Ve ’YTs}'

gerado pela regra 9‘{?89_47 ne

Os ciclos que esse emparelhamento nos dd, sao:
Ovl - {‘/17 ‘/237 ‘/77 ‘/12}7 OVQ - {‘/27 ‘/117 ‘/87 ‘/:5} € CVg = {‘/37‘/217‘/97‘/10}7

Exemplo 4.26. (g = 3). Considere o poligono hiperbélico Py em D? com as
arestas Ty, ..., Tog € vértices Vi,...,Voo. Sendo g = 3, temos n = 20 arestas e a
quantidade de ciclos é ¢ = 5. Usando a regra de emparelhamentos 9{?89_47 g te-
mos as sequintes identificagoes de arestas, obtidas pelas expressoes (4.40), (4.41)

e (4.42):
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para 1 <1 < 10 impar, ou seja, 1 = 1,3,5,7,9, temos
Voo (T1) = Ti9, Vo3 (T3) = T175 Vs (T5) = T15, Yoy (T7) = T13, Vro(T0) = 711 POT (4.40);
para 1 <1 <5 impar, ou seja, 1 = 1,3, entao

%2(7'2) = T4, 776(7'6) = T8 € %12(7'12) = Ti4, %16(7'16) = Ti18 por (4-41);

’yTlO(Tlo) = Ta20 por (442)

Obtemos os pares de arestas emparelhados:

{m, o}, {me, u}, {73, 17}, {75, 715}, {76, 78}, {77, 713}, {70, 711}, {710, 20}, {712, 714},
{716, T18}. ( Figura 4.19).
Assim, formamos o emparelhamento

Figura 4.19: Poligono hiperbolico de 20 arestas com emparelhamento ®5,.

(I)go = {77'1 ) 77'27 ’7737 7757 77’67 77'77 ’yrga 77'107 77127 77'16 }7

obtido pela regra %?Bg%’ ne

Os ciclos que esse emparelhamento nos dd, sao:

CV1 - {‘/17‘/107‘/117‘/20}; CVQ = {‘/27‘/57‘/167‘/19}a CV; = {‘[37‘/47‘/177‘/18}a
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CVG = {‘/67‘/97‘/127‘/15} € CV7 = {V7,‘/8,‘/13,‘/14}.

Exemplo 4.27. (g = 4). Seja Pog um poligono hiperbdlico em D? com as arestas
Ti, ..., Tog € vértices V7, ..., Vog. Sendo g = 4, entdo n = 28 € o numero de arestas e
a quantidade de ciclos é c = 7. Usando a regra de emparelhamentos 9‘{?89_4’ 4 te-
mos as sequintes identificagoes de arestas, obtidas pelas expressoes (4.40), (4.41)

e (442):
para 1 <1 < 14 impar, ou seja, 1 = 1,3,5,7,9,11,13, temos

Vri (1) = Tor, Yry(T3) = T25, Vr(T5) = Taz, Vi (T7) = T21, Y7 (T9) = To,
,7711(7_11) = T17, Vi3 (7—13> = T15 por (440)7

para 1 <1 <7 impar, ou seja, 1 = 1,3,5, entao

T2 (7—2) = T4y Vs (7—6) = T8, Vo (7—10) =T12 € VY7 (7—16) = T18,
Vra0(T20) = T22, Vra4 (T24) = T26 pOT (4.41);

7T14(Tl4) = Tog por (442}

Logo, temos as sequintes identificacoes das arestas emparelhadas.

{7_17 7_27}a {7_27 7_4}7 {7—3a 7—25}7 {7—5a 7_23}7 {7—67 7_8}7 {T77 7—21}7 {7_97 7—19}7 {7—107 7_12}7 {7—117 7_17}a
{713, s}, {714, Tos}, {716, T1s}s {720, 722}, {724, 726} (Figura 4.20).

Portanto, obtemos o emparelhamento

q)§8 = {77’17’77'27 ’77'3777‘577%7 7T77 77’97 ,.}/7_10’ 7T117’y7’137 7‘1‘147 77'167 77'207 7T24}7
gerado pela regra 9‘{5{38!]_47 ne Os ciclos que esse emparelhamento nos dd, sdo:
CV1 == {‘/17 ‘/147 ‘/157 %8}, CVQ - {‘/27 ‘/57 ‘/247 ‘/27}a CVg - {‘/E‘]a ‘/;17 ‘/257 ‘/26}a

CVG = {‘/67 %7 ‘/207 ‘/23}7 CV? = {‘/:77 ‘/87 ‘/21a ‘/22}7 Cvlo - {‘/107 ‘/I?n ‘/167 ‘/19}
e Cv,, = {Vi1, Viz, Vir, Vis}.

Generalizacao dos ciclos

Por recorréncia e observando os emparelhamentos CI>§gf4, generalizamos os ciclos
desses emparelhamentos, que sao dados por:

se 1 <1 < ¢, impar entao

C(V%- = {‘/217 ‘/2i+37 an2(i+1)7 Vn—2i+l}7

Cvyppy = {Vait1, Vagir1), Va—i+1), Viai}: (4.43)

Cvy = {Vi1, Vae, Vacsr, Vi ). (4.44)
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Figura 4.20: Poligono hiperbolico de 28 arestas com emparelhamento ®5.

Emparelhamento Generalizado &3, ,

Para este mesmo poligono Ps,_4, construimos mais uma nova regra de empa-
relhamento de suas arestas, ao qual denotaremos por 9%?8 g—4, 4}
Seja n = 8g — 4, com g > 2, o ntumero de arestas e ¢ = (8g —4)/4 = 29 — 1
(nameros de ciclos com 4 vértices cada, a serem obtidos). Entao, para 1 <i <mn,
definimos as identificacoes das arestas como:

se 1 <1 < 2c¢ impar, temos

Vi (Ti) = Tois (4.45)
se 1 <1 < c— 2 par, temos
Vi (Tz) = T2c+i5 (446)
Se c+ 1 < i < 2¢, par temos
Vri(Ti) = Toctis (4.47)
e
Vo1 (Te=1) = Tet1, Vroe(T2e) = To € Vrge 1 (T3e-1) = Tae1- (4.48)

A regra de emparelhamento 9‘{5{989_47 4y hos d4 um emparelhamento para Pg,_4,
denotado por 3, .
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Vejamos alguns exemplos para g =3,g=4e g = 5.

Exemplo 4.28. (g = 3). Seja Py poligono hiperbolico em D? com as arestas
Ti, ..., Tog € vErtices Vi, ..., Vog. Sendo g = 3, temos n = 20 arestas e a quantidade
de ciclos é ¢ = 5. Usando a regra de emparelhamentos 9%%89_4, gy temos as se-
guintes identificagoes de arestas, obtidas pelas expressoes (4.49), (4.46), 4.47) e

@-49):

se 1 <1< 10 impar, ou seja, 1 = 1,3,5,7,9, temos

Yo (T1) = T19, Vo3 (T3) = 1z, Vo (T5) = Tis, Yoy (Tr) = T13, Ve (T0) = Tu1 pOT (4.45);
Se 1 < i < 3 par, ou seja, 1 = 2, entao

Vo (T2) = T12 por (4.46);
Se 6 < i < 10 par, ou seja, i = 8, entdo

%8(7'8) = T18 por (4-47);

%4(74) = 7’6,%10(7'10) = 720,%14(7'14) = T16 (4-48)-

Ou seja, temos os pares de arestas emparelhados:

{1, mo}, {2, T2} {ms, mar} Am, 7 b, {75, 75 b {77, msd, {78, msh {7, T}, {710, 720},
{714, 116} (Figura 4.21).

Figura 4.21: Poligono hiperbolico de 20 arestas com emparelhamento ®3,.



95 4.4. Outros Casos de Emparelhamentos Generalizados {8g — 4,4}

Assim, obtemos o emparelhamento

®20 = {77'1 ? 77'2777'37 77'47 77'57 7777 77'87 7T97 ’77'107 77'14}'

gerado pela regra 9%‘?&(1_474}.

Os ciclos que esse emparelhamento nos dd, sao:
CV1 = {‘/17 ‘/107 ‘/117 ‘/20}7 CVQ = {‘/27 ‘/137 ‘/87 ‘/19}7 CVg = {‘/37 ‘/187 ‘/97 ‘/12}7

CV4 = {‘/47‘/77‘/147‘/17} € CVs = {‘/57‘/67‘/157‘/16}7

Exemplo 4.29. (g = 4). Considere o poligono hiperbdlico Pas em D? com as
arestas Ty, ..., Tog € vértices Vi, ..., Vog. Sendo g = 4, temos n = 28 arestas e a
quantidade de ciclos é c = 7. Pela regra de emparelhamentos 9%5{989_474} temos as
segquintes identificacoes de arestas, obtidas pelas expressoes (4.45), (4.46), (4.47)
e (4-48):

se 1 <1 < 14 impar, ou seja, 1 =1,3,5,7,9,11, 13, temos

Vi (T1) = Tor, Yoy (T3) = Tas, Vs (75) = Toz, Ve (T7) = T21, Yo (T9) = 719,
Yy (T11) = T17, Vs (T13) = T15 por (4.45);

Se 1 <1 <5 par, ou seja, 1 = 2,4, entdo

Vo (T2) = Ti6, Vru(Ta) = T18 POV (4.46);

se 8 <1 < 14 par, ou seja, ©+ = 10,12, entao

%10(710) = To4, %12(712) = Tog pOT (4-47)

%6(7'6) = 7_877714(7'14> = 728,%20(720) = To2 pOT (4~4<9)-

E assim, oblemos os pares de arestas emparelhadas:

{71, 7'27}, {7—277—16}7 {7'3,7'25}, {7—477—18}7 {7'577'23}7 {7—677-8}; {77, 7'21}, {7'9, 7'19}; {71077'24},
{711,7'17}7 {7—1277_26}7{7—1377_15}7{7_1477—28}7{7_2077_22} (Fz'gum 4~22)-

Logo, formamos o emparelhamento

9 _
q)28 - {77’1 s Vo V3 Vras Vrss Vres Yrrs Vros Vrios Vrins Vries Vriss Vrias Voo }7

obtido pela regra 9‘{?89_474}.

Os ciclos que esse emparelhamento nos dd, sao:
CV1 - {‘/17 ‘/147 ‘/157 ‘/28}7 CVQ - {‘/Qa ‘/177 ‘/127 ‘/27}a CVg = {%7 ‘/167 ‘/l?n ‘/26}7

OV4 - {‘/217‘/19;‘/107‘/25}7 OV5 - {‘/5;‘/187‘/117‘/24}7 CVG = {‘/67%7‘/207‘/23}7
€ CV7 = {‘/77 ‘/87 ‘/217 ‘/22}
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Figura 4.22: Poligono hiperbolico de 28 arestas com emparelhamento ®3.

Exemplo 4.30. (g = 5). Seja Psg um poligono hiperbdlico em D? com as arestas
Ti, ..., T3¢ € vértices Vi, ..., Vsg. Sendo g = 5, temos n = 36 arestas e a quantidade
de ciclos € ¢ = 9. Usando a regra de emparelhamentos 9%?8974’ gy temos as se-
guintes identificagoes de arestas, obtidas pelas expressoes (4.45), (4.46), (4.47) e
(4-48):

se 1 <1 <18 impar, ou seja, 1 =1,3,5,7,9,11,13,15,17, temos

’771(7'1) = T35, ’773(7'3) = 733, %5(75) = T31, %7(7'7) = T29, ’779(7'9) = Tor,
%11(711) = Ta25, %13(7'13) = T23, %15(7'15) = Ta21, %17(7'17) = Ti9 por (4~45);

se 1l <1 <7 par, ou seja, 1 = 2,4,6, entao

%2(72) = Ta0, %4(7'4) = T22 %6(76) = Toq poOT (4~45);

Se 10 < @ < 18 par, ou seja, 1 = 12,14, 16, entao
Ve (T12) = T30, Vria(T14) = T2, Vri6(T16) = T34 por (4.47);
%8(78) = T105 Yrs (T18) = T36, Vras(T26) = Tog porT (4-48)-

Logo, temos os sequintes pares de arestas emparelhadas:
{71, 73515 {72, 70 }5 {73, 733}, {745 T2}, {755 731} {765 Tea }s {77, 720 )5 {78, a0} {70, Tor )
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Figura 4.23: Poligono hiperbolico de 36 arestas com emparelhamento ®3.

{711,7'25}, {712,7'30}, {7'137723},{7'14,7'32},{7'15,7'21},{7'1677'34}7{717,7'19}7{7'187736},
{7_2677—28}- (FZgUT'CL 423)

Assim, formamos o emparelhamento
®36 = {77—17’}/7—27 77_37 77—47 fyT57 77—67 7’7—77 ’)/7—87 fyT97 7’7’117 77—127 77_137 fyT147 ’)/7—15777—167 77—177 77_187 fyTZG}?
obtido pela regra 9%5{)89_474}.

Os ciclos que esse emparelhamento nos dd, sao:
CV1 - {‘/17 ‘/187 ‘/197 ‘/36}7 OVQ - {‘/27 ‘/217 ‘/167 ‘/35}7 OVg - {‘/337 ‘/207 ‘/177 ‘[34}7

CV4 - {‘/47‘/237‘/147‘/33}7 OV5 - {‘/57‘/227‘/157‘/32}7 OVG - {%7‘/257‘/127‘/31}7
CV7 = {‘/:77‘/24;‘/137‘/30}7 CVs = {‘/Sa‘/lh‘/?ﬁy%g} € CVg = {‘/9a‘/107‘/277‘/28}'

Generalizacao do ciclos

Por recorréncia e observando os emparelhamentos ®3, ,, generalizamos os ci-

clos desses emparelhamentos, que sao dados por:

se 1 <1 <c—1, par entao

Cv; = {Vi, Vacir1: Vac—i, Vata-it, (4.49)

se 1 <1 < c— 1, impar entao
CVl = {‘/;7 ‘/20+i+17 ‘/YZC—i-‘y-Z) Vn+1—i}7 (450)
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CV1 = {‘/17 ‘/267 ‘/26+17 VTL}7
C(V = {‘/cv‘/c-i-l)‘/i%ca‘/?m-‘rl}a (451)
CV671 = {‘/6—17 ‘/;:+27 ‘/36—17 ‘/30—&-2}‘



Consideracoes Finais

Ao longo do nosso trabalho, o objetivo foi construir emparelhamentos associ-
ados a tesselagao {8¢g — 4,4} que nos fornecem superficies compactas orientaveis
de género g > 2.

Conseguimos quatro maneiras distintas de emparelharmos as arestas do po-
ligono hiperbolico Pg,_4, com 8g — 4 arestas, associados a tessela¢ao hiperbolica
regular {8¢ — 4,4}. Emparelhamentos, aos quais, denotamos por <I>§gf4, @gg%,
g, 4 e DY, 4, obtidos pelas regras de emparelhamento R%89_47 e R?Sg—4, e
R?Sg—él, 4 € R?Bg_& ne respectivamente. Apresentamos também, 4 casos par-
ticulares de emparelhamentos das arestas de Pg,_4, onde em trés desses casos
g =« > 3 éimpar e em um caso g = A > 4 é par, representados pelos emparelha-
mentos ®3,_,, P, ,, P, 4 e PL, ,, obtido pelas regras R?8a747 e R?m%, e

R?sa_4, 5 € RES/\—& 4> Tespectivamente.

Estes emparelhamentos que construimos associados a tessela¢ao {8g — 4,4}
geram grupos fuchsianos, ou seja, grupos discretos de isometrias hiperbolicas que
é utilizado no processo de construcao de constelagoes de sinais. A relevancia dos
estudos dos emparelhamentos associados a tesselacao {8g — 4,4}, também esta
no fato, que esta tesselacao fornece empacotamentos de esferas com densidades
de empacotamento ([19], com 0,89868 o maior valor apresentado para densidade
de empacotamento, quando n = 21 e g = 31) proximas ao empacotamento 6timo,
em relacao a densidade de empacotamento no plano hiperbdlico, ou seja, empa-
cotamento com densidade maxima, ([6], o valor maximo da densidade de empa-
cotamento é % ~ 0,95492965855137201461) e portanto, estao relacionados com a
construcao de codigos 6timos cuja a probabilidade de erro é minima.
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