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RESUMO

BRITO, Hugo de Carvalho, M.Sc., Universidade Federal de Vicosa, fevereiro de 2017.
Contextualizagao para o melhor ensino de Funcgoes. Orientador: Mércio
Botelho Faria.

Esse trabalho aborda os conceitos de funcao. Citamos fatos histéricos sobre o
desenvolvimento do contetido de fungoes e a importancia da resolugao de problemas
no raciocinio e aprendizado matematico. Utilizamos exemplos de Fisica, Quimica,
Biologia e Geografia associados ao contetido de funcao com o objetivo de estreitar a

relacao da Matematica, em especial a funcao, com as disciplinas mencionadas.
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ABSTRACT

BRITO, Hugo de Carvalho, M.Sc., Universidade Federal de Vicosa, february de
2017. Contextualization for the better teching of function. Adviser: Mércio
Botelho Faria.

This work addresses the concepts of functions. We quote historical facts rela-
ted to the development of the functions content, as well as the importance of the
resolution of problems on the reasoning and learning of mathematics. We make
use of examples from Physics, Chemistry, Biology and Geography associated with
the functions content with the objective of narrowing the relation of mathematics,

especially functions, with the aforementioned disciplines.
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INTRODUCAO

Desde a criacao dos primeiros conceitos mateméaticos, ha milhares de anos atras,
existe a relacao de dependéncia entre grandezas. Obter uma grandeza a partir da
variacao de outra é um conceito antigo, que esta presente nao sé no cotidiano do
aluno, mas também em qualquer profissao em que ele tenha interesse.

Uma pessoa, ao organizar suas finangas, ao tomar um taxi para uma viagem, ao
comprar em qualquer loja, dentre outras situacoes cotidianas, estabelece uma relagao
funcional do valor a ser pago e a quantidade de produto adquirido (alimentos, roupas,
quilometros rodados e etc.), ou seja, a relagao funcional esté presente no cotidiano
de qualquer um. Essa associacao com os fatos diarios é importante no processo
de assimilagao do conteiddo pelo aluno, uma vez que os exemplos sao facilmente
contextualizados em suas realidades.

O que abordaremos nesse trabalho é uma recomendacao extremamente impor-
tante, abordada nos Parametros Curriculares Nacionais (PCN) de Matemética, que
¢ a associacao do contetido matematico com as demais ciéncias (Fisica, Quimica, Bi-
ologia e Geografia). Esse elo entre as fungoes e as disciplinas mencionadas ja acon-
tece em boa parte dos materiais estudados, porém, essa ligacao so é feita quando
o aluno ja possui certo conceito em relacao ao que é uma funcao e suas principais
caracteristicas.

O objetivo é utilizar conceitos matematicos adquiridos no Ensino Fundamental
e, juntamente com as disciplinas mencionadas, elaborar exemplos e situacgoes para
iniciar a explicacao do contetido de funcao. Esse tipo de abordagem nao sé desper-
taria o interesse do aluno na matéria Funcao, como também ajudaria, desde o inicio
do Ensino Médio, a estabelecer a conexao com as demais Ciéncias.

No capitulo 1, logo apds o contexto histérico de fungao e da resolugao de proble-
mas, definiremos os conceitos iniciais de fungao e algumas situagoes que sao utiliza-
das para explica-los e servir de exemplo nos materiais de apoio.

O trabalho foi dividido nos capitulos 2, 3 e 4, que sao os de Funcao do 1°
grau, Funcao do 2° grau, Funcao Exponencial e Logaritmica, respectivamente, para
facilitar o acesso a cada lei de formacao.

Em cada um desses capitulos mencionados abordamos os conceitos béasicos de

cada lei de formacao e, a partir desse ponto, mostramos alguns exemplos utilizando



os conceitos basicos de Fisica, Quimica, Geografia ou Biologia, para a explicacao
dos conceitos de funcao.

A estratégia que queremos seguir é utilizar nao sé os exemplos cotidianos, mas
darmos foco nos exemplos aplicados as outras Ciéncias estudadas no final do Ensino
Fundamental e no decorrer do Ensino Médio. Essa ideia de interdisciplinaridade
entre as demais disciplinas mencionadas e a fun¢ao é uma estratégia que deve ser se-
guida em toda a extensao do Ensino Médio, mas principalmente, nos tépicos iniciais
da funcao.

Apos a demonstracao de como seriam feitas essas ligacoes em cada capitulo,
elaboramos um capitulo sintese [5] com os conceitos iniciais de fungao, separados
em topicos, com respectivas sugestoes para explicacao, utilizando obviamente, as

ciéncias mencionadas no comeco dessa introducao.




CAPITULO 1

FATOS HISTORICOS E CONCEITOS

Nao houve uma criacao do conceito de fungao, mas sim o desenvolvimento de
uma ideia no decorrer da histérica matematica e, para que ele acontecesse, foram
necessarios varios personagens intelectuais.

Mostraremos nesta primeira secao o quao importante foi a resolucao de pro-
blemas para a evolucao da Matematica. Em seguida apresentaremos alguns pontos
importantes na evolugao do conteido de fungao e, apds esse contexto histérico, como
é abordada a funcao nos PCN e nos Parametros Curriculares Nacionais no Ensino
Médio (PCN +).

A histéria do conteido de fungoes, bem como a evolugao da didatica da resolucao
de problemas, ocupa uma grande parte da histéria matematica. Abordaremos aqui
alguns tépicos relevantes ao trabalho. Para maior aprofundamento, consultar [9].

Apoés a contextualizacao histérica da funcao, resolucao de problemas e a abor-
dagem desse tema proposto nos PCN e PCN+, faremos a conceituacao, a nivel de
Ensino Médio, dos conteidos iniciais de funcao para servir de base para o desenvol-

vimento desse trabalho.

1.1 Historia da Matematica

1.1.1 Didatica Matematica e a Resolucao de Problemas

Atualmente, no Ensino Fundamental, os materiais didaticos citam matemaéticos
pioneiros em diversas areas, linha essa que se segue pelo Ensino Médio. Assim
acontece com Tales de Mileto, Arquimedes, Pitagoras, Euclides, Platao, entre outros
nomes famosos e também varios de menor expressao.

Os teoremas criados ou descobertos por esses pensadores foram frutos de varias
situagoes problema. O teorema de Tales, por exemplo, estratégia criada por Tales de
Mileto, que atuou por volta do século VI a.C., define que: se duas retas transversais

sao cortadas por um feixe de retas paralelas, entao a razao entre quaisquer dois



segmentos determinados em uma das transversais € igual a razao entre os segmentos
correspondentes da outra transversal.

A historia supoe que Tales viveu no Egito por volta do século VI a.C. e foi cha-
mado, por sua fama em geometria descritiva, para medir a altura de uma piramide.
Como nao dispunha de muitos ou nenhum recurso para realizar tal facanha, ele de-
senvolveu a estratégia mencionada como Teorema de Tales, que lhe rendeu muita
fama.

Podemos perceber que a criacao de uma ideia nova teve como combustivel a
resolucao de um problema que instigava e desafiava a imaginagao de quem o con-
frontasse. Essa situacao aconteceu com Pitagoras, Platao, Arquimedes, entre outros
filosofos matematicos. As histérias desses matematicos podem ser encontradas em
(EVES, 2004).

Se percebemos que o ber¢o da matematica tem origem na resolucao de problemas,
porque atualmente é tao dificil despertarmos esse interesse no aluno? Porque eles
apresentam tanta dificuldade para interpretar e aplicar os conteidos estudados?

Esses problemas tém todo um contexto histérico que se agrava por um fator
determinante: a época das descobertas matematicas.

Nossos principais axiomas matemaéticos foram criados em uma época em que
conhecimento era restrito a uma classe muito privilegiada. Poucas pessoas tinham
acesso ao conteido matemdatico, bem como a suas descobertas e evolugoes. Os
filosofos e matematicos pertenciam a uma classe muito alta dentro do sistema da-
quela época, ou seja, o conhecimento nao era disponibilizado a todos.

Além disso, por conta principalmente do pensamento conservador, linguagem
muito culta e falta de instrumentos para demonstracao, a matematica foi desen-
volvida a partir de teoremas e textos de dificil compreensao, até para quem tinha
acesso, restringindo ainda mais o entendimento.

Somente com o passar do tempo, apds a evolucao gradativa do pensamento inte-
lectual da populacao mundial, juntamente com a necessidade de expandir e aprimo-
rar o conhecimento, o contetiddo matematico comecgou a ser estudado, simplificado e
traduzido para ser acessivel a populacao.

Gracas a essa evolucao, o estudo para demonstrar o conteido matematico para
criangas foi comecado a ser questionado e estudado e, por volta do século XVI, o edu-
cador tcheco Jan Amos Komensky (GASPARIN, 1994), conhecido como Coménio
em portugués (1592-1670), introduziu a palavra “didatica”para o ensino da Ma-
tematica, que fazia referéncia aos estudos sobre os métodos de ensino mais eficazes

em sala de aula.

Para Comeénio, a pratica escolar deveria ser semelhante as praticas da natureza
e para ele a relagao entre professor/aluno teria que levar em conta a necessidade
de aprendizado do aluno. Ele foi um dos primeiros que defendeu o “ensino de tudo

para todos”. Buscar a realidade social do aluno para sala de aula, fazendo uso das
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tecnologias disponiveis, foi uma de suas principais ideias.

No século XX, dois nomes surgem para o estudo da didatica, mais especificamente
no estudo para criangas: Lev Vygotsky (1896-1934) e Jean Piaget (1896-1980). Vy-
gotsky desenvolveu conceitos imprescindiveis no processo de aprendizagem. Um
deles, que esta ligado diretamente a proposta dessa pesquisa, ¢ o de Zona de Desen-
volvimento Préxima, que identifica e relaciona as atividades que a crianca consegue
realizar sozinha e as atividades que, embora nao consiga realizar sozinha, é capaz de
resolvé-las com a ajuda de alguém com mais experiéncia ou conhecimento. Relagao
professor/aluno para resolver problemas.

No campo matematico, bem como suas areas de atuacao, a didatica mateméatica
vem se desenvolvendo e esse trabalho teve como precursor o francés Guy Brousseau,
que desenvolveu uma teoria que leva a melhor compreensao entre as relagoes que
acontecem entre professor e aluno. Ele considerava também que além do professor
e do aluno existe um outro fator de suma importancia que afeta diretamente o
aprendizado matematico: o meio em que a situacao evolui.

Brousseau criou a Teoria das Situagoes Didaticas, disponivel em [10], a qual diz
que “cada conhecimento ou saber pode ser determinado por uma situagao”, usando
a relagao entre duas pessoas, no caso, professor e aluno. Para uma situacao ser
solucionada é necessario que o aluno, por exemplo, crie estratégias com os contetidos
que ja conhece, para resolver o problema do jeito dele.

O objetivo desse procedimento é fazer com que o professor auxilie na com-
provacao da veracidade da estratégia usada pelo aluno. O professor deixa de ex-
plicar o conteudo pré-requisito para essa tarefa, para que o préprio aluno crie uma
estratégia e, com o auxilio do professor, verifique se ela pode realmente ser aplicada
para qualquer situagao semelhante.

Tal teoria nos mostra uma visao inovadora do erro, que passa a ser um obstaculo
precioso e € valorizado como parte do novo conhecimento adquirido. Podemos veé-lo
como efeito do conteudo anterior, que ja foi 1util, mas agora se transforma numa

ideia falsa e inadequada.

1.1.2 A Evolucao do Conceito Matematico de Fungao

Boa parte da historia matematica foi desenvolvida através dos estudos sobre o
comportamento entre determinadas grandezas. Filosofos matemaéticos ja estudavam
por volta do século XIIT o comportamento de algumas grandezas em relagao ao
tempo, temperatura, velocidade, distancia entre outros problemas da época. Dedi-
cavam grande parte de suas vidas estudando variagoes entre as grandezas e, no século
XIV, descreveram essas oscilacoes por meio de um sistema de duas dimensoes, ho-
rizontal e vertical, no qual conseguiam demonstrar as intensidades dessas grandezas
(eixo vertical) em fungao do tempo (eixo horizontal).

Esses estudos deram suporte para que, com a ajuda do desenvolvimento da




algebra, Descartes e Fermat, no século XVII, definissem um sistema de eixos coor-
denados no plano, associando variagoes dessas coordenadas as expressoes algébricas
que representavam curvas de diferentes naturezas. A curva formada nesse plano
era formada por todos os pontos, cujas coordenadas satisfizessem uma determinada
equacao. Essas variagoes das coordenadas que anteriormente eram associadas em

tabelas, agora ganhariam forma no plano cartesiano.

E importante destacar a participacao de Newton no desenvolvimento e conso-
lidacao do conteiido das fungoes. Em uma de suas teorias, Newton idealizava curvas
cujas variagoes eram continuas e que atualmente podemos associar as imagens de

um dominio real.

Porém, o termo funcgao sé foi realmente citado pelo filésofo alemao Von Leibniz,
na década de 1690, que o utilizou para descrever as coordenadas dos pontos para
formacao de uma determinada curva, posteriormente para representar inclinagoes

de reta que futuramente usaria nas teorias de integral.

Ao longo do tempo, outros matematicos definiram o conceito de funcao e, depois,

foram moldando essas definigoes até termos as definigoes conhecidas hoje em dia.

Bernoulli, em 1718, define funcao de uma variavel como uma quantidade com-
posta de alguma maneira qualquer dessa variavel e de constantes. Definicao bem

complexa e bem superficial.

J& Lagrange, em 1797, cita que: “Chama-se de funcao de uma ou varias quan-
tidades variaveis qualquer expressao para calculo em que essas quantidades entrem
em alguma forma qualquer, misturadas ou nao com outras quantidades, que sao
consideradas como dadas, e valores invariaveis enquanto as quantidades da fungao

podem tomar todos os valores possiveis”. (MENDES, 1994)

Bernoulli e Lagrange traduzem de forma algébrica o que é uma funcao, ou seja,
que ela sé pode ser descrita por meio de uma expressao algébrica com duas ou mais
varaveis. O que diferencia das definicoes atuais sao as representagoes geométricas
dessas grandezas, o que ajuda a demonstrar o comportamento que as expressoes

analiticas tomam.

“Em geral, a fungao f(x) representa uma sucessao de valores ou ordenadas, cada
uma das quais arbitrarias. Sendo dada uma infinidade de valores para a abscissa
X, haverd um nimero igual de ordenadas f(x). Todas tém valores numéricos verda-
deiros, ou positivos, ou negativos, ou nulos. Nos nao supomos que essas ordenadas
estao sujeitas a uma lei comum; elas sucedem umas as outras em alguma maneira
arbitraria qualquer, e cada uma delas é dada como se fosse uma quantidade iso-
lada” (FOURIER, 1822). A definicao detalhada de Fourier (1822) traduz o conceito
de eixos coordenados abordado anteriormente, o que da uma exemplificacao do que

acontece com as fungoes no plano.

Posteriormente, estabelecida a teoria do conjunto dos nimeros reais e o sur-

gimento de novos problemas devido a aparicao de novas tecnologias, foram sendo




estruturados novos conceitos para a definicao de funcao. Conceitos que nao eram
necessariamente compostos por conjuntos numéricos, como citado anteriormente.

Podemos concluir que as defini¢coes de funcao, bem como suas aplicagoes, foram
desenvolvidas e criadas a partir dos problemas com que os matematicos se depara-
vam. Com isso o conteido foi se aperfeicoando e se adaptando.

O conceito de funcao tem base na ideia de correspondéncia, ou seja, estudar a
associagao ou nao de dois conjuntos. Antes de qualquer material matematico expli-
car o que é uma funcao, é preciso entender intuitivamente o conteido. Matematicos
como Caraga (2000) e Eves (2004) defendem, sim, a importancia da defini¢ao for-
mal de funcao, mas exaltam a necessidade inicial de desenvolver uma interpretacao
intuitiva da disciplina.

Ao abrir o leque do conhecimento de fungoes, Caraga cita a nocao de varidvel. Se-
gundo ele, para tornar a funcao de facil manejo é necessaria uma associagao simbodlica
aos conjuntos. “Essa representacao simbdlica consegue-se introduzindo o conceito de
variavel, o que se faz da seguinte forma: Seja (E) um conjunto qualquer de nimeros,
conjunto finito ou infinito, e convencionamos representar qualquer dos seus elemen-
tos por um simbolo, por ex. x. A esse simbolo, representativo de qualquer um dos
elementos do conjunto (E), chamamos varidavel.”(CARACA, 2000).

Essa definicao proposta por Caraca ratifica sua posicao quanto a necessidade da
interpretacao do conceito de dependéncia de grandezas de forma contextualizada e
abrangente.

Estabelecido o conceito de variavel, ele constréi o conceito de dominio de uma
funcao: “uma variavel é o que for determinado pelo conjunto numérico que ela re-
presenta - a sua substéancia, o seu dominio como daqui em diante diremos”. (Caraga,
2000).

Apos explicar os termos utilizados, Caraca define funcao utilizando trés conceitos
que se conectam para o melhor entendimento do contetdo. Inicialmente ele cria ideia

baseada na teoria de conjuntos:

Sejam x e y duas variaveis representadas de conjuntos de nimeros, diz-se
que y é funcao de x e escreve-se y = f(x) se entre as duas varidveis existe
uma correspondéncia univoca no sentido x — y. A x chama-se variavel

independente, a y variavel dependente (Caraga, 2000).

Essa defini¢ao é semelhante as usadas em boa parte dos autores de Ensino Médio.
O foco do pensamento em Caraca é que, além dessa definicao, ele define também
a funcao de maneira analitica, que significa a aplicacao do contetido de funcao por
meios de expressoes polinomiais, criando assim uma associacao de dependéncia de
grandezas. Ou seja, a definicao analitica mencionada por ele é a funcao sendo
utilizada como ferramenta das outras ciéncias.

Por fim ele cita a chamada definicao geométrica de uma funcao, na qual trabalha
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com o ‘sistema de referéncia cartesiano’ para representar uma curva que representa
todos os pares (z,y) que satisfazem a condigao da fungao em sua definigdo analitica.
Podemos concluir que o autor aborda esses trés conceitos para facilitar o manu-
seio do contetudo. Identificamos uma preocupacgao por parte de Caraga em relagao a
parte didatica do conceito de funcao, criando estratégias para explicar com melhor
eficacia o contetdo de funcao.
Essas sao as estratégias que teremos como base para desenvolvermos esse trabalho

ao longo dos capitulos que se seguem.

1.2 Ensino de Funcao no PCN e PCN -+

O PCN’s, em seu volume de Ciéncias da Natureza, Matematica e suas Tecnolo-
gias, aborda que o ensino matematico e de conteidos relacionados sejam mostrados
para o educando de maneira mais abrangente, relacionando todo o universo do aluno.
Trabalhando com o contetido, de forma que o educando consiga interpretar situagoes
em sua vida para aplicar o conhecimento adquirido em sala de aula, ou seja, para
que o conteudo seja realmente 1til em seu cotidiano.

Por isso destacamos o seguinte trecho:

[...] uma proposta para o Ensino Médio que, sem ser profissionalizante,
efetivamente propicie um aprendizado 1til a vida e ao trabalho, no qual
as informagoes, o conhecimento, as competéncias, as habilidades e os va-
lores desenvolvidos sejam instrumentos reais de percepcao, satisfacao, in-
terpretacao, julgamento, atuacgao, desenvolvimento pessoal ou de apren-
dizado permanente, evitando topicos cujos sentidos s6 possam ser com-
preendidos em outra etapa de escolaridade. (BRASIL, 1998)

Além disso, os PCN’s mencionam que o aprendizado tem que ser mais amplo e
nao restrito aos conhecimentos com aplicacoes profissionais ou formacao técnica. Os
objetos de ensino precisam incentivar o aluno a desenvolver conhecimentos contex-
tualizados com a vida cotidiana.

Para conseguir éxito nesse trabalho, os PCN’s abordam que o contetido precisa
ser desenvolvido em um universo interdisciplinar, de forma a mostrar que o papel
da Matematica no Ensino Médio é de associar as demais ciéncias e abrir a mente do
aluno para compreender de maneira mais clara, cada uma das ciéncias estudas. Por
esse motivo eles citam que o contelido matematico é “insubstituivel para codificar,
ordenar, quantificar e interpretar compassos, taxas, dosagens, coordenacao, tensoes,
frequéncias e quantas outras varidveis houver” (BRASIL, 2002).

De acordo com os PCN’s, a Matematica deve ser vista pelos alunos como uma

linguagem, de tal forma que, ao aprender esse conteido, o aluno consiga interpretar




o mundo a sua volta. Portanto os alunos devem compreender o vocabuldrio ma-
tematico para que eles consigam utilizé-lo de forma adequada a cada situacao diaria
que eles enfrentarem.

Para exercitar esse vocabulario, a estratégia mais eficiente é através da ‘resolucao
de problemas’. Ao elaborar questoes, o professor direciona o aluno para que ele
consiga, com as ferramentas matematicas adquiridas, bolar resolugoes para resolve-
las. Por isso, os problemas propostos tém que ser o mais fiel possivel a rotina de

situagoes que o aluno ira enfrentar cotidianamente.

[...] a Matemética no Ensino Médio ndo possui apenas o carater forma-
tivo ou instrumental, mas também deve ser vista como ciéncia, com suas
caracteristicas estruturais especificas. E importante que o aluno perceba
que as defini¢oes, demonstracoes e encadeamentos conceituais e logicos
tém a funcao de construir novos conceitos e estruturas a partir de outros

e que servem para validar intuicoes e dar sentido as técnicas aplicadas
(BRASIL, 1998).

Cabe ao professor mostrar ao aluno que o papel da Matematica é quebrar esse
pré-conceito de que o conteido matematico é um emaranhado de férmulas sem
conexao com nada do interesse do adolescente do Ensino Médio. O papel da Ma-
tematica no Ensino Médio ¢ ser um despertador de ideias para que o jovem estudante
encare com outra visao o mundo fora da escola.

Com relagao a matéria sobre fungoes, os PCN’s sao bem claros quanto a sua
importancia. Mencionam que é de suma relevancia o aprendizado desse contetido
no Ensino Médio por conta da sua caracteristica de interagir disciplinas distintas
(Fisica, Biologia, Quimica, etc) com a Matematica.

Mostram que alguns contetidos da propria Matematica sao exemplos e precisam
ser explicados fazendo associagoes com a funcao, caso das sequéncias aritmética e
geométrica e juros simples e compostos na Matematica financeira. Tais associagoes
ajudam a ratificar o conceito algébrico das fungoes bem como suas interpretagoes.

Para os PCN’s é importante que o ensino da Matematica garanta que o aluno
adquira alguma flexibilidade para identificar o conceito de fungao em areas diversifi-
cadas e, utilizando dos recursos aprendidos na Matematica, buscar solugoes a partir
da lapidacao desse conteudo estudado, desenvolvendo estratégias para interpretar e
resolver problemas através da investigagao matematica. Isso se confirma no PCN +
(2002).

A principal diferenga presente no PCN + é a respeito da divisao do contetudo
ensinado a partir de tépicos. A conteido estudado em cada tépico seria requisito
para a continuacao do ensino dos demais topicos seguintes. Nesse sistema de lista, as
disciplinas sao vistas de forma isolada em relacao as outras. O PCN + nao defende

essa divisao, que é bastante usada por autores nas principais escolas atualmente.




A defesa é baseada na elaboracao de estratégias, dentro de cada matéria e no
ambito de diferentes areas, com o objetivo de ser mais dinamico e coerente com as
necessidades atuais, como as novas tecnologias.

O PCN + defende esse conceito baseado no trabalho de interagao entre as dis-
ciplinas. Cita, por exemplo, o ENEM (Exame Nacional do Ensino Médio) que cada
vez mais usa a ideia de interdisciplinaridade no Ensino Médio.

Voltando para a Matematica do Ensino Médio, o PCN + propoe trés temas
estruturadores, que seriam trabalhados em toda a extensao do Ensino Médio. Os

temas sao: algebra, nimero e fungoes, geometria e medidas e andlise de dados.

Cada tema estruturador é um campo de interesse com organizagao prépria
em termos de linguagens, conceitos, procedimentos e, especialmente, ob-
jetos de estudo. Apesar da unidade caracteristica de cada tema estrutu-
rador, para organizar o planejamento do ensino, cada um deles foi divi-
dido em unidades teméticas, que, por sua vez, sao parcelas autonomas de
conhecimentos especificos, que podem ser organizadas dentro do projeto
pedagdgico de cada professor ou escola em funcao das caracteristicas de

seus alunos e dos tempos e espagos para sua realizacao. (PCN +, 2002).

No tema nimeros e fungoes, em que encontramos a abordagem que interessa ao
nosso trabalho, existe a instrucao de que o contetido sobre funcoes seja introduzida
na primeira série do Ensino Médio, com conceitos iniciais basicos, ideias de facil
compreensao e interpretacao de problemas nao muito complicados.

Somente depois do desenvolvimento dessa introducao, darfamos continuidade
ao conteudo com sequéncias numeéricas, associando com estudo de funcao afim e
exponencial, fungoes quadraticas e logaritmicas, sempre associando a interpretacao

de graficos e resolucao algébrica.

O estudo das fungoes permite ao aluno adquirir a linguagem algébrica
como a linguagem das ciéncias, necessaria para expressar a relacao entre
grandezas e modelar situagoes-problema, construindo modelos descriti-
vos de fenomenos e permitindo varias conexoes dentro e fora da prépria
Matematica. Assim, a énfase do estudo das diferentes funcgoes deve estar
no conceito de funcao e em suas propriedades em relacao as operagoes,
na interpretacao de seus gréaficos e nas aplicagoes dessas fungoes. (PCN
+, 2002, p.164)

Vale ressaltar também que os estudos relacionados a conjuntos e relagoes nao
sao essenciais para a compreensao matérias que envolvem funcao, seja o conceito ou
qualquer outra fungao especifica. O PCN + propoe que ja comecemos pelo conceito

de funcao.
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O material estudado nos d4 um amplo material de desenvolvimento no que diz
respeito a resolucao de problemas. Os problemas nao devem somente ser passa-
dos aos alunos com intuito de colocar em pratica os conhecimentos adquiridos, mas
utilizar tais problemas para motivar e despertar o aprendizado de funcoes. “A ri-
queza de situagoes envolvendo fungoes permite que o ensino se estruture permeado
de exemplos do cotidiano, das formas graficas que a midia e outras dreas do conhe-
cimento utilizam para descrever fenémenos de dependéncia entre grandezas. ” (PCN
+, 2002)

Podemos concluir que, dentro desse contexto, as aplicagoes com problemas sao
a principal ferramenta para introduzir fungoes, inicialmente com problemas basicos
e logo depois associando os diversos conteidos matematicos aos de outras discipli-
nas, pois interagindo com outras matérias o conteido sera melhor estruturado e o

aprendizado serd de uma eficiéncia cada vez maior.

1.3 Conceitos

Antes de comecarmos a trabalhar com o contetido de funcgoes, precisaremos es-
tabelecer alguns simbolos e termos que serao frequentemente utilizadas no decorrer

desse trabalho. Dentre os conjuntos numéricos teremos:
i) Para o conjunto dos nimeros Naturais utilizaremos IN
ii) Para o conjunto dos niimeros Inteiros utilizaremos Z
iii) Para o conjunto dos nimeros Racionais utilizaremos @
iv) Para o conjunto dos nimeros Reais utilizaremos R
v) Para o conjunto dos nimeros Irracionais utilizaremos I
Além disso, utilizaremos também os simbolos para subconjuntos:

i) Para um subconjunto com elementos nao negativos teremos: Z,,Q,, I e
R

ii) Para um subconjunto com elementos nao positivos teremos: Z_,Q_, I_ e
R_;

iii) Para um subconjunto com auséncia do nimero zero teremos: Z*,Q*, IN* e

R*.

Quando queremos relacionar grandezas variaveis, utilizamos na maioria das vezes
o conceito de funcao.

Desde o século XVII, matematicos vém desenvolvendo esse conteudo até a de-
finicao que utilizamos atualmente. Abordaremos um pouco essa evolugao no proximo

tépico.
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Podemos exemplificar esse conceito em varias situagoes cotidianas e também em
varias areas das Ciéncias.

Nesse topico iremos ressaltar algumas defini¢oes sobre a funcao de maneira geral,
a nivel de Ensino Médio. Para a elaboracao e discussao das defini¢oes, neste e nos
demais capitulos, tomamos como base autores utilizados no Ensino Superior, como
Elon Lages Lima [15], mas enfatizando a linguagem e colocac¢ao a nivel de Ensino
Médio presente em [12], [16], [19] e [17].

Definicao 1.1. Dado dois conjuntos, A e B, ndo vazios, dizemos que f € uma
funcao de A em B se, e somente se, para cada elemento x de A, existe um unico

elemento correspondente y em B. Notacao:
f:A— B

r— f(r) =y

Definicao 1.2. O conjunto A € determinado Dominio da fungdo, Dom(f), en-

quanto o conjunto B é determinado Contradominio da funcao.

reA
yeB

Nessas condigoes x é denominado Varidvel Independente e y é denominado

Varidvel Dependente.

Definicao 1.3. O elemento do Dominio que se associa a um elemento do Contra-
dominio denotamos como Imagem, Im(f), ou seja, dado um z1 € A sua imagem

serd determinada como f(x1). Dizemos entdo que y estd em fungao de x.

flz)=vy

Definicao 1.4. O Conjunto que tem como elementos todas as tmagens da funcao
¢ chamado de Conjunto Imagem que, consequentemente, € um subconjunto do

Contradominio. O conjunto imagem sera denotado por I,,.

Definicao 1.5. A lei que rege a associacao de um elemento x do Dominio a sua
imagem f(x) no Contradominio é chamada de Lei de formagdao. Essa Lei de
Formacdo define o comportamento da funcao, assim como suas caracteristicas. FExis-
tem infinitos tipos de funcoes, porém, neste trabalho abordaremos as principais vistas

no inicio do Ensino Médio ou final do Ensino Fundamental. Como por exemplo:

i) Fungdo do 1° grau que tem como modelo f(x) = ax + b, onde a,b € R;

ii) Funcao Quadrdtica que tem como modelo f(x) = ax* + bx + ¢, onde a,b e
ceR coma#0;
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iii) Fung¢do Exponencial que tem como estrutura basica f(x) = a®, onde {a €
Rla > 1};

iv) Fungao Logaritmica que tem como estrutura bdsica f(x) = logyx, onde {b €

R, [b+#1}.

Nos préximos capitulos, vamos estabelecer alguns conceitos, a nivel de En-
sino Médio, das fungoes mencionadas. Esses conceitos serao mostrados para ser-
vir de auxilio nas aplicagoes dessas fungoes nas ciéncias mencionadas, como Fisica,
Quimica, Biologia e Geografia. Os conceitos mencionados serao baseados nos autores
[15] e [17].

O exemplo a seguir caracteriza uma construcao de uma lei de formagao da Funcao

Afim bem como a identificacado do Dominio e Imagem da funcao.

Exemplo 1.6. Uma empresa particular de transporte que estd cada vez mais comum
em grandes cidades do Brasil ¢ a UBER, que oferece um servico semelhante ao
que encontramos nos taxris. Em wma determinada cidade, onde existe esse tipo
de servigo, o motorista de um carro UBER cobra o valor fizo de R$ 5,50 para a

prestacao do servico de transporte acrescido de uma taxa varidvel, por quilometro

rodado, de R$ 2,50.

Esse problema cotidiano traduz a dependéncia entre duas grandezas. O valor
a ser pago por um cliente estd em funcgao da quantidade de quilometros que ele
permanecera dentro do carro UBER. Determinando que y é o valor pago pela viagem
de x quilometros, podemos escrever uma lei de formacao que associa essas duas
variaveis.
y=05>5+25-x

Percebemos que essa lei de formagao tem a caracteristica de uma funcao afim

que mencionamos anteriormente e que detalharemos no proximo capitulo.
flz)=5,5+25-x

Definimos ainda que o dominio dessa funcao pode ser descrito pelo conjunto A

de tal forma que

A={reQi}

Concluimos também que o conjunto imagem é tal que

Im={ye€Qly>55}

Essas conclusoes estao na interpretacao do problema. Nesse contexto nao po-
demos assumir valores negativos para x e também nao podemos assumir valores

negativos para y. De acordo com esse exemplo, um cliente que permanecer dentro
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do carro UBER por exatamente 3 quilémetros terd que pagar um valor de R$ 13,00.

Em linguagem de funcao temos que
f(3)=55+2,53= f(3)=55+7,5

F(3) =13

Dizemos que 13 ¢ imagem de 3.

1.3.1 Representacao de uma funcao por meio de Diagramas

Considere uma funcao f qualquer, que relaciona os elementos do Dominio A com
os elementos do Contradominio B como ja vimos anteriormente. Podemos expressar

esse comportamento por meio de Diagramas.

Figura 1.1: Representacao por Diagramas

A exemplificagao por meio de diagrama nos permite visualizar com mais cla-
reza situacoes que podem ou nao caracterizar uma funcao. Observaremos isso no

problema a seguir.

Exemplo 1.7. Sabendo que A = {1,4,9} e que B = {—1,0,1,2,3,4,5,15}, de-
termine se as equacoes a sequir representam uma funcdo de A em B e, se sim,

determine seu conjunto tmagem.
a) g:y—z=1

b) [y —2=0
c)h:y—2x+3=0

Em todas as alternativas escreveremos as equagoes de maneira que y fique isolado.

Teremos entao:
a) g:y=x+1

b) fiyP—a
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c) h:y=2x-3

Na alternativa a) temos o seguinte diagrama:

N/

Figura 1.2: Alternativa a)

Observamos que ao substituir o valor de x pelos elementos 1 e 4 obtemos um
correspondente no conjunto B, pois f(1) = 2 e f(4) = 5. Entretanto, o valor de
f(9) = 10 ndo pertence ao conjunto B, ou seja, nao faz parte do Contradominio.

Portanto existe elemento em A que nao possui imagem em B.
Portanto g nao é uma fungao de A em B.

Na alternativa b) temos o seguinte diagrama:

/g

Figura 1.3: Alternativa b)

Apesar de todos os elementos do Dominio A possuirem um correspondente no
Contradominio B, nao podemos classificar a equacao f como funcao, pois ela vai
contra a Definicao 1.1 que afirma que cada elemento x pode possuir uma tunica

imagem. De acordo com o diagrama, visivelmente temos dois valores para f(1).
Portanto f nao é uma funcgao de A em B.

Quando analisamos o esquema de diagramas da alternativa ¢) percebemos a

diferenca entre os anteriores.

15



Figura 1.4: Alternativa c)

Observamos que esse esquema esta de acordo com a definicao 1.1, pois para cada
um dos trés elementos do conjunto A temos um unico correspondente no conjunto

B.

Portanto A é uma funcao de A em B.

1.3.2 Representacao Grafica de uma Funcao

No decorrer deste trabalho, estaremos em constante contato com a representacao
grafica das fungoes, bem como seu comportamento no plano. Para isso, temos que
ter a nocao bem construida do plano cartesiano.

De acordo com [17], o Plano Cartesiano é um plano determinado pelo sistema
de eixos ortogonais x (eixo das abscissas) e y (eixo das ordenadas), que o dividem
em quatro regides denominadas de quadrantes. Cada um dos pontos do plano
cartesiano é composto por uma coordenada horizontal (x) e uma coordenada vertical
(y). Esse ponto pode ser chamado também de par ordenado. Portanto, o ponto

A é formado por x4 e ya,

A= (anyA)

Eixo das Ordenadas (y)
2° quadrante 1° quadrante

i Eix0 das Abscissas (x)
5 -4 -3 =2 - o 1 2 3 4 5

3° quadrante 4° quadrante

Figura 1.5: Plano Cartesiano
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A respeito do plano cartesiano podemos fazer algumas observagoes importantes,

como:
i) Cada par ordenado representa um ponto especifico no plano cartesiano.

ii) Para identificar em qual quadrante um determinado ponto se encontra é ne-
cessario analisar os sinais de suas coordenadas. Dado um ponto A = (x,y)

temos que:

I) sex >0ey>0o0ponto A pertencera ao 1° quadrante.

IT

se x < 0ey>0o0ponto A pertencera ao 2° quadrante

IIT) se x < 0 ey <0 o ponto A pertencerd ao 3° quadrante

)
)
)
IV) se z > 0 ey <0 o ponto A pertencerd ao 4° quadrante

Definigao 1.8. O grdfico de uma fungdo € o conjunto de todos os pontos (x,y) do

plano cartesiano de tal forma que satisfa¢a a condi¢ao de y = f(x).

No exemplo a seguir, poderemos visualizar o comportamento de uma funcao,

bem como a construgao de seu gréfico.

Exemplo 1.9. Uma pesquisa sobre a reproducao de um determinado réptil constatou
que sua populacao aumentava de acordo com o tempo, levando em consideracao um
ambiente favordvel e sem agoes externas que alterassem os dados colhidos. Fou
criado um modelo matemdtico para estabelecer a quantidade de répteis (P(z)) de

acordo com o passar dos anos (x), cuja lei de formagao é P(x) =5 - 2",

A partir dessas informacoes, vamos esbocar o grafico e ressaltar informagoes
importantes.

Percebemos inicialmente que o Dominio (A) é dado em anos e é contado a par-
tir do inicio do experimento. Portanto o Dominio nao podera ser negativo. Outra
observagao importante é em relacao ao Conjunto Imagem (/m). Como estamos tra-
balhando com nimeros de animais, s6 poderemos ter niimeros inteiros nao negativos.

Portanto teremos:

A={zr e Qi}

Percebemos também que a imagem no instante inicial, para ¢t = 0, é 5, ou seja,

P(0) = 5. Portanto teremos que o Conjunto Imagem serd
Im={zx€Z/x > 5}

Vamos analisar a partir de alguns valores o comportamento dessa fungao bem
como a construcao do seu grafico. Ja vimos o valor de P(0) e com poucos calculos
encontramos os valores de P(1) = 10, P(2) =20 e P(3) = 40
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Figura 1.6: Determinagao dos Pontos

Observamos, depois das marcagoes dos pontos, o comportamento do gréfico e a

caracteristica da curva que a fungao define.

50

Populagdo (y) ;

(3, 40)

tempo (x)

Figura 1.7: Esbogo do Grafico da Fungao P(z) do Exemplo 1.9

1.3.3 Identificacao de uma fungao a partir do grafico

De acordo com a definicao 1.1, ao atribuir um valor para a varidvel x, obte-
mos uma unica imagem y correspondente. Com base nessa defini¢ao, conseguimos

identificar se um grafico representa ou nao uma fungao. Observe os graficos a seguir:
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Figura 1.8: Grafico 1

Figura 1.9: Gréafico 2

O Grafico 1, Figura 1.8, nao representa uma funcao. Observe que para r = 1

temos dois correspondentes no eixo das ordenadas, y =3 ey = —3

Ja no Gréfico 2, Figura [1.9], temos a representacdo de uma fungdo. Observe

que para cada valor de x temos um tnico correspondente em y.

1.3.4 Raizes e sinais de uma funcao

Nesse tépico estudaremos os sinais de uma fungao bem como seu comportamento.
Para melhor exemplificar o que queremos vamos esbocar o grafico da funcao f :
R — R cuja lei de formagao seré f(x) = 4— 2. A curva que obteremos é chamada
de parabola. No capitulo 3 abordaremos as caracteristicas da funcao quadratica

com maiores detalhes e mostraremos suas aplicagoes.
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Wl | = o A | do e
ol w b6l wl o b=

Figura 1.10: Grafico f(z) = 4 — z?

Definicao 1.10. Os pontos de intersecao de uma fung¢ao com o eizo das abscissas
sao chamados de Ratzes da funcdo, ou seja, para que um ponto seja denominado

raiz da funcao, sua ordenada € iqual a zero.

Na pardbola 1.10 identificamos duas raizes, os pontos (—2,0) e (2,0)

De acordo com a Defini¢ao [1.2], a varidavel y estd em funcao da varidvel z. Ao
estudar o Sinal da Funcao podemos dizer que iremos estudar o sinal de y em
relagao ao comportamento de x. Pelos conceitos de plano cartesiano, y sera positivo
no 1° e 2° quadrantes e sera negativo no 2° e 4° quadrantes. No grafico a seguir,

percebemos que:

flx) > 0Vr e {-2<x <2}

flz) < OVx € {x < =2} U{z > 2}

Figura 1.11: Estudo do Sinal
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Definicao 1.11. Em uma funcao f de A em B, considere dois numeros quaisquer
a ¢ b do Dominio e suas respectivas imagens f(a) e f(b). Sea > b e f(a) > f(b)

chamamos essa funcao f de uma fungcao crescente naquele intervalo analisado.

Definicao 1.12. Em uma funcao f de A em B, considere dois nimeros quaisquer
a e b do Dominio e suas respectivas imagens f(a) e f(b). Se a > b e f(a) < f(b),

chamamos essa funcao f de uma funcao decrescente naquele intervalo analisado.

Para exemplificar essas duas definicoes anteriores, podemos analisar o gréafico da
Figura [1.10]. Em particular, nessa fun¢ao quadrética, conseguimos identificar um
intervalo crescente e um outro decrescente a partir do ponto (0,4). A figura a

seguir deixa bem claro esses intervalos.

(0.4}

} (3,-5)

Intervalo Crescente Intervalo Decrescente

Figura 1.12: Intervalos Crescente e Decrescente

Nesse grafico, para z < 0 temos a funcao f crescente e para z > 0 temos a

fungao f descrescente.

1.3.5 Funcao Par e Funcgao fmpar

Defini¢ao 1.13. Dada uma funcao f que satisfaz a condigdao de f(z) = f(—x) para
todo x pertencente ao Dominio da funcao, essa funcdo € classificada como Fung¢ao
Par.

4

Por exemplo: Considere a fungao f : R — R, tal que f(z) = z*. Podemos

esbogar seu grafico da seguinte maneira:
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Figura 1.13: Funcao Par

Podemos notar que f(1) = f(—1) =1, f(=2) = f(2) = 16 e assim sucessiva-
mente. Além disso, podemos observar que o grafico da funcao f é simétrico em

relacao a y. Dizemos entao que essa funcao f é uma fungao par.

Defini¢ao 1.14. Dada uma funcdo f que satisfaz a condi¢io de f(—x) = —f(z)
para todo x pertencente ao Dominio da funcdo, essa funcao € classificada como

Funcao I mpar.

Por exemplo: Considere a fungao f : R — R, tal que f(z) = z®. Podemos

esbocar seu gréafico da seguinte maneira:

Figura 1.14: Funcao fmpar

Destacamos f(1) = 1, f(2) = 8, f(—-1) = —1 e f(—2) = —8. Claramente
observamos a condi¢ao destacada na Definicao 1.14 e ainda destacamos que o grafico

de f é simétrico em relacao a origem. Portanto f é uma fungao impar.

1.3.6 Funcao Injetora, Sobrejetora e Bijetora

Definicao 1.15. Uma funcao f : A — B ¢é chamada de Ingetora quando cada
elemento de A tem uma tmagem distinta de qualquer outra imagem em B.
Portanto, dados x1 e x9 em A tem-se f(x1) # f(xa).

Definigao 1.16. Uma funcao f : A — B é chamada de Sobrejetora quando o
Congunto Imagem [Im] de f € igual a B, ou seja, todo elemento do contradominio

¢ imagem da funcao f.
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Definicao 1.17. Uma funcao f : A — B é chamada de Bijetora quando ela €,

ao mesmo tempo, injetora e sobrejetora.
O exemplo a seguir, nos dard uma representacao das defini¢oes anteriores.

Exemplo 1.18. Classificaremos a func¢ao f: A — B em Injetora, Sobrejetora ou
Bigetora. Com A ={2,3,4,5} e B=1{4,5,6,7} e f(z) =2+ 2.

A solugao em diagrama nos permite ter uma vizao clara do comportamento dessa

funcao.

Figura 1.15: Exemplo de Bijecao

Observamos que cada elemento de A possui um tinico e diferente correspondente
em B, portanto Injetora. Percebemos também que todos os elementos de B sao
imagens de algum elemento de A, portanto Sobrejetora. Concluimos que a fungao

f é Bijetora.

1.3.7 Funcao Composta

Definicao 1.19. Dadas duas funcoes f : A — B e g: B — C, podemos chamar
de Fungcao Composta de g com f a funcao g(f(z)) : A — C para qualquer
xr € A. Notagio: g(f(x)) =90 f(x)

A situagao a seguir pode exemplificar bem claramente o comportamento e a

utilizagao da funcao composta.

Exemplo 1.20. Um técnico de um site de downloads de misicas decidiu criar uma
relagdo que permitia calcular a quantidade média de downloads em Megabytes (MB)
por hora. Para isso ele usou dois dados que possuia: e sabia que, em média, ocorriam
uns 15 acessos por hora e também que a cada acesso, em média, seriam feitos 22

MB de download. Crie uma funcao f que faca a relagdo que esse técnico necessita.

Incialmente moldaremos as duas fungoes que conhecemos com seus respectivos
dominios e imagens, assim como as letras para definir as grandezas que trabalhare-
mos.

A serd o conjunto das horas transcorridas, B o conjunto dos niimeros de acessos

e C' o conjunto das quantidades de MB de downloads. As horas transcorridas,
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nimeros de acessos e quantidade de download serao, respectivamente, t, a e d.

Portanto teremos a fungao f: A — B e a fungdo g : B — C. Portanto teremos:
f=a=15-1
g—d=22-a
Para criar a relacao de d e t, substituiremos f em g e obteremos:
g=22-(15-t) — ¢g(t) =330 -t

Portanto
g O f =330t

A construcao de um esquema de diagramas deixa bem evidente o que acontece

em uma fungao composta. Veja o esquema a seguir:

Quantidade
de Downloads (MB)

A i B g C

Nimero de horas Nimero de acessos

Figura 1.16: Funcao Composta

1.3.8 Funcao Inversa

Definigao 1.21. Sejam f: A— B eg: B — A, funcoes Bijetoras. Considere
um a € A e um b € B quaisquer, de tal modo que f(a) =b. Se g(b) = a, para todo

a e b, entao podemos classificar que a funcdo g ¢ Inversa de f. Notacao

O exemplo a seguir nos permite analisar mais claramente como se comporta uma

funcao inversa.

Exemplo 1.22. Considere um cubo de lado x. Vamos analisar duas funcoes, f e g
bijetoras, em relacao a esse cubo. A funcao f ird relacionar o lado do cubo com seu

volume e a funcao g ird relacionar o volume do cubo com seu respectivo lado.
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Podemos criar facilmente as duas leis de formagao, para x € R,..

A e T
s S / 7 [
|| ‘ s _1__ i \" . || ! - | [ .y |
\ /-_-i ) Y | s N Y )
" ///,--;Ja = i N, / \ e “\‘x.\\ 4 ,"II
T ; /
\\.,,__5 ' /// \\_ - 12’5/ \\125 _,.-// N ;\' _5 7
f:A— B g:B— A

Figura 1.17: Funcao Inversa

Existe uma caracteristica presente em todas as Funcgoes Inversas. Se um ponto
A = (a,b) pertence a uma funcao bijetora f, entdo podemos afirmar que o ponto
B = (b,a) pertence a inversa de f. Com isso, o grafico de f(z) serd simétrico ao
grifico de f~!(z) em relagao A bissetriz dos quadrantes impares (y = ).

Para determinar a lei de formacao de uma funcao inversa, podemos utilizar uma
estratégia interessante que serd apresentada a seguir e chamada de regra pratica

da funcao inversa. Essa regra é utilizada para funcoes do 1° grau [2.1].

Observacao 1.23. Regra Prdtica da Funcao Inversa:
Dada uma funcao f(x), bijetora, a lei de formagdo de sua inversa f~'(x) serd

determinada sequindo as sequintes estratégias:
i) Na lei de formagdo original, troca-se o x por f(x), ou seja, troca-se x por y.

ii) Em sequida, isola-se y em fun¢do de x para obter a lei de formagao da inversa.

O exemplo a seguir permite visualizar melhor essa regra, bem como a simetria

dos graficos.

Exemplo 1.24. FEsboce o grdfico das fungoes f : R — R e g: R — R sabendo
que f(x) =2z —1 e g(x) € a inversa de f(x).

Solugao: Aplicando a regra pratica da fungao inversa [1.23], teremos que g(x) seré:

Escreveremos a fungao f(x) como y = 2z — 1.
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i) Primeiro trocaremos y por z.

r=2y—1

ii) Em seguida isolaremos y

1
2u=x+1=—=y= L —5
1 r+1 . L
Portanto temos que f~'(z) = 5 Em seguida, esbocaremos os dois gréficos

pedidos.

Figura 1.18: Grafico da Fungao Inversa

Observamos os pontos destacados em suas funcoes bem como seus respectivos
simétricos em relacao a bissetriz dos quadrantes impares.

Nos capitulos 2, 3 e 4, apresentaremos contextualizagoes para as defini¢oes pro-
postas nesse capitulo com as ciéncias abordadas no Ensino Médio (Quimica, Fisica,

Biologia e Geografia).
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CAPITULO 2

FUNCAO DO 1° GRAU E SUAS
APLICACOES

Neste capitulo, definiremos os conceitos basicos da funcao do 1° grau a nivel
de Ensino Médio e, posteriormente, contextualizaremos essa funcao destacando os
conceitos bésicos de funcao estudados no Capitulo [1] desse trabalho. Para reali-
zar tal analise, utilizaremos exemplos de outras disciplinas como Fisica, Quimica e
Geografia.

As defini¢oes presentes nesse capitulo foram escritas com base no estudo de
titulos como [12], [15], [17], [18], [19], [21] e [22].

2.1 Funcao do 1° grau

Definigao 2.1. Uma fungao f(x) é denominada fungdo do 1° grau quando sua

lei de formagao é um polinomio do 1° grau. Portanto sua leit de formagao é
fx)=a-z+b

onde a,b € R e a é chamado de coeficiente angular e b é chamado de coeficiente

linear.

2.1.1 Grafico da Funcao do 1° grau

O gréfico da funcao do primeiro grau comporta-se linearmente, ou seja, o esbogo
desse grafico é uma linha reta no plano cartesiano. Essa caracteristica linear é resul-
tado da variavel x de expoente 1 multiplicado pela constante real a que representa

a inclinacao dessa reta.

Definicao 2.2. O Coeficiente Angular a, também chamado de taxa de va-
riacgao, ¢ responsavel pela inclinacao do grdfico da funcdo do 1° grau. Este coefici-

ente € constante em todo intervalo do Dominio.
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Para calcular essa constante, utilizaremos dois pontos, A = (z,,9,) € B =
(xp, yp), que pertencem ao grafico de uma funcao do 1° grau f(x) = ax + b.

O coeficiente a é a tangente do angulo a que é formado pelo grafico da funcao
com o eixo das abscissas.

Calculando a tangente de « teremos:

- YUp — Ya
Ty — Tg

a=tga

A partir dessa definicdo, podemos concluir que o comportamento do grafico da
funcao do 1° grau varia de acordo com essa inclinacao « e, portanto, afirmar que
quando 0° < o < 90° essa funcgao serd crescente, quando 90° < o < 180° a funcao
serd decrescente e quando o = 0 sua funcao serd constante. Os gréaficos a seguir

demonstram essas afirmacgoes.

)

Figura 2.1: tga > 0 pois 0 < a < 90°

Yo

Figura 2.2: tga < 0 pois 90° < a < 180°

Yo=Y

Figura 2.3: tga = 0 pois a =0
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Podemos resumir que:
a >0 — fungao crescente.

a < 0 — funcao decrescente.

a =0 — funcao constante.

Observacao 2.3. fingulo igual a 90° Quando o = 90°, a reta representada no

plano cartesiano serd paralela ao eizo das ordenadas como mostra a figura sequir:

Figura 2.4: o = 90°

A equagao, cujo modelo é x = a com a € R, nao atende a Defini¢ao [1.1], pois
o dominio a possuird mais de uma imagem em y. Portanto grdficos do tipo x = a

nao representam funcoes.

2.1.2 Pontos de intersecao com os Eixos Coordenados

Os pontos de intersecao da funcao do 1° grau com os eixos = e y sao extrema-
mente cobrados em exercicios em diversos vestibulares. Baseado nessa relevancia,

apresentaremos as seguintes definigoes:

Definicao 2.4. O ponto de intersecao com o eixo das ordenadas implica que sua
abscissa € igual a zero (v = 0). Substituindo esse valor na lei de formagao f(x) =

ax + b teremos o ponto (0,0).

Podemos afirmar que uma reta no plano cartesiano sempre tera sua intersecao

no eixo das ordenadas na altura do coeficiente linear b.

Definicao 2.5. O ponto de intersecao com o eixo das abscissas x, raiz da fungao,
implica que sua ordenada € igual a zero (y = 0). Substituindo na lei de formag¢ao
teremos:

y=ar+b=—=ar+b=0

r=—-
a
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Além da funcao constante, crescente e decrescente que observamos em [2.1], [2.2]
e [2.3], respectivamente, podemos classificar a fungao quanto a variagao do coeficiente

linear:

Defini¢ao 2.6. Quando, em uma funcao do primeiro grau f(x) = ax +b, b =0
podemos denomind-la de fung¢ao linear, cuja caracteristica é a intersecao com o

ponto (0,0) (Origem dos eizos coordenados).

f(x) =ax

origem (0,0}

Figura 2.5: Fungao Linear — f(z) = ax

Uma observagao bastante relevante quando trabalhamos com a fungao linear é
que as variaveis x e y sao diretamente proporcionais, a razao entre elas sera
sempre uma constante. Essa constante de proporcionalidade é o coeficiente angular
a.

Se f(z) =y, de acordo com a defini¢ao [2.6] teremos:

<

y=a-r—a=~—
x

Dizemos que y é diretamente proporcional a x e que x # 0.

Defini¢ao 2.7. Quando temos, em uma func¢ao do primeiro grau f(xr) = ax + b,

com a,b # 0 podemos denomind-la de fun¢ao afim.

O gréfico a seguir, destaca os pontos de intersecao citados nesta subsecao.

v

(e
\

Figura 2.6: Pontos de interse¢ao da Funcao Afim

Qo

.0
/
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2.2 Aplicagoes

Nesta secao vamos utilizar algumas contextualizagoes para funcao do 1° grau
com o objetivo de identificar os conceitos iniciais da matéria func¢ao, mencionadas
do Capitulo [1].

O objetivo deste capitulo, assim como nos demais, é utilizar algumas situacoes
contextualizadas com outras disciplinas para identificar a aplicacao do conteudo de
funcoes. Nao temos a intencao de mostrar todas as situagoes envolvendo a fungao
do 1° grau, bem como as demais fungoes que serao abordadas, nosso foco é utilizar

alguns exemplos envolvendo-as.

2.2.1 Fisica

Na cinematica, parte da fisica que estuda a caracteristica dos movimentos de
corpos ou particulas, conseguimos varias associacoes com funcao. Dentro desse
conteudo, podemos ter variagoes de velocidade, aceleracao e posicao de objetos em
relacao a um determinado tempo. Em cada tipo de movimento diferente, temos uma
funcao associada e, assim, comportamentos diferentes dos graficos.

Esses tépicos em fisica sao importantes ferramentas no ensino do conteiido de
funcoes, pois essas ideias sao facilmente contextualizadas no cotidiano do aluno,
do final do Ensino Fundamental e inicio do Ensino Médio. Exemplos como deslo-
camento, aceleracao e velocidade de automoveis, langcamento de bolas, dardos ou
qualquer objeto de facil acesso ao aluno e a proépria gravidade da terra nao exi-
gem uma explicacao muito complexa para que o aluno perceba o comportamento da
funcao, bem como suas caracteristicas, despertando assim o interesse no principal
conteido desse trabalho.

A seguir definiremos alguns tépicos da cinematica para nos ajudar a relacionar
com o estudo de fungoes. Os contetidos que serao apresentados, sintetizados, através
de pesquisas com materiais de Ensino Médio de fisica, como [8] e [19], tem como
objetivo apresentar de forma superficial e objetiva a ideia central das disciplinas,
para criar um elo com o contetddo de funcao. Para maiores detalhes dos contetidos

definidos em sequéncia, consultar os titulos mencionados nesse paragrafo.

Definicao 2.8. A wvelocidade escalar média (V,,) é a razao entre a distancia percor-

rida (AS) pela variagao do tempo (At).

_AS

V===
At

A variagao da distancia (AS) é a diferenga entre a posicao final (S) pela posi¢ao
inicial (Sp) do objeto, ou seja, AS =S — Sp.

A variagdo da tempo (At) é a diferenga entre o tempo final (¢) pelo tempo inicial
(to) do objeto, ou seja, At =t — ty.

31



A velocidade, instantanea, escalar ou média, no Sistema Internacional de Medi-

metros m
das (SI), é medida em metros por segundo, ou seja, ———— = —.
sequndo s

Definicao 2.9. Quando um determinado objeto desloca-se por uma distancia AS,

em um determinado intervalo de tempo At e mantém uma velocidade constante,

nomeamos esse movimento como Movimento Uniforme (MU). A velocidade v é

constante em todo o trajeto. Portanto v =

At
Assumindo que o tempo inicial #, de um movimento é igual a zero, ou seja,

to = 0, teremos a seguinte equagao:

S =Sy + v -t (Fungao horaria da posigao no MU)

Vamos utilizar o contetiiddo do Movimento Uniforme para destacar caracteristicas

de uma func¢ao no exemplo a seguir:

Exemplo 2.10. (FUVEST - SP - 2009) Marta e Pedro combinaram encontrar-se em
um certo ponto de uma autoestrada plana, para sequirem viagem juntos. Marta, ao
passar pelo marco zero da estrada, constatou que, mantendo uma velocidade média
de 80 km/h, chegaria na hora certa ao ponto de encontro combinado. No entanto,
quando ela jd estava no marco do quilometro 10, ficou sabendo que Pedro tinha se
atrasado e, so entao, estava passando pelo marco zero, pretendendo continuar sua
viagem a uma velocidade média de 100 km/h. Mantendo essas velocidades, seria
previsivel que 0s dois amigos se encontrassem proximos a um marco da estrada com

indicacao de
a) km 20
b) km 30
c) km 40
d) km 50
e) km 60

Aplicagoes em Funcgao:

Utilizando a fungao hordria da posicao citada na Defini¢ao [2.9] conseguiremos
montar uma fungao para Pedro e uma para Marta. O exercicio pede que descubra-
mos o marco da estrada (posi¢ao) em que Pedro e Marta se encontrarao depois de
terem se deslocado por um tempo t. Para construir nossas funcoes vamos inicial-
mente denotar a posi¢do de Marta em fungao do tempo por S,,(t) e a posicao de

Pedro em fungao do tempo como S,(%).
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i)

i)

Leis de Formacgao

Quando Pedro inicia seu deslocamento no marco zero da estrada, Marta ja esta
no marco de 10 km, portanto, para trabalharmos com a mesma unidade tempo
utilizaremos que a posi¢ao inicial de Marta, quando Pedro comeca a se deslocar,
¢ 10 km, ou seja, no tempo t = 0 Marta estava na posicao de 10 km enquanto

Pedro estava comecando seu deslocamento no marco 0 km da rodovia.

Como a velocidade em ambos é constante, podemos afirmar que para cada
unidade de hora, Marta se deslocara 80 km e Pedro 100 km. Observado essa
regularidade podemos afirmar que a posicao de Marta (S,,(t)) e a posicao de

Pedro (S,(t)) em funcdo do tempo ¢ sera:
Sm(t) =104 80 -t
S,(t) =100 - ¢

Comparando com os topicos estudados nesse capitulo, conseguimos perceber
que ambas fungoes, S,,(t) e S,(t) sdo do primeiro grau. A fungdo S, tem os
coeficientes angular e linear diferentes de zero, portanto podemos classifica-la
como uma fung¢ao afim(2.7]. J4 a fun¢ao S,(t) tem o coeficiente linear igual a

zero, caracteristica de uma funcao linear[2.6].

Dominio e Conjunto Imagem da Fungao

A proposta do exercicio é que Marta e Pedro permanecam nas respectivas
funcoes (posigao S em funcdo do tempo t) S,,(t) e S,(t) até se encontrarem
no ponto requisitado para, a partir dai, seguirem viagem juntos. Vamos consi-
derar esse ponto de encontro como F, cujas coordenadas serao t, (tempo) e s,

(posigao), e logo em seguida determinar o dominio e Imagem das fungoes.

Percebemos, ao analisar as leis de formacao e comparar com as defini¢bes pro-
postas no capitulo, que ambas sao fungoes crescentes, de acordo com a Definicao
[2.1]. O tempo do trajeto percorrido por Pedro varia de zero até o tempo que
eles precisam para se encontrar (tempo final). Portanto o Dominio da fungao
Sp(t) de Pedro seré:

D={zeR|0<z<t}

No Dominio da fungao S,,(t) o tempo final serd o mesmo (tempo para o en-
contro), mas quando ¢ = 0, momento em que Pedro comega seu deslocamento,
Marta j& estava se movimentando na estrada. Para descobrirmos qual foi o
tempo inicial em que Marta comecou seu movimento, em relagao ao tempo zero
proposto pelo exercicio, iremos considerar que nesse momento a posi¢ao na es-

trada de Marta é no marco zero, portanto S,,(t) = 0. Teremos entdo o seguinte
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iii)

tempo:
1
Sm:0—>0:10+80-t—>t:—§

1
t=—=out=-0,125
8011

O sinal negativo do tempo significa que ele foi considerado antes do tempo zero,
ou seja, antes da hora em que Pedro iniciou seu movimento, como ja sabiamos
pelo enunciado. Descobrimos entao que o Dominio da fun¢ao de .S,, sera:

1

D=<teR|—=<t< 1,

8
O Conjunto Imagem de ambas funcoes terao a coordenada s, como posi¢ao
final, mas seus valores iniciais serao diferentes. Para t = 0, valor inicial do

dominio de Pedro, teremos S,(t) = 0. O conjunto imagem de S,(t) sera:

I, ={seR|0<s<s.}

O conjunto imagem de S,,(t) serd a partir da posigao S,, = 0 quando seu tempo
serd de t = —0,125, como vimos anteriormente. Portanto o conjunto imagem
de Sy, (t) sera:

I,={reR|0< 2 <s.}

Ponto de Intersecao das Fungoes

O ponto E = (t., s.) traduz, na pratica, quanto tempo (t.) Marta e Pedro irao
precisar para chegarem na mesma posi¢ao (s.). Para descobrir a posi¢ao de

encontro teremos S,,(t) = S,(t) que implica:

Sp(t) = S,(t) — 10+ 80 - £ = 100 - ¢

10
20t =10 —t=—
20

t = 0,5 horas

Substituindo o valor ¢ = 0,5 em uma das fungoes, S,, por exemplo, teremos o

valor da posicao de encontro.
Sm(0,5) =10+80-(0,5) — S,,(0,5) = 10 + 40
S (0,5) = 50 km

Pode-se concluir que Marta e Pedro se encontraram no marco de 50 km da

estrada em que estavam depois de 30 minutos de viagem.
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iv)

Esbogo do Grafico das Funcoes

Com as informagoes adquiridas no subitem [iii)], podemos esbogar o grifico das
funcoes Sy, (t) e Sy(1).

y (Posicdo na estrada)

Ponto de intersecéo das fungdes
50 ']

0 X (tempo em horas)

Figura 2.7: Grafico de S,(t) e Sy, (%)

O ponto de intersecao destacado no gréafico traduz o ponto de encontro exigido

pelo problema.

Funcao Inversa

Pela Definicao 1.15, podemos perceber pela caracteristica da funcao do primeiro
grau e também pela andalise do grafico, que ambas fungoes sao injetoras. Con-
siderando que os contradominios das fungoes S,,(t) e Sy(t) sao iguais aos seus
respectivos conjuntos imagem, afirmamos que S,,(t) e S,(t) sdo sobrejetoras

e, com isso, concluimos que elas serao bijetoras.

A partir das conclusoes no paragrafo anterior, S,,(t) e S,(t) possuirdao uma

fungao inversa que serd denominada de S! e Sy ! respectivamente.

Aplicando a regra prética da fungdo inversa [1.23], teremos que as leis de

formacao de S, '(z) e S, ' (x) serdo:

~ 10
Sl (z) ==
S =T
1y — L
b () =100

Assim teremos o tempo S~ em funcao da posicao x. Esbocando os graficos das

inversas no plano cartesiano, teremos:
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v (tempo)

Ponto de Intersegéo
(ponto de encontro)

X (posicdo na estrada)
0 60 70

0,125 /

Figura 2.8: Inversas de S;'(z) e S, '(z)

vi) Fungao Impar

Vamos tomar a equacao da posicao de Pedro em funcao do tempo, porém, com
Dominio e Contradominio igual ao conjunto dos niimeros Reais R. Chamando
essa fungao de f(x) terfamos f: R — R |f(z) = 100z.

Tomando um valor a do Dominio, terfamos que f(a) = 100 - a e, tomando o

tempo oposto, -a do Dominio, terfamos que

f(=a) =100 (—a) — f(—a) = —100-a

Portanto f(—a) = —f(a), o que caracteriza uma fungao impar, de acordo com
Definicao 1.14.

Podemos afirmar, ainda, pela demonstragao anterior, que uma func¢ao horéria
da posicao no Movimento Uniforme é impar se o movimento se inciar na posi¢ao

zero, ou seja, se ela for linear.

Percebemos com esse exercicio e as aplicacoes nele contidas o quao importante
¢ a contextualizacao de uma disciplina com a introducao do conteido de fungao.
Uma vez que é associado a introducao de funcao as variagoes de movimento, por
exemplo, o aluno deixa de resolver um exercicio de forma mecanica (somente utili-
zando férmulas) e passa a enxergar cada exercicio sobre fungoes, ou, nesse caso, de
movimento uniforme, como um exercicio que requer interpretacao e associacao de
disciplinas que, no entendimento do aluno, seriam independentes.

Uma outra classe de movimento, ainda em cinematica, é aquele em que a ve-
locidade nao é constante, mas varia com o passar do tempo, ou seja, a velocidade
apresenta variacoes em determinados intervalos de tempo, classificamos esse movi-

mento como Movimento Acelerado. Essa variacao é denominada de aceleragao
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escalar instantanea, a, que representa a variacao da velocidade por uma variagao

do tempo. Podemos calculé-la da seguinte maneira:

AV

"= A

No sistema internacional de medidas (SI), temos que AV é dado em metros por
segundo () e o At em segundos (s), portanto, no SI, a aceleragao a serd em 75

(metros por segundo ao quadrado).

Definicao 2.11. Quando temos um movimento acelerado em que a aceleracdo €
constante em todo seu percurso, podemos chamd-lo de Movimento Uniforme-
mente Variado (MUV).

Neste movimento podemos escrever a aceleracao como

AV Vi—VW
o=

Qg = — — —
At t — to

Desenvolvendo essa igualdade e considerando ¢y = 0 (tempo inicial igual a zero),

teremos:

thira=Vi—-Voy—Vi=VW+a-t;

Definigao 2.12. A igualdade V = Vy+a-t é denominada de fungao hordria da
velocidade, em que V' ¢ a velocidade no instante t, Vi a velocidade inicial e a, a

aceleracao.

Podemos perceber que a equacao da funcao horaria é uma lei de formagcao de
funcao do 1° grau, Defini¢ao 2.1, ou seja, representa no plano (velocidade X tempo)

uma reta, como na figura a seguir:

v (velocidade em mfs) V=Vitat
= Vo + .

Area da Regido = Distancia percorrida

i ] t (tempo em s)

Figura 2.9: Velocidade x Tempo = Distancia Percorrida

Definicao 2.13. Dado um plano cartesiano Velocidade X Tempo temos que a drea
sob a curva do grdfico, em um dado intervalo de tempo, € numericamente igual

ao deslocamento percorrido pelo movel estudado.
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Calculando a area do trapézio destacado na Figura 2.9 teremos:

(VB + VA) . (tB — tA)
2

Considerando Vg como a funcao horaria V =Vy+a-t, Vo=V, ta=0etp =t

AS =

teremos uma nova relacao no MUV:

-t t - 12
Vota-t+Vo)t | ng_vy.14 @

AS =
2 2

Definigao 2.14. Vamos considerar essa equagao como fung¢ao hordria da posicao.

Considerando AS = S — Sy (variag¢do da posi¢ao) teremos que:

a-t?
2

S=5+W-t+

Definicao 2.15. Utilizando a func¢ao hordria da velocidade V = Vo +a -t [2.12] e
a fungdo hordria da posicao [2.14], consequimos obter uma nova equagdo que ndao

depende do tempo. Conhecida como Equac¢ao de Torricels.
VE=Vi+2-a-AS

Essas sao as principais fungoes utilizadas no inicio do Ensino Médio para traba-
lhar com as grandezas propostas no Movimento Uniformemente Variado. O objetivo
do trabalho nao é citar, detalhadamente, o conteido de MUV, para um estudo mais
aprofundado e tedrico sobre o contetdo citado pode-se consultar [8].

O exemplo a seguir, da Universidade Federal de Santa Maria, nos permite anali-
sar alguns pontos importantes de uma fungao como analise de Dominio e Conjunto

Imagem, lei de formacao, entre outros comportamentos.

Exemplo 2.16. (UFSM - 2012) O grdfico a sequir representa a velocidade de um

objeto lancado verticalmente para cima, desprezando-se a acao da atmosfera.

v (m/s)

20
10 \

0 1 2~3 4 t(s)
_10} ;
_20. ________________ '

Assinale a afirmativa INCORRETA:
a) O objeto atinge, 2 seqgundos apds o langcamento, o ponto mais alto da trajetoria.

b) A altura mdzima atingida pelo objeto é 20 metros.
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c) O deslocamento do objeto, 4 sequndos apds o lan¢amento, € zero.

d) A aceleragdo do objeto permanece constante durante o tempo observado e € igual

a 10 m/s*.

e) A wvelocidade inicial do objeto é igual a 20 m/s.

Aplicacoes em Funcao:

i)

i)

Interpretacao do Grafico - Dominio e Conjunto Imagem

O gréfico apresentado no exercicio relaciona a velocidade (eixo das ordenadas),
em metros por segundo, com o tempo (eixo das abscissas), em segundos. A
curva mostrada possui intervalos no Dominio (possiveis valores de t) e no o

Conjunto Imagem (possiveis valores de v), que serao:

D={teR0<t<4}

I, ={veR|-20 < v <20}

Lei de Formacgao da Funcgao

No grafico, a velocidade diminui de acordo com o decorrer do tempo. Com
base nessas informacoes adquiridas no grafico, afirmaremos que esse grafico é

decrescente.

Podemos perceber que a curva em questao é reta, que é uma das caracteristicas
principais da fungao do 1° grau, cuja lei de formagao é f(x) = a-x + b. Para
melhor associagdo, chamaremos z =t = (tempo) e f(t) = v (velocidade) e logo
em seguida descobriremos as constantes reais a e b utilizando dois dos pontos

presentes no grafico: O ponto (0,20) e o ponto (2,0).

Para o ponto (0, 20), teremos:

20=a-0+b—0b=20

Utilizando o ponto (2,0) e sabendo que b = 20, teremos:

0=a-24+20—2-a=-20— a=-10

Teremos que a lei que rege essa reta é f(t) = —10 - ¢ + 20.

A partir dessa informacao, associada com a andlise do gréafico, podemos testar

a veracidade de algumas alternativas do exercicio.

Podemos afirmar que a velocidade inicial do objeto, no momento ¢t = 0, é
20 m/s e que, no decorrer do movimento, sua velocidade vai diminuindo até

chegar em 0 m/s, quando ¢t = 2. Esse decrescimento é caracteristica de uma
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iii)

aceleracao negativa de —10 m/s*>. Como o langamento foi verticalmente para
cima, concluimos que no instante t = 2 o objeto deixa de subir e passa a descer
a partir do instante t = 2, portanto quando t = 2 o objeto atinge sua altura
maxima.

Concluimos, entao, pela andlise das informacgoes, que as alternativas a e e sao

verdadeiras, enquanto d ¢ falsa.

Grafico da Posicao x Tempo
Utilizando a fungao horaria da posicao, presente na Definicao 2.14, e atribuindo

os valores descobertos Vp = 20 m/s, Sy = 0 e a = —10 m/s?, teremos:

10 - ¢2
2

S(t) =20t —

Como a lei de formacao é uma funcao do 2° grau, que serda trabalhada mais de-
talhadamente no préximo capitulo, o grafico serda uma parabola cujo Dominio
serd o intervalo fornecido D = {t € R|0 < ¢ <4}. Esbocando o grafico em

questao, teremos:

2515 [posigao em metros)

S(t) — Posigao em funcgao do tempo

e

i
0 i t (tempo em segundos)
0 1 2 3 k1 5 6 7

Figura 2.10: Posicao X tempo

Analisando a parabola esbocada pela funcao descrita, é claro o comportamento
do objeto no decorrer do tempo. Fica visivel que o ponto méaximo da funcao
ocorre no instante t = 2 quando sua altura é de 20 metros e que, no final
dos 4 segundos, o objeto retorna a sua posi¢ao inicial S = Sy, portanto seu

deslocamento é zero.

Com os dados fornecidos pelo exercicios e, depois de uma anélise no grafico,
percebemos que o conjunto imagem da funcao da Posigao S(t) em relagao ao
tempo t sera:

I, ={r € R|0 <z <20}

Apoés essa andlise, confirmamos a veracidade das alternativas b e c.
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2.2.2 Quimica

Assim como na Fisica, boa parte dos conteidos da Quimica podem ser repre-
sentados através do contetudo de fungoes. Os conteidos que iremos citar, nao sé na
fungao do primeiro grau, sao ideias que podem ser facilmente contextualizadas com
o cotidiano do aluno do Ensino Médio para que ele possa, com uma linguagem menos
detalhada, mas bem intuitiva, associar o contetido de funcao dentro da Quimica.

Um bom exemplo de se trabalhar funcao é com a pressao de um gas dentro de um
recipiente fechado utilizando a teoria do Gas Perfeito ou Gas Ideal. Esse topico
da quimica admite que o gas, dito ideal, é aquele gas cujas particulas nao interagem
entre si e, consequentemente, possuem movimentos aleatérios fazendo com o que o
gas nao mude de fase (sélido ou liquido).

Alguns gases, em condigoes de temperatura e pressao normais, possuem a carac-
teristica muito préxima a dos Gases Ideais, portanto podem ser excelentes exemplos
para trabalharmos esse contetido. Para contextualizar esse conteido da Quimica,
teremos a nosso favor exemplos como a bola de futebol, basquete, volei e etc, buzinas
a ar, pneus de automdveis e outros objetos que exigem pressao de um gas para seu
funcionamento. Utilizando esses ou outros exemplos, conseguimos estabelecer uma
relacao da variagao da pressao em funcao de caracteristicas como temperatura,
volume do recipiente e volume do gas.

Estabeleceremos algumas definicoes para podermos trabalhar com o conteudo
mencionado. Faremos um resumo desse estudo para conseguirmos trabalhar com a
associacao ao topico principal do trabalho que é a funcao.

Para as defini¢oes a seguir, vamos considerar uma quantidade fixa da matéria do
gas, quantidade essa que chamaremos de n.

A primeira definicao que faremos serda uma relacao entre a pressao de um gas
com a variacao do volume em que ele se encontra, mantendo a temperatura do

experimento constante. Essa relacao é chamada de Lei de Boyle.

Definigao 2.17. A Lei de Boyle define que, em um experimento fechado onde
a quantidade de matéria do gds e sua temperatura nao se alteram (experimento
isotérmico), afirma-se que a pressio (P) € inversamente proporcional ao vo-
lume (V') do recipiente que armazena o gds. Em que k é a constante de proporcio-
nalidade.

P-V=k

Quando dizemos que duas grandezas sao inversamente proporcionais, podemos
afirmar que o produto delas serd sempre constante. O grafico a seguir mostra o

comportamento dessa variacao.
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Presséo (atm)

P-V=P4-Va=Py-Vg=k

Volume (Litros)

Figura 2.11: Pressao X Volume

Nessas e demais defini¢oes, utilizaremos Atmosfera (atm) como a unidade de
medida para pressao e para volume utilizaremos a escala do Litro (L).

Na definicao seguinte relacionaremos a pressao do gas mediante a variacao da
temperatura quando nao hé oscilagdo do volume do recipiente (experimento isovo-

lumétrico). Essa associagao ¢ conhecida como Lei de Charles.

Definigao 2.18. A Lei de Charles define que, em um experimento fechado onde a
quantidade de matéria do gds e seu volume nao se alteram, podemos afirmar que a

pressao (P) € diretamente proporcional a varia¢ao de sua temperatura T

Em que k € a constante de proporcionalidade.

Ao considerar duas grandezas diretamente proporcionais, afirmamos que razao
entre elas sempre respeitarda uma constante. Perceberemos o comportamento do

grafico dessa relagao a seguir:

Presséo (atm)

P o

Temperatura (K)

Ta Ty

Figura 2.12: Pressao X Temperatura
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No SI, a temperatura sera medida na escala de Kelvin (K) e a pressao na unidade
de atmosfera (atm).

Outra relagao estudada por Joseph Louis Gay-Lussac (1778-1850) foi a que as-
socia o volume de acordo com a variacao da temperatura, mantendo a pressao cons-

tante (experimento isobdrico). Essa regra é conhecida como Lei de Gay-Lussac.

Definigao 2.19. A Lei de Gay-Lussac define que, em um experimento fechado onde
a quantidade de matéria do gds e sua pressao nao se alteram, podemos afirmar
que o volume (V') do recipiente é diretamente proporcional a variacio de sua

temperatura (T').

T:k

Em que k ¢ a constante de proporcionalidade.

O comportamento dessa relacao pode ser representado de acordo com grafico a

seguir:
Yolums (L)
V Vi Vi k
T Ty Tn
g s e e e S A S :
Var---mmmmmmmmmmm :
i Temperatura (<)
T Ty

Figura 2.13: Volume X Temperatura

Utilizando as defini¢oes anteriores como parametros, foi desenvolvido uma relagao
que define a pressao de um gas em funcao das grandezas volume do recipiente (V),
temperatura (7') e quantidade de matéria do gas (n). Essa associagdo é chamada

de Equacao de Estado dos Gases, que possui a seguinte definicao:

Definigao 2.20. Em um experimento fechado, a pressio de um gds ideal (P) é
diretamente proporcional a temperatura (T) e a quantidade de matéria do gds (n) e

inversamente proporcional ao volume do recipiente (V).

pP-v

n-T =R

Em que R é chamado de constante universal dos gases, que so ird variar de

acordo com a unidade de pressao trabalhada.

P-V=n-R-T
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Na Definicao 2.18 e Definicao 2.19 percebemos o comportamento de uma fungao
linear em um determinado intervalo da temperatura. As caracteristicas da funcao
linear comegam desde a lei de formacao, que nao possui o termo independente b
[2.4], e também o comportamento do gréafico que pode ter origem no ponto (0,0) no
plano cartesiano, caso a temperatura seja zero.

O docente possui a sua disposicao um grande leque de exemplos, de facil inter-
pretagao, para associar o conteido de funcao com tépicos relevantes de Quimica,
estabelecendo assim um elo importante entre as duas disciplinas, desde o inicio do
Ensino Médio.

Essa estratégia é de extrema importancia no desenvolvimento do contetdo de
funcgao e de quimica ao longo do desenvolvimento do Ensino Médio. A razao é que,
com cada vez mais frequeéncia, os vestibulares nacionais mais importantes, assim
como o ENEM, estao exigindo que o aluno de Ensino Médio saiba interpretar, nao
sO as ciéncias isoladamente, mas a associacao delas, e a matéria funcao tem um
papel de grande relevancia nesse elo.

Para mostrar esse vinculo mencionado, utilizaremos uma questao do vestibular
de 2007 da Universidade Mackenzie, de Sao Paulo. Para melhor aproveitamento do
estudo, faremos uma alteracao na questao para destacar ainda mais a importancia

do contetido.

Exemplo 2.21. (Mackenzie-SP-2007-modificada) Um cilindro metdlico de 41 litros
contém 150 mols de argénio (massa de um mol = 40 g) e foi exposto a uma tem-
peratura de 27 ° C. Esse cilindro, fechado, foi aquecido até a temperatura de 50 °
C, alterando assim sua pressao interna. Qual foi a variacao percentual aprorimada

que a pressao sofreu com o aumento da temperatura?

Dado: R = 0,082 atm.L/(mol.K)

a) 9%
b) 8,7%
¢) 1%
d) 7,7%
e) 8,2%

Solugao: Esse é um exercicio tradicional de pressao de gases dentro de um recipiente
fechado e para resolvé-lo utilizaremos a equacao de estado dos gases presente na
Definicao 2.20.

P-V=n-R-T

Utilizaremos essa equagao para descobrir a pressao inicial (quando a temperatura

é de 27° C) e a pressao depois do aumento da temperatura (para 50° C) e, depois
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desses dados, calcular a porcentagem de variacao da pressao. Antes de efetuar
qualquer calculo devemos lembrar que a temperatura tem que ser convertida para a
escala Kelvin, portanto os 27 © C serao iguais a 300 K e os 50° C serao 323 K.

Chamando a pressao inicial de Fy, teremos:
Py -41 =150-0,082 - 300 — Fy = 90 atm

Utilizando a mesma férmula, calcularemos P, que serd a pressao final do expe-

rimento:

P-41=150-0,082-323 — Fy, = 96,9 atm
Calculando a porcentagem através de uma proporg¢ao teremos:

90 96,9
00 & O EmEOT

Aplicagoes em Funcao:

Apesar da férmula utilizada na resolugao do exercicio possuir 5 grandezas variaveis,
o enunciado deixou claro que trés delas, volume, quantidade de mols de argonio e a
constante R, nao variam, portanto é claro que temos uma relacao de duas grandezas
somente, pressao e temperatura.

Apo6s concluirmos a andlise, teremos a seguinte relacao:

~ 150-0,082-T
a 41

Onde P(T') é a pressao do gas em funcao da temperatura 7' em Kelvin.

P(T) — P(T)=0,3-T

Percebemos o que ja nos foi definido na relacao pressao com temperatura
[2.12], que a fungdo em questao é uma funcao linear [2.6] e, consequentemente,
pressao ¢é diretamente proporcional a temperatura. O grafico da fun¢ao P(T') pode

ser esbocado da seguinte maneira:

Presséo (atm)

P(T)=0,3-T

96.9

90

' Températura (Kelvin)
300 323

Figura 2.14: Pressao x Temperatura
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Assim como as grandezas em questao, a porcentagem também é uma grandeza
diretamente proporcional a pressao, portanto diretamente proporcional a tempera-
tura.

Utilizando os conhecimentos matematicos de porcentagem e os relacionados ao
comportamento e as caracteristicas de uma funcao linear, o professor pode induzir
o aluno a uma resolugao mais pratica.

Entao, para responder o questionamento do exercicio (Qual foi a variagao percen-
tual aproximada que a pressao sofreu com o aumento da temperatura?), basta que
o aluno calcule a variacao percentual da temperatura em Kelvin que, pela relacao

da funcao linear, estara calculando também a variagao da pressao.

Kelvin 300 23
Porcentagem 100
r=T7,7

Com isso, percebemos o quao pratica a resolucao se faz quando somos munidos
do conhecimento de funcao dentro da disciplina de quimica

2.2.3 Geografia

A presenca de graficos de tabelas, setores, colunas, infograficos e etc é constante
na disciplina Geografia. Eles sao essenciais para demonstrar dados de uma pesquisa,
bem como o comportamento desses dados, através de frequéncias absolutas e rela-
tivas, ou seja, sao uma das maneiras mais claras de se analisar o que acontece no

sistema estudado, em qualquer ramificacdo da Geografia (politica, fisica e etc).

Varlagdo percentualdeo PIB no Brasil

Varlagdo do PIB
Now e oo

M,

1581 ;;éz 1893 1884 1885 15886 1887 1988

o

E

Figura 2.15: http://www.lugli.org/2008/02/grafico-de-linhas/

O grafico de linhas, que se assemelha com uma fungao no plano cartesiano (como
na Figura 2.15), na maioria das vezes nao possui uma lei que rege sua curva, ou seja,
sao dados aleatérios colhidos através de uma pesquisa e, portanto, nao obedecem
um padrao (lei de formagao).

Porém, alguns topicos importantes na geografia podem ser associados e bastante

utilizados no auxilio pratico de algumas fungoes. Escala em maquetes e mapas,
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crescimento e desenvolvimento populacional, densidade demografica em determinada
regiao, sao alguns dos topicos nos quais se pode trabalhar funcao com os alunos, a
nivel de Ensino Médio.

A Escala e a Densidade Demografica sao assuntos abordados pelos materiais
didaticos a nivel de Ensino Fundamental que se estendem até no final do Ensino
Médio, presente inclusive em vestibulares de grandes universidades e no ENEM.
Na ocasiao eles sao trabalhados como razoes entre grandezas, ou seja, grandezas
diretamente proporcionais que, para nosso trabalho, é abordado com uma fungao
linear.

Utilizando como base os titulos do Ensino Fundamental e Ensino Médio [16], [18]
e [22], vamos definir, a seguir, os tépicos mencionados.

Para se reproduzir figuras planas (desenhos) ou regides tridimensionais (maque-
tes) em tamanhos reduzidos ou aumentados, utilizamos a escala cartografica para

mantermos uma proporcao fiel as dimensoes originais do que queremos reproduzir.

Definicao 2.22. Escala Cartogrdfica ¢ a razao entre uma medida de compri-

mento no desenho e a medida de comprimento correspondente na realidade.

distancia na figura

FE =
distancia real

A escala cartografica é amplamente utilizada na interpretacao de distancias den-
tro de um mapa de uma determinada regiao.
O exemplo a seguir nos permite abordar mais claramente como utilizamos esse

conteido e também o vinculo que ele possui com a disciplina principal deste trabalho.

Exemplo 2.23. (ENEM/2011) Para uma atividade realizada no laboratdrio de Ma-
temadtica, um aluno precisa construir uma maquete da quadra de esportes da escola
que tem 28 m de comprimento por 12 m de largura. A maquete deverd ser construida
na escala 1:250. Que medidas de comprimento e largura, em cm, o aluno utilizard

na construcao da maquete?

a) 4,8¢ 11,2
b) 7,0 ¢ 3,0
¢c) 11,2 ¢ 4,8
d) 28,0 ¢ 12,0

e) 30,0 e 70,0

Aplicagoes em Funcgao:
A escala 1 : 250 significa que a cada unidade de medida na maquete corresponde

a 250 unidades, da mesma medida, no dimensao original.
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i) Lei de Formagao

Vamos considerar que a dimensao da maquete (f(x)) estard em funcao das
dimensdes originais da quadra (z). Utilizando a escala 1:250, teremos a seguinte
equagao:
Y 1
T

250 250

Pela estrutura da lei de formagao, vamos ter uma fungao do 1° grau [2.1] e,
ainda, uma fungao sem o coeficiente b, portanto uma fungao linear [2.6]. Como
estamos trabalhando com distancias, o Dominio (D) tera que ser maior ou igual

a zero, assim como o Conjunto Imagem (I,,).

I = {f(x) € Ry}

ii) Construgao do Gréfico

1
O grafico de f(z) = 250 x serd uma reta e, como toda funcao linear, intercep-

tard a origem (0,0).

y (metros)

0

01048 s it

X (metros)

Figura 2.16: Escala de f(z) em metros

Percebemos que a escala presente no enunciado (1:250) representa o coeficiente

angular da funcao proposta.

Para definir a reta do gréafico, utilizamos as dimensoes da quadra de esportes, 12
metros de largura por 28 metros de comprimento e, utilizando a lei de formacao
f(z), descobrimos seus valores na maquete que sao 0, 048 metros e 0, 112 metros,
respectivamente. Ou seja, f(12) = 0,048 e f(28) =0, 112.

Convertendo as imagens, que estao em metros, para centimetros vamos ter

dimensoes iguais a 4,8 e 11, 2.

iii) Fungao Inversa
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De acordo com o grafico e pelas definicoes estudadas, a funcao linear é uma
funcao bijetora [1.17] e, consequentemente, possui uma funcao inversa. Apli-

cando a regra pratica da fungio inversa [1.23] para obter f~!(x), teremos:

fYz) =250

Em que z passa a ser a dimensdo da maquete e y = f~!(z) passa a ser a

dimensao real, cujo grafico sera:

vy (dimenséo real)

28 [y p

FHz) =250z

X (dimensdo maquete)

0,048 0,112

Figura 2.17: Inversa da Escala

O conteido de escala, pré-requisito para o Ensino Médio, é uma ferramenta de
grande auxilio na interpretacao das caracteristicas de fungoes. Por ser um contetido
bastante trabalhado dentre o ensino regular, ela se torna uma grande aliada na

contextualizacao da funcao. |

Ainda utilizando a proporcionalidade, uma razao bastante utilizada no Ensino
Fundamental e que pode ser trabalhada associada a funcao, é a Densidade De-

mografica.

Definicao 2.24. Densidade demogrdfica de uma regiao € a razao entre o numero

de habitantes por sua drea.

n° de Habitantes

Den. Demogrdfica = .
Area

Segundo essa defini¢ao, associada ao conhecimento de proporcionalidade, pode-
mos dizer que o nimero de habitantes é diretamente proporcional a area analisada.
O exemplo a seguir nos permite trabalhar com essa informagao a nivel de Ensino

Médio e demonstrando o quao atual esse contetido pode ser.

Exemplo 2.25. (ENEM - 2011) Cerca de 20 milhdes de brasileiros vivem na regido

coberta pela caatinga, em quase 800 mil km? de drea. Quando ndo chove, o homem
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do sertao e sua familia precisam caminhar quilometros em busca da dgua dos agudes.
A irreqularidade climdtica € um dos fatores que mais interferem na vida do sertanejo.
Disponivel em: http://www.wwf.org.br. Acesso em: 23 abr. 2010.
Sequndo este levantameno, a densidade demogrdfica da regiao coberta pela caa-

tinga, em habitantes por km?, € de

a) 250
b) 25

c) 2,5
d) 0,25

e) 0,025

Aplicacoes em Funcao:

i) Lei de Formagao, Dominio e Imagem

Assim como na densidade demografica, vamos criar uma funcao que associa
a densidade demogréfica (f(z)) ao numero de habitantes (x) dentro da area

descrita pelo exercicio. Vamos ter entao:

T

f(l‘):m

Como estamos trabalhando com unidade de pessoas e area, nao poderemos ter
valores negativos nessa func¢ao e, ainda, os valores de x s6 poderao pertencer ao

conjunto dos numeros Naturais [i]. Portanto o Dominio da fungao sera:

D = {x € N}

Como a razao da populacao pela area, na maioria das vezes, nao sera um valor

exato o Conjunto Imagem dessa fungao sera:
Im ={f(z) € Q}

Na lei de formacao f(x) percebemos que nao ha o coeficiente b [2.4], o que

confirma a teoria de a funcao ser linear.

ii) Grafico da Fungao

Esbogando o grafico de f(z) e ressaltando o ponto para quando = = 20 milhées de habitantes,

teremos:
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Densidade (hab/km?)

x (habitantes em milhdes de unidades)

=)
s e s e T e s i ol S

0 25 30 as 40 45

Figura 2.18: Densidade Demogréfica

50 55

A imagem f(20.10°) = 25 é o resultado que o exercicio espera.

iii) Bijetividade e Fungao Inversa

Assim como na funcao linear expressa pela escala cartografica, a fungao da

densidade demogréfica também é uma funcao bijetora e, consequentemente,

possui uma fungao inversa f~!(z). Aplicando a regra prética [1.23], teremos:

f(z)=8-10°z

Cujo gréfico sera:

y (Habitantes em milhdes de unidades)

f i (z) =8-10°z

X (Densidade em hab/km?)

i 0 § 10 15 20 25 30 35 40 45 50

=5

Figura 2.19: Inversa da Densidade Demografica

Além da Pressao dos gases, com [2.18] e [2.19], Densidade Demografica

[2.24] e Escala Cartografica [2.22], citadas neste capitulo, existem outras grande-
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zas diretamente proporcionais, muito utilizadas nas ciéncias estudadas pelo aluno,
que sao estratégias excelentes na explicacao e contextualizacao de topicos, como:
identificagao de Dominio e Conjunto Imagem, bijetividade da funcao, fungao cres-
cente, raiz da funcao, estudo do sinal da funcao, funcao inversa, funcao impar e
funcao composta.

Utilizar esses exemplos, alguns deles pré-requisitos de Ensino Médio, sao de
extrema importancia para o melhor entendimento da matéria, despertando, assim,

maior interesse do aluno no aprofundamento posterior.
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CAPITULO 3

FUNCAO QUADRATICA E
APLICACOES

Nesse capitulo faremos uma breve introducao as caracteristicas da fungao poli-

nomial do 2° grau utilizando os titulos [12], [15], [17] e [18] como referéncias.

Logo apés essa introducao, aplicaremos, com o auxilio de exemplos contextuali-

zados, os conceitos mencionados no Capitulo 1.

Assim como no capitulo anterior, mostraremos neste capitulo possiveis aplicagoes
para a introducao do conteido de fungao. Esses exemplos foram contextualizados
com Fisica utilizando o comportamento da funcao quadratica, ensinada no Ensino
Médio.

3.1 Conceitos da Funcao Quadratica

Definigao 3.1. A func¢dio f : R — R definida por f(x) = az*+bx +c, em que a,b
e ¢ sao constantes reais e a # 0, € chamada de Fun¢ao Quadrdtica ou funcdo

polinomial do 2° grau.

O grafico de uma funcao quadratica é uma curva denominada de parabola.
Essa curva ¢é definida geometricamente pela intersecao de um cone de revolugao e

um plano paralelo & geratriz desse cone. A figura a seguir ilustra essa situacao.
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Parabola

Figura 3.1: Pardbola no Cone

3.1.1 Construcao do Grafico

Para construir o grafico de uma funcao quadratica, sao necessarios alguns pro-

cessos e alguns pontos merecem destaque:

i) Concavidade da Pardbola
Para determinar a concavidade da parabola, devemos analisar o coeficiente a.
Se a > 0, teremos a concavidade da parabola voltada para cima e se a < 0,
teremos concavidade voltada para baixo.

ii) Raizes da Fungao e a Férmula de Bhaskara

Os pontos de interse¢ao com o eixo das abscissas (f(z) = 0), se houverem,
sao chamados de raizes da funcao. Para descobrir esses pontos utilizaremos a

equacao ax? + bx + ¢ = 0. Portanto, teremos:

ax’ +br+c=0=az’>+br=—c

Multiplicando os dois membros da equacao por 4a, temos:

4a’2? + 4abx = —4ac

Somando b? a ambos os membros, teremos no 1° membro um trinémio do qua-

drado perfeito e, com isso, poderemos fatora-lo e em seguida isolar o x:
4a*r® + 4bx + b = b* — dac = (2ax +b)* = b* — 4ac

2ax + b = +vb% — dac = 2ax = —b+ Vb% — dac
b= vb? — 4dac

2a

A expressao b? —4ac que se encontra dentro da raiz quadrada serd representada

xZ

pela letra grega A. Portanto:
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A = b — dac

b+ VA
N 2a

Essa equacao é chamada de Férmula de Bhaskara. Ao analisar o sinal de A,

T (3.1)

temos que: Se A > 0, teremos duas raizes reais e distintas, 1 e 3. Se A < 0,

nao teremos raizes reais. Se A = 0, teremos duas raizes reais e iguais, r; = xs.

iii) Vértice da Parabola

O Vértice da Parabola ¢é o ponto de intersecao da parabola com o seu eixo
de simetria. O ponto vértice terd as coordenadas V' = (x,,t,). Como =z,
pertence ao eixo de simetria e as raizes sao equidistantes ao eixo de simetria,

podemos descobrir z, pela média aritmética das raizes.

_l'1+33’2_ b

o 2 Y

Substuindo z, na lei de formagao f(x), obtemos y,.

Yo = a.(z)? +b.xy +C

Y (A P (A
yo=a |~ 3, c

b? b2
P PR
B b? — 2b% + dac
Yy = ic
—(b? — 4ac
Yy = ( 4 )
a
B A
Yy = 1a

iv) Interse¢ao com o eixo das ordenadas

O ponto de intersegao com o eixo das ordenadas (Oy). Como a abscissa desse

ponto é x = 0 temos que o ponto tem coordenadas (0, ¢).

Depois de determinado esses pontos, basta esbogar a parabola como no exemplo

a seguir.

Exemplo 3.2. Esboce o grifico da funcao f(z) = x* — 5z — 6.

i) Concavidade: podemos afirmar que a concavidade da parabola é voltada para

cima, pois a > 0.
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ii) Intersegdo com O,: o ponto de intersecao com o eixo Oy é (0, —6)
iii) Raizes: pela férmula de Bhaskara, temos:
A= (-5)2—-41(-6)= A =49

—(=5) £ V49 5+7
Tt Tt T Ty

Entao as raizes sdo 1 =6 ¢ 1o = —1

iv) Vértice: jogando na férmula das coordenadas do Vértice teremos:

(=5) 5

T Ty T T
4949
o= = U=

Apés esses processos, esbogamos o grafico de f(x).

Eixo de Simetria

)
1.0 e (6,0

|
]
]
]
]
]
]
]
|
]
]
]
]
]
]
]
|
]
]
[}
]
]
1
|
]
]
]
]
]
]
]
|
]
]
]
]
]
]
]
|
]
]
]
]
]
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]
|
]
]
]
]
]
]
]
|
]
]
]
]
]
]
]
|
]
]
:
| Wertice da Parabola
|

]

]

i

Figura 3.2: Grafico do Exemplo 3.2

3.1.2 Valor Maximo e Minimo da Funcao Quadratica

Quando analisamos o valor médximo ou minimo da funcgao, estamos analisando
o valor maximo e minimo de y, pois y estd em funcao de x. Para isso, teremos que

analisar duas situagoes:
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i) Quando a > 0, teremos a concavidade da pardbola para cima, como mostra o

esboco a seguir:

= —— vy Vertice

1
Valer Minime da Flungio

[

2a

Figura 3.3: Valor Minimo

Percebemos que ¥, = T ¢ o valor minimo da funcao, com isso, a menor

imagem. Podemos concluir que o Conjunto Imagem (I'm) é:

A
]m:{yG]R y}——}
4a

ii) Quando a < 0, teremos a concavidade da pardbola para baixo, como mostra o

esbogo a seguir.

Valor Maximo da Fungio 3
A |

. .
o 1

Figura 3.4: Valor Maximo

Percebemos que y, = P ¢ o valor maximo da funcgao, com isso, a maior

imagem. Podemos concluir que o Conjunto Imagem (I'm) é:

A

Im:{yE]R yg——}
4a
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3.2 Aplicagoes

3.2.1 Fisica

Uma excelente aplicacao do comportamento da funcao quadréatica é através
do Lancamento Obliquo, na Fisica. O lancamento obliquo consiste em um
lancamento de um objeto formando um angulo menor que 90° com a horizontal,
a partir dele, faz-se uma andlise de sua altura, velocidade e aceleragao com o decor-
rer do tempo. Estuda-se nesse processo o movimento de subida e descida que, em
descrigao fisica sem interferéncia do ar, sao anélogos.

O exemplo que mostraremos a seguir, da PUC de Campinas, permite-nos mostrar
o comportamento desse langamento e fazer uma andlise detalhada da associagao

deste conteiido com o conteido estudado de funcao.

Exemplo 3.3. (PUC CAMPINAS SP) Observando a pardbola do dardo arremess-
sado por um atleta, um matemdtico resolveu obter uma expressao que lhe permitisse
calcular a altura y, em metros do dardo em relacao ao solo, decorridos t sequndos
do instante de seu lan¢amento (t = 0). Se o dardo chegou a altura mdzima de 20
m e atingiu o solo 4 sequndos apds o seu lancamento, entdao, desprezada a altura do

atleta, a expressao que o matemdtico encontrou foi:
a) y = —5t* + 20t.

b) y = —5t + 10t.

c) y=—bt*+t.

d) y = —10t* 4+ 50.

e) y=—10t* + 10.

Aplicagoes em Funcao: Incialmente vamos estudar o comportamento desse lancamento,

bem como as caracteristicas do contetido de fungoes presentes nesse exemplo.

i) Analise das grandezas

Analisaremos a altura do dardo A em funcao do tempo ¢ transcorrido a partir do
langamento. Portanto podemos afirmar que o Dominio da fungao é o tempo
t e o Conjunto Imagem as alturas h que esse dardo atinge no decorrer deste

lancamento.

O préprio exercicio determinou o Dominio da fungao ao especificar o inicio do
lancamento, para t = 0, e o final, quando o dardo toca o chao, para t = 4.

Portanto, o Dominio D sera:

D={zxeR|0<z <4}
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O conjunto imagem I, da funcao também foi descrito no enunciado. Como a
imagem ¢ a variacao da altura h, temos que o dardo parte da altura h = 0, na

mao do atleta, e atinge a altura maxima de 20 metros, ou seja, a variagao sera

I ={y € R0 <y <20}

ii) Comportamento do Grafico

Podemos interpretar e fazer um esbogo do gréafico com os dados do enunciado do
exercicio, conhecimento do esporte mencionado, conceitos basico de langamento

obliquo e, a partir desse esboco, fazer uma associacao com a funcao quadratica.

Ficou claro no enunciado que a funcao tem dois comportamentos, ou seja, em
um determinado intervalo é crescente, quando o dardo sai da mao do atleta
até atingir sua altura maxima, e em outro decrescente, quando o dardo deixa
a altura maxima e atinge o solo. Além disso, sabemos que durante todo o
deslocamento vertical do dardo, sua velocidade na horizontal é constante, pois
nao ha acao de uma aceleracao na horizontal, conceito basico do deslocamento
horizontal. Com essa informagao, podemos afirmar que a altura maxima foi
atingida no ponto médio do tempo transcorrido no lancamento do dardo, ou
seja, 2 segundos apdés o langamento. Apds essa andlise, teremos o seguinte

grafico:

&

h (altura em metros)

Ponte Maximo da funcéo

0 t (tempo em segundos)
E =) 4 Término do % L ¥
Langamento

0 i
Inicio do
Langamento

Figura 3.5: Esbo¢o do Lancamento

iii) Injetividade e Sobrejetividade
Analisando a definicao de uma funcao injetora, podemos afirmar que a funcao
h(t), representada no gréifico anterior, nao é injetora. Percebemos que, para

diferentes valores no tempo, o dardo atinge alturas iguais, o que vai contra a
Definicao 1.15.

Como o texto do exercicio nao especificou um contradominio, podemos presumir
que seria qualquer altura que o dardo atinja, fazendo com que essa fungao nao

seja sobrejetora.
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Essas duas classificagoes impedem que essa funcao tenha uma funcao inversa.

Se tivéssemos um grafico da inversa de h(t), ele seria o seguinte:

1 (tempo em segundos)

0 ] h (altura em metros)
0 ha 20

Figura 3.6: Inversa do Langamento

Percebemos no grafico que para um determinado hy no dominio da funcao,
conseguimos obter duas imagens no eixo vertical ¢, impossibilitando que h(t)
tenha uma funcao inversa.

iv) Lei de Formacao de h(t)

O comportamento parabdlico de h(t) nos permite fazer a associagao com a

funcao quadrética, cujo modelo é f(x) = ax? + bz + c.

Como a funcao intercepta o eixo ordenado na origem, podemos afirmar que o

termo independente ¢ da funcgao é igual a zero.

Para descobrirmos os valores dos niimeros reais a e b, utilizaremos os outros dois
pontos dados, o outro ponto de interse¢ao com o eixo horizontal, A = (4,0), e
o ponto maximo da fungdo, B = (2,20). Substituindo o ponto A, na funcao
teremos:

f(4)=0= 16a+4b =0 = 4b = —16a

b= —4a (I)

Substituindo o ponto B na lei de formagao, teremos:
£(2) = 20 = da + 2b = 20 (II)
Substituindo a equacao (I) em (II), teremos:
da+2-(—4a) =20 = 4a — 8a = 20 = —4a =20

a=—95
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Substituindo em (I) para descobrir b, teremos:

b= —4-(-5)=b=20

Portanto, podemos afirmar que a lei de formacao de h(t) serd
h(t) = =52 + 20

A lei de formagao em questao ja é a solucao do problema.

Outra Solugao: Vamos mostrar como fariamos esse exercicio utilizando as formulas
de fisica utilizadas no contetido de langamento obliquo. Para definir uma funcao da

altura y em funcao do tempo transcorrido ¢, utilizaremos a seguinte formula:

g-t?

2

y=1vy-t+

Em que vy é a velocidade inicial do dardo e g a aceleracao da gravidade. Para
descobrirmos vy, dado que nao foi fornecido, utilizaremos a equacgao de Torricelli,

que associa a velocidade V' em uma determinada altura h.

Vi=Vi+2-g-h

Utilizando a equacao de Torricelli no instante em que o dardo atinge a altura
maxima 20 metros e considerando a aceleragao da gravidade como —10m/s?, desco-

briremos V{ em metros por segundo (m/s):

V=0=0=V?+2(-10).(20) = 0=V — 400
V2 =400 = V, = 20m/s

Substituindo esse dado na equacao da posicao para determinar a relacao da

altura y em funcao do tempo ¢:

(—20) - 2

5 — ¢ = 20t — 5t

y=(20)-t+

Em Fisica, outro contexto bastante préatico de ser trabalhado com fun¢ao quadratica
é o de Energia Cinética. Como o conceito de Energia é um tépico que todos
possuem uma ideia, mesmo que vaga, ¢ pratico ao professor contextualizar superfi-

cialmente esse conteido para associa-lo ao estudo de funcao.
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Definicao 3.4. O fato de um corpo estar em movimento implica que existe uma
energia associada a ele. Para um corpo adquirir movimento, uma for¢a precisa
ser aplicada a ele para que ele realize um deslocamento, consequentemente realize
trabalho e, assim, gere energia. Fssa energia associada ao movimento é chamada de

Energia Cinética.

A Energia Cinética é calculada através do produto da massa do objeto, em

gramas, pela sua velocidade ao quadrado, dividido por dois, ou seja:

Em que E, ¢ a energia cinética medida em Joules (J), m é a massa em gramas
e v ¢ a velocidade do objeto em metros por segundo (%)
No exemplo a seguir trabalharemos alguns pontos importantes da Energia Cinética

e Movimento Uniformemente Acelerado associados com fungao.

Exemplo 3.5. (PUC-RIO) Sabendo que um corredor cibernético de 80 kg, partindo
do repouso, realiza a prova de 200 metros em 20 sequndos mantendo uma aceleragao
constante de a = 2,0 m/s*, pode-se afirmar que a energia cinética atingida pelo

corredor no final dos 200 metros, em joules, é:
a) 24000
b) 36000
c) 42000
d) 48000
e) 64000

Solugao: Para descobrirmos a energia cinética exigida pelo exercicio, precisamos da
massa do corredor e da sua velocidade. A massa de 80 kg foi fornecida, porém nao
temos sua velocidade no final dos 200 metros. Para descobrirmos essa velocidade,
utilizaremos uma das equagoes do Movimento Uniformemente Variado (MUV) que
relaciona V', velocidade final, com V), velocidade inicial, a, aceleracao constante, e
o tempo t:

V=W+a-t

Como o corredor parte do repouso, Vo = 0, o tempo dado é de ¢t = 20 segundos e

sua aceleragao a = 2 m/s*. Substituindo esses valores, teremos:
V=0"+2-20=V =40

V =40m/s
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Com o valor da Velocidade final demonstrado anteriormente, podemos agora subs-

tituir os valores na féormula da energia cinética:

80 - (40)?

80 - 1600
EC:T:>EC:—

2

E,. = 64000 Joules

Alternativa correta é a letra e. ]

Aplicagoes em Funcao:

i)

ii)

Identificagao das fungoes: Dominio e Conjunto Imagem

Nesse exercicio temos a presenca de duas fungoes. Primeiro, a funcao da Energia
Cinética, f(v), em fungao da velocidade v, dado uma massa constante 80 kg e,
segundo, uma funcdo implicita, g(t), que tem a velocidade final do corredor em

funcao do tempo ¢t dada uma aceleracao constante.

Em ambas, temos o Dominio limitado:
D ={veR|0<v <40}

O conjunto imagem de f(t) podemos que afirmar que também é limitado, pois
o corredor parte do repouso t = 0 e sua Energia Cinética é zero, pois nao ha
movimento e atinge seu apice quando t = 20, fazendo sua energia cinética ser
de 64000 Joules. Portanto:

I, = {z € R|0 < = < 64000}

O conjunto imagem de g(t), assim como em f(¢), também parte da origem,
Vo = 0 e atinge seu apice aos t = 20 segundos, quando a velocidade sera 40
m/s. Portanto:

I, ={z e R|0 < x <40}

Esbogo dos Graficos O grifico de f(v) serd uma pardbola crescente, limitada

no dominio e imagem descritos anteriormente. A seguir o esboco de f(v) =
80 - v?
5
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vy (Energia Cinética)

72000
64000
56000

48000

v [velocidade em mis)
50 60 70 80

Figura 3.7: Energia Cinética f(v)

Percebemos que a parabola de f(v) foi limitada de seu vértice (0,0) ao ponto

(20, 16000), portanto podemos afirmar que f(v) é crescente em todo seu dominio.

Na fungao ¢(t) = a - t, temos o modelo de uma func¢ao do primeiro grau. Como

a = 2, teremos uma reta crescente. Portanto, o grafico de g(t) sera:

v {velocidade em m/s)

0 t (tempo em segundos)
0 10 20 30 40 50

Figura 3.8: Velocidade em fun¢ao do tempo g(t)

iii) Fungao Inversa

A fungao ¢(t), como sua lei de formacgao ¢ do primeiro grau, é inversivel, pois é
bijetora. A fungao f(v), como é crescente em toda sua extensao, também serd
injetora, seré sobrejetora para um contradominio igual ao seu conjunto imagem

e, consequentemente, bijetora, fazendo com que ela possua uma funcgao inversa
().

Utilizando a regra pratica da fungao inversa, presente na Observagao 1.23 tere-

1mos:

O gréfico da fungao inversa de f(v) serd simétrico a reta y = x, portanto teremos

o seguinte esboco:
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v (Velocidade)

[\ E_ (Energia Cinética)
] 8000 16000 24000 32000 40000 48000 56000 64000 72000 80000 8800

Figura 3.9: Inversa f~'(v)

Pode-se observar que a fungao f(v), mesmo que seja uma fungao quadrética,

possui uma inversa, pois é bijetora em todo o intervalo descrito.

iv) Fungao Composta

O que fizemos para descobrir a resposta pedida no exercicio foi utilizar uma
fungao alternativa, g(t), para depois utilizar esse valor na fungao da energia
cinética f(v). Essa conex@o entre duas fungoes é exatamente o objetivo do
conteido da fun¢ao composta. Com a fungao f(v) = 40-v? e a funcao g(t) = 2-t,

poderiamos criar a fungao composta f O g(t):

fOg(t)y=40-(2-t)? — fOg(t) =160t

Um esquema com diagramas pode nos mostrar como se comporta essa fungao

composta:

Energia Cinética

Tempo em segundos Velocidade em mis
em Joules

64000

fog

Figura 3.10: Composta: Energia Cinética em fungao do Tempo

De acordo com essa nova funcao, teremos um grafico da Energia Cinética (E.)

em fungao do tempo ¢ que terd o mesmo Dominio de g(t) e o conjunto imagem

de f(v):
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EE (Energia Cinética)
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0 ' t (tempo em segundos)
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Figura 3.11: Gréfico: Energia Cinética em funcao do Tempo
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CAPITULO 4

FUNCAO EXPONENCIAL, FUNCAO
LOGARITMICA E APLICACOES

O objetivo deste capitulo é estabelecer as principais caracteristicas da funcao
exponencial e logaritmica a nivel de Ensino Médio e, posteriormente, suas aplicagoes
em outras ciéncias. Utilizamos como referéncia neste capitulo os titulos [15], [17] e
18]

4.1 Funcao Exponencial

Definicao 4.1. A funcao f: R — R, cuja lei de formagao é f(x) = a® com a > 0

ea # 1, é chamada de fungao exponencial.

4.1.1 Grafico

i) A fungao serd crescente para a > 1.

Um exemplo do comportamento mencionado pode ser mostrado pela funcao

real f(z) = 2%, a seguir:

Wl oM O e
00 B N e role| s
S

Figura 4.1: Funcao Crescente
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ii) A fungao serd decrescente para a <0 < 1.

1 €T
O exemplo da funcao real f(z) = <§> a seguir mostra o comportamento do

grafico decrescente:

LSRR S NS
SlRrwle b W W

Figura 4.2: Funcao Decrescente

O grafico de fungao exponencial é uma curva que possui uma assintota ho-
rizontal. Assintota de uma funcao é uma reta de onde os pontos da funcao se
aproximam a medida que se percorre a funcao. A assintota de uma funcao exponen-
cial f(z) =a”+ b é areta g(x) = b. Ao procurar o ponto de intersegao das fungoes
f(z) e g(x), ou seja, f(x) = g(x), terfamos que ter a* = 0. Tal equac¢do ndo possui
solugao nos reais. Na funcao crescente, percebemos que ao diminuir o valor de x
a curva se aproxima cada vez mais da assintota y = 0 e o mesmo acontece com a
funcao decrescente que, ao aumentarmos o valor de x, tem o mesmo comportamento
quanto a assintota.

Ao analisar o gréfico de uma fungao exponencial, f(z) = a®,a > 0 e a # 1,

obteremos:
i) Dom(f) =R e f é injetora;
i) () = R

iii) O ponto de interse¢do com o eixo das ordenadas (Oy) serd o ponto (0, 1).

4.1.2 Equacao Exponencial

Quando a variavel de uma equacao aparece no expoente, ela é chamada de
equagao exponencial. Para resolver uma equacgao na variavel x, temos que igualar

as bases de ambos os membros da equacao e, por sua vez, igualar os expoentes:

Sea"=a"= 2=y (4.1)
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Para resolver uma equacao exponencial, teremos que ter o conhecimento das
propriedades da potenciagao e, uma vez ou outra, usar o processo de substituicao

de variaveis. Os exemplos a seguir deixam claro essa observagao:

Exemplo 4.2. Vamos determinar o conjunto solucio da equacio 4*+Y = 32, com
U=R.

Solucao: Vamos inicialmente igualar as bases de ambos os membros:
22-(x+1) — 25 _— 2(2x+2) — 25
Com as bases iguais, trabalharemos com os expoentes:
3

Portanto, o conjunto solugao é:

DN o
~——

Exemplo 4.3. Determine o conjunto solucio da equacgdo 3°—3>% =8, com U = R.

Solugao: Ao analisar a equacgao, percebemos que nao é possivel igualar as bases
de ambos os membros. Para dar continuidade na resolugao, usaremos o processo de

substituicao de variavel:

2
:¥—32m:8=:3x—%;=8

Usando a substituicao de 3 = h, teremos a seguinte equagcao:

h—=— =38
h

Multiplicando toda a equacao por h, concluiremos nossa solucao:
h>—9=8h=h>—8h—9=0
Resolvendo a equacao do segundo grau por Bhaskara [3.1], teremos:

A =100

8+ 10 8 —10
= eh2:—
2 2

h1:9€h2:—1

ha

Depois de encontrar a variavel h, substituiremos por 3*:

F=0—3"=32—=71=2
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3¥ = —1 = nao existe solucao em R

Portanto, nosso conjunto solugao é:

S = {2}

4.1.3 Inequacao Exponencial

Quando temos uma desigualde onde a variavel aparece no expoente, podemos

denominé-la de inequagao exponencial, como nos exemplos a seguir:
i) 5* < 125
i) 47T < 327

(1Y
i) (=] =<

Para resolver uma inequagao exponencial, devemos proceder como em 4.1, e em
seguida analisar os seguintes casos:

Considere a funcao f : R — R definida por f(z) = a”.

i) Sea > 1.

fl@) < fla,)

Figura 4.3: a > 1

Para a > 1, teremos a funcao exponencial crescente. Portanto, de acordo com

a Definicao 1.11, temos:
a™ > a" = 11 > 19

a® < a™ = 11 < X9
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i) Sea <1

Para a < 1, teremos a funcao exponencial decrescente. Portanto, de acordo

com a Defini¢ao 1.12, temos:
a® > a" = 11 < 19

a™ < a™ = 11 > 19

f(z1) > flz2)

xy < T3

Figura 4.4: a < 1

4.2 Logaritmo

Definicao 4.4. Dados dois nimeros reais a e b e positivos, com b # 1, definimos
logaritmo de a na base b o expoente real x que aplicaremos em b para obtermos o

resultado igual a a. Notacao:
logpa=2<b"=a
Nessa notagao, temos:
i) b € chamado de base.
ii) a é chamado de logaritmando.
ii1) x € chamado de logaritmo.
Para resolver um logaritmo, utilizaremos propriedades da potenciacao e alguns

procedimentos vistos nos exemplos com equacao exponencial na secao 4.1. Nos

exemplos a seguir, podemos visualizar esses procedimentos:

Exemplo 4.5. Defina o valor dos logaritmos a sequir:

a) logg v/32
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b) logg, 0,333...
Solugao:

a)
logg V32 =2 = 8" = v32

(2°)" = V2P = 2% = 23

Portanto, temos:
3r

I
b | O
&

I
S| Ot

logg, 0,333... =z = 81" =0, 333...

1
3412_:>34:L':371
3

Portanto, temos:
1
o = —1=—= 2= —-
4
[ ]

Podemos destacar também a escrita de dois logaritmos cujas bases sao bastante

comuns em aplicacoes em outras disciplinas, como Quimica, Biologia e Fisica.

i) Quando a base do logaritmo é 10, podemos chamé-lo de logaritmo decimal
e, quando isso acontece, podemos omitir essa base. Assim, log,,a pode ser

representado como log x.

ii) Quando a base do logaritmo é a constante irracional e, podemos denominar esse

logaritmo de logaritmo neperiano ou logaritmo natural. Notagao:
log, z = Inz = logaritmo natural de x

Definicao 4.6. O numero e é uma constante irracional cujo valor aproxrimado
€e=2,7182.... Ele ¢ chamado de numero neperiano pela referéncia ao ma-

temdatico escocés John Napier (1550-1617), precursor da Teoria dos Logaritmos.

4.2.1 Consequéncias da definicao de logaritmo

De acordo com a Defini¢ao 4.4, podemos notar algumas consequéncias que sao

extremamente uteis na resolucao de problemas. Elas sao:
i) log,b=1. Pois b = b'.

ii) log, 1 = 0. Pois b = 1.
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iii) log, b® = x. Pois b" = b".
iv) log, a = log, ¢ < a = c. Pois se b* = a e b* = ¢ temos que a = c.

v) b8 ¢ = c. Da consequéncia iv).

4.2.2 Propriedades dos Logaritmos

Definiremos algumas propriedades dos logaritmos que serao muito importantes
para resolucao de exercicios envolvendo logaritmos. Para uma definicao mais deta-
lhada de cada uma dessas propriedades, podemos consultar [15] ou [17].

Seja a, b e ¢ nimeros reais positivos e que b # 1, teremos:
i) log, a + log, ¢ = log,(a - ¢)

ii) log, a — log, ¢ = log, (a)

c
iii) log, a* = k - log, a para k € R

1
iv) logy a = T log, a para k € R

v) Mudanca de Base

| log.a
0g, a =
&b log,.b

C

para ¢ # 1.

vi) Como consequéncia da propriedade anterior v), podemos moldar uma nova

propriedade para ¢ = a:

Essa propriedade pode ser escrita também como:
(log, b) - (log a) =1

Podemos perceber alguns exemplos algébricos da aplicacao dessas propriedades

a seguir.

Exemplo 4.7. Determine o valor dos logaritmos a sequir considerando as duas

aprorimacoes log2 = 0,3 e log3 = 0, 48.
a) log2,4
b) logyg 8

c) log, 12
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a) Solugao: O objetivo é utilizar as propriedades para encontrarmos os dados que
o enunciado nos forneceu. Portanto utilizaremos a transformacao de decimal em

fracao e fatoracao numérica em seguida:
24
log 2,4 = log )~ log 24 — log 10

log(2* - 3) —log 10 = log 2* +log 3 — log 10 = 3 - log 2 + log 3 — log 10

Depois de aplicarmos as propriedades, so resta substituir os valores:
3-log2+log3d —logl0=3-0,3+0,48—1

Temos entao:

log2,4=0,38
]
b) Solugao: Utilizaremos a fatoracao nesse caso também:
3 3
Substituindo o valor de log 2, teremos:
3
1 8§=--0,3
08100 5
log998 = 0,45
]

¢) Solugao: Nesse exemplo utilizaremos a propriedade de mudanga de base, pois a

base de log, 12 nao pode ser transformada em 10:

~log12  log(2*-3) 2-log2+log3

log, 12 = = =
084 log 4 log 22 2-log?2

Substituindo os valores, teremos:

4
10g4 12 = W
log, 12 =1,8
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4.

3 Equacao Logaritmica

Equacgoes logaritmicas sao equagoes onde a incognita pode estar presente no

logaritmando ou na base do logaritmo.

Para resolver uma equacgao logaritmica, teremos que utilizar a Definicao 4.4,

consequencias e propriedades dos logaritmos, como nos exemplos a seguir:

Exemplo 4.8. Determinaremos o conjunto solucao de cada uma das equacoes a

sequir, considerando U = R.

a) log,(4x —3) =2

b) log,(10x — 4) = log,(5 + )

c) logs(2x + 1) — logs(x —4) = —2

d) logy(2? —1) =3

a)

Solucao: Antes de comecar a resolver a equacao em si, como se trata de um
logaritmo, temos que analisar sua condicao de existéncia (C.E.), ou seja, analisar
os possiveis valores para base e logaritmando de log,(4x — 3). De acordo com a
Definicao 4.4, temos:

r>0ex#1

3
4r—3>0= x> Z
3
. Portanto, temos que x > 187 # 1. Resolvendo log, (4x — 3) = 2, teremos:
log,(4r —3) =2 =2’ =da -3 = 2" -4z +3=0

Resolvendo por Bhaskara, temos:

A=(-4)?-413= A=4

442
x:—z — 11 =3exy=1
Analisando (C.E.), podemos desconsiderar xo. Portanto S = {3}. n

Solugao: Inicialmente a condicao de existéncia (C.E.):

2
1()95—4>O:>a;>ge5—|—:c>0:>x>—5

2
Portanto, temos que = > £ Utilizando as consequéncias de logaritmo [v], tere-
mos:

100r—4=5+2r—=92=9—2=1
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Portanto S = {1}. n
c¢) Solugao: Inicialmente a condicao de existéncia (C.E.):
1
2x—1>0:>x>§ex—4>0:>x>4

Portanto, temos que x > 4. Utilizando as propriedades de logaritmo [4.2.2],

teremos:
2 1
logs(2z 4+ 1) — logg(x — 4) = —2 = log, ( ’ +4 ) =-2
:L‘ p—
2c+1 1 13
— - — B4 9—r—4d— = ——
r—4 9 S ST
O resultado de x nao satisfaz a (C.E.), portanto S = (). |

d) Solugao: Inicalmente a condigao de existéncia (C.E.):
?—1>=0
Resolvendo a inequacao do 2° grau, temos que:
r<—louxz>1
Resolvendo o logaritmo pela definigao [4.4], teremos:
logy(z? —1)=3=2"-1=8=1,=-3exy;=3

Ambas solugoes pertencem a condigao de existéncia, portanto S = {—3,3}. =

4.4 Funcao Logaritmica

Definicao 4.9. A funcdo f: Ri — R cuja lei de formacao € f(x) = log, x, com

0<b#1, € denominada de fung¢ao logaritmica.

4.4.1 Grafico da Fungao Logaritmica

Assim como na fun¢ao exponencial, o grafico da funcao logaritmica é uma curva
que possui comportamento assintético.

Para exemplificar o grafico de uma funcao logaritmica iremos esbogar dois graficos:
f(z) =logy,x e g(x) zlog%a: para f: RY — Reg: R, — R.

Considerando o modelo da fungao logaritmica f(x) = log, a, teremos:

i) Na fungao f(x), temos que b > 1. Portanto a funcao f serd crescente.
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5 X y
1 -2
4

} 1 -1
2

. 1 0

4 2 1
4 ok

Figura 4.5: Funcao Crescente f

ii) Na fungao g(x) = log, x, temos que 0 < b < 0. Portanto a fungao ¢ serd decres-

cente.

% y
3 1 2
4
1 iy
2
; 1 0
2 -1
4 -2

Figura 4.6: Funcao Decrescente g

4.4.2 Inequacao Logaritmica

Uma inequacao logaritmica é toda desigualdade cuja varidvel aparece no logarit-
mando ou na base. Assim como nas demais fun¢oes mencionadas, temos dois casos
de inequacgao logaritmica:

Utilizaremos a fungao logaritmica f(x) = log,r para demonstrar os casos a

seguir:

i) Quando b > 1
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Como vimos anteriormente na Figura 4.5, para b > 1 temos uma funcao cres-

cente. Nessa fungao, temos que, se xo > x; entdo f(zgy) > f(z1).

Figura 4.7: Funcao para b > 1

ii) Quando 0 <b <1

Como vimos anteriormente em [4.6], para 0 < b > 1 temos uma fung¢ao decres-

cente. Nessa fungao, temos que, se xo2 > xy, entao f(z2) < f(xy).

Figura 4.8: Funcao para 0 < b < 1

4.5 Aplicacoes

Utilizaremos algumas ciéncias que utilizam o conceito de logaritmo como ferra-

menta para estudo.

4.5.1 Quimica

Uma contextualizagao bastante conhecida para fungao exponencial e logaritmica
¢ a perda de radiagao de um composto quimico, também conhecida como meia vida

ou periodo de semidesintegracao de um determinado composto radioativo.
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Através de um processo quimico chamado transmutacao, que pode ser de forma
natural ou induzida artificialmente, os nicleos instaveis emitem radiacoes e, com o
tempo, essa emissao diminui devido a queda do niimero de atomos radioativos.

Utilizaremos dois exemplos, um da Fundac¢ao Edson Queiroz (Universidade de
Fortaleza - UNIFOR) e um exemplo do ENEM que, consequentemente, serd resol-
vido, mas nao como objetivo principal. A ideia é utilizar uma questao e assunto
atuais para contextualizar alguns tépicos iniciais de funcao, como construcao do

grafico, comportamento, dominio e imagem dentre outros.

Exemplo 4.10. (UNIFOR - 2014) A medida de tempo na qual metade da quanti-
dade do material radioativo se desintegra é denominada de meia-vida ou periodo de
semidesintegracao P. FEsse valor é sempre constante para o mesmo elemento quimico
radioativo. Assim, a cada periodo de tempo t, a quantidade de material radioativo

reduziu-se a metade da anterior, sendo que a quantidade de material radioativo a
(t/p)

qualquer tempo € dada por: N(t) = N - 3 , onde Ny € a quantidade inicial

de material radioativo, t € o tempo decorrido e p é o periodo de semidesintegracao
do material radioativo considerado. Sabendo-se que sao necessdrios 5 anos para que
o cobalto-60 perca metade de sua radioatividade, a porcentagem de sua atividade

original que permanecerd no fim de 10 anos € de :
a) 20%
b) 25%
c) 30%
d) 35%

e) 40%

Aplicagoes em Funcgao:

i) Identificagao de Dominio da funcao

No Exemplo 4.10, temos uma relacao entre a quantidade de material radioativo
N em funcao do tempo ¢, dado em anos. Portanto, temos que os possiveis
valores de t representam o conjunto dominio e o contradominio, os possiveis

valores de N.

De acordo com o enunciado do Exemplo 4.10, podemos mostrar que o dominio

dessa funcao ¢é todo valor ¢ a partir do inicio do experimento, portanto ¢ > 0:

D={teR|t>0}
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ii) Grafico da fungao e conjunto imagem
Vamos apresentar alguns valores para t para estudarmos o comportamento do

(t/p)
grafico. Substituiremos esses valores na fungao N(t) = Ny- <—> ,ondep =5

2
1 (t/5)
N(t) = Np - <§>

. .t - .
Como temos na funcao a fragao 5 atribuiremos valores multiplos de 5, comecando

portanto:

pelo valor inicial do experimento, ¢ = 0.

Quantidade de Material Radioativo - N

Ny

| 2

=l

t{anos)
40

Figura 4.9: Esboco do Grafico

Podemos perceber pelo comportamento do grafico que a fungao N(¢) é uma
funcao decrescente e que, para cada valor que aumentamos de ¢, a imagem

N(t) se reduzird em toda a extensao da fungao.

Analisando o conjunto imagem da fungao Im, teremos que, ao decorrer do
tempo t, a quantidade material radioativo se reduzira, mas sempre sera uma

fracao prépria com numerador Ny > 0, portanto a imagem sera sempre positiva.

Im={N e R|0 < N < Ny}

iii) Injetividade e Sobrejetividade

De acordo com o comportamento da fungao N (¢) podemos classificd-la em inje-
tora. De acordo com a Defini¢ao 1.15, podemos perceber que um determinado
valor de N s6 sera atingido com um tempo especifico e, exclusivo, em t. Por-

tanto, para qualquer ¢; e t5 pertencente ao Dominio [D], teremos N (t1) # N(t2).

Para definirmos N(¢) como sobrejetora, temos que afirmar que seu contra-
dominio seja limitado ao intervalo igual ao do conjunto imagem I,,,, caso contrario,
essa classificagdo nao se aplicaria. Portanto, se o contradominio for, CD = {x €
R |0 <z < Ny}, teremos N(t) Sobrejetora.
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iv) Inversa de N(t)

De acordo com a classificagao anterior, a fungdo N(t) é classificada como bije-

tora, classificacao essencial para definirmos uma funcao inversa.

Para definir a fungao inversa de N(t), vamos utilizar a regra prética, presente

na Observacao 1.23. Vamos considerar N(t) = y, portanto teremos:

1\ /5)
)

Seguindo o processo da regra pratica, trocaremos y por t na lei de formacao e,

N
e ()

; 1\ @)
£

Para conseguirmos isolar a variavel y, precisaremos introduzir logaritmo em

em seguida, isolaremos y:

ambos os membros da igualdade e, consequentemente, utilizar as defini¢oes pre-
sentes na secao 4.2. Escrevendo como logaritmo decimal em ambos os membros,

temos:

Y t t
S =-1 — | =y=-5-1 —
5 089 <N0) ) 082 (No)

N7Y(t) ,/’éwssemz dos
* Quadrantes Impares

(0.Ny)

(Ng, 0)

Figura 4.10: N(t) e sua inversa N '(¢)
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A funcao inversa N~1(¢) tem como objetivo analisar hd quanto tempo o com-
posto radioativo esta perdendo sua radiacao a partir da quantidade de radiacao

emitida por ele.

Solugao: O exercicio exige a porcentagem da atividade radioativa do composto

original depois de 10 anos. Por isso calcularemos N (10):
1\ (10/5) 1\2

1
N(10) = Ny~ 7 = N(10) = 0,25 Ny

Portanto restard 25% do composto original depois de 10 anos. [ ]

Exemplo 4.11. (ENEM-2013) Em setembro de 1987, Goiania foi palco do maior
acidente radioativo ocorrido no Brasil, quando uma amostra de césio-137, removida
de um aparelho de radioterapia abandonado, foi manipulada inadvertidamente por
parte da populacao. A meia-vida de um material radioativo € o tempo mecessdrio
para que a massa desse material se reduza a metade. A meia-vida do césio-137 é
30 anos e a quantidade restante de massa de um material radioativo, apos t anos,
¢ calculada pela expressao o M(t) = A.(2,7)*, onde A é a massa inicial e k uma
constante negativa.

Considere 0,3 como aproximagao para log 2.

Qual o tempo necessdrio, em anos, para que uma quantidade de massa do césio-

137 se reduza a 10% da quantidade inicial?
a) 27

b) 36

c) 50

d) 5

e) 100

Aplicagoes em Funcgao:

i) Construcao da Lei de Formagao da Funcao

Essa questao do ENEM apresenta uma férmula que calcula o material radio-
ativo do c¢ésio-137 ao longo de um tempo t dado em anos. Vamos, a partir
dos conceitos de potenciacao, criar uma lei de formacao de mais facil asso-
ciagao e entendimento para conseguir chegar no mesmo resultado proposto pelo

exercicio.
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Para cada periodo de “meia vida”[4.5.1] do composto, multiplicaremos a con-

centracao inicial pela fragao 3 Como o periodo de meia vida do composto
em questao é de 30 anos, podemos elaborar uma estratégia matematica de tal
forma que, a cada multiplo de 30, multiplicaremos a concentragao inicial A por

3" Com isso, teremos:

ii) Construcao do Gréfico da Fungao

Com essa lei de formagao esbogaremos o grafico de M (t):

Figura 4.11: Meia vida do Césio-137

Solucgao: Iremos resolver essa questao utilizando as duas leis de formagao. Primeiro
utilizaremos a lei proposta pelo autor da questao e, em seguida, faremos uma solugao

alternativa utilizando a lei de formacao proposta nas aplicacoes.

i) Solugao pelo enunciado.

De acordo com os dados do exercicio, a meia vida o césio-137 é de 30 anos.

A
Portanto M (30) = 3

S AT = = 7 ()

Utilizaremos essa informagao para substituir na equagao quando M (t) = 0

A 1
—— = A.(2 k.t N k.t
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Elevando os dois membros a 30* poténcia, teremos:

10730 = (2, 7)30k1 — 10730 = [(27 7)30.k}t (11)

Substituindo (I) em (II), temos:

1 t
10730 = (=
(5)

Escrevendo em forma de logaritmos decimais ambos os membros e aplicando

suas propriedades, teremos:
—30 1
log(10)™" = log 5) = —30 = —t-log2

De acordo com o dado, log2 = 0, 3, concluimos que:

30
t= " = t=100
0,3

ii) Solucao alternativa
t

1
Consideraremos a lei de formagao criada anteriormente i), M(t) = A - (5) 30,

e substituiremos M (t) por 0

t t
A 1\ 30 1 (1\30
A= — (=
10 (2) 10 (2)

Utilizando a definicao de logaritmo em ambos os membros e ja utilizando o

dado fornecido de log2 = 0,3 podemos escrever que:

t

1y 1\ 30 ot
log<ﬁ)—log<2> — —log 10 = 20 log 2

t
—l=——-0,3=>1t=100
30

4.5.2 Biologia

Reproducao de bacteriana ou viral, evolucao de uma epidemia e acao de um

determinado medicamento no corpo humano sao alguns dos exemplos que pode-
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mos contextualizar o contetido de funcao exponencial e logaritmica na disciplina de
biologia.

Esse tépicos mencionados em funcao do tempo transcorrido sao gréaficos com
comportamento exponencial e, eventualmente, sao conteidos utilizados em provas
de vestibulares. Mas, além desse ponto, o que chama a atencao desses titulos em
biologia é que o aluno, com uma explicacao bésica do conteudo, consegue identificar
o comportamento da curva proposta utilizando o conhecimento adquirido no Ensino
Fundamental.

A partir dai o professor de matematica por transitar entre as disciplinas bus-
cando o melhor entendimento do contetido de funcao. Esses tépicos mencionados
sao excelentes ferramentas para despertar, nos alunos que almejam faculdades em
areas bioldgicas, o interesse pelo estudo de funcao, melhorando assim o aprendizado
futuro.

O comportamento na reproducao de bactérias e virus é semelhante. O aumento
do numero desses seres em funcao do tempo tem um comportamento exponencial e
sofre influéncia de varios fatores externos, como temperatura, umidade e etc. Nao
iremos aprofundar em tais fatores, faremos apenas uma associacao entre a quanti-
dade de determinada espécie em funcao do tempo transcorrido. Para informacgoes
mais detalhadas do comportamento na reproducao de algumas bactérias ou virus
pode-se consultar [11].

Cada espécie de bactéria possui uma fator de crescimento especifico que define
como sera o comportamento da sua populacao em funcao de um tempo determi-

nado. O exemplo a seguir deixa claro essa associacao:

Exemplo 4.12. (PUC-SP-2015) Num mesmo instante, sao anotadas as populagoes
de duas culturas de bactérias: Py, com 32000 elementos, e Py, com 12,5% da po-
pulagao de Py. Supondo que o numero de bactérias de Py dobra a cada 30 minutos
enquanto que o de Py dobra a cada 15 minutos, quanto tempo teria decorrido até

que as duas culturas iqualassem suas quantidades de bactérias?

a) 2 horas e 30 minutos.

b) 2 horas.

c) 1 hora e 45 minutos.

d) 1 hora e 30 minutos.

e) 1 hora.

Aplicagcoes em Funcgao: Esse exercicio utiliza duas fungoes, a populacao de P;

em funcao do tempo ¢, e a populagao P, em funcao do tempo ¢, tempo esse dado

em minutos.
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i) Lei de formagao das Fungoes

Na funcao P, a populacao dobra a cada 30 minutos, ou seja, a populagao inicial
em P; sera multiplicada por 2 para cada tempo, em minutos, multiplo de 30.

Podemos escrever essa fungao como:

Py(t) = 32000 - (2)

Na funcao P», a populagao dobra a cada 15 minutos, ou seja, a populagao inicial,
12,5% de 32000, em P, serd multiplicada por 2 a cada tempo, em minutos,

multiplo de 15. Portanto a fungao P, sera:

t

Py(t) = 4000 - (2)7

ii) Dominio e Conjunto Imagem das fungoes
O Dominio D de ambas funcoes é o mesmo, pois trabalhamos com variagao de
tempo a partir do inicio, quando t = 0. Teremos entao:

D={teR|t>0}

No conjunto imagem teremos conjuntos diferentes em P; e P, pois os valores
iniciais s@o distintos. Temos que P;(0) = 32000, P»(0) = 4000 e que am-
bas as fungoes sdo crescentes, pois a base da variavel ¢ é maior que 1 [4.1].
Concluimos que P;(0) e P»(0) s@o os valores minimos de das fungées Py e P,

respectivamente. Portanto o conjunto imagem de Py, [I,,; sera:

L = {z € R|z > 32000}

O conjunto imagem de Ps, I,,5 sera:

Ime = {z € R|z > 4000}

iii) Construgao do Gréfico de Pi(t) e Py(t)
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v (em milhares)

Ponto de intersegao das fungdes

t (minutos)
0 15 30 45 B0 75 90 105 120 135 150 1865 180 195 210 225

Figura 4.12: Esbogo de Pi(t) e Py(t)

O ponto de intersegao das fungoes, destacado na Figura, é o momento onde

as populagoes P; e P, sao iguais.
|

Solucao: O problema pede o tempo necessario t para que as populagoes sejam
iguais. Portanto queremos a coordenada t do ponto de intersecao das duas funcoes,

destacado na Figura 4.12. Para isso, teremos que resolver P;(t) = Px(t).

Pi(t) = P(t)

Trabalhando somente com os expoentes teremos:

— = —3=1=290
30

Portanto a resposta sera 90 minutos ou 1 hora e 30 minutos.

Outra area da biologia que pode despertar um grande interesse no aluno é o
desenvolvimento (crescimento) de seres vivos, plantas ou animais. Essa estratégia
seria uma excelente ferramenta no ensino de funcoes para incentivar o estudo por
parte dos alunos que tem maior afinidade para areas biolégica, como medicina,
farmacia, enfermagem e etc.

Boa parte dos seres vivos que estao no nosso cotidiano tem uma linha de cres-

cimento semelhante, eles apresentam uma variacao de desenvolvimento maior nos
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primeiros periodos de tempo e, como o passar do tempo, essa variacao diminui. O
crescimento de um ser humano, por exemplo, fica mais evidente nos primeiros anos
de vida e, com o passar do tempo, esse crescimento vai se reduzindo até um momento
que ele se torna imperceptivel. Esse mesmo processo é semelhante ao que acontece

com outros animais, e até mesmo plantas.

g
B
!
I
3
g
o
o
E
g
&
E
8

e P | R T e ) 1 4 & 8
2 anos 3 anos 4anos

Idade (meses completos e anos)

Figura 4.13: Curva de Crescimento - Altura x Tempo

Disponivel  em: http://veja.abril.com.br/especiais_online/crescimento-
saudavel /curvas-crescimento.shtml. Acesso em: 25 de outubro de 2016.

A Figura 4.13, que representa a variagao do comportamento ideal da altura de
um menino até os 5 anos de idade, ¢ um exemplo da associacao da altura em fungao
do tempo. A caracteristica presente nesse exemplo, assim como em outros tipos de
desenvolvimento, é semelhante ao comportamento de uma func¢ao logaritmica.

As varias curvas demonstradas na figura sao possiveis comportamentos que a
crianca pode ter no decorrer do tempo. Essas variagoes acontecem por fatores ex-
ternos que comprometem a regularidade do crescimento, essa variacao pode acon-
tecer com qualquer ser vivo que apresente comportamento semelhante ao que foi
demonstrado na Figura 4.13.

O objetivo desse trabalho matematico nao é estudar tais acoes externas, mas
sim esbocar um comportamento ideal dessa curva para trabalhos a fungao de duas
variaveis, que é o foco do Ensino Médio.

O exemplo a seguir, do vestibular da UNESP (Universidade Estadual de Sao
Paulo), traduz o comportamento mencionado e, a partir dele, aplicaremos os tépicos

mais relevantes de fungoes como feito em outros exemplos no decorrer do trabalho.

Exemplo 4.13. (Vunesp-SP) Numa plantagio de certa espécie de drvore, as me-
didas aproximadas da altura e do diametro do tronco, desde o instante em que as
arvores sao plantadas até completarem 10 anos, sao dadas respectivamente pelas

funcoes:
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Altura: H(t) =1+ (0,8) - logy(t + 1)
Didametro do Tronco: D(t) = (0,1) - 27

Com H(t) e D(t) em metros et em anos.

a) Determine as medidas aprorimadas da altura, em metros, e do diametro do

tronco, em centimetros, das drvores no momento em que sao plantadas.

b) A altura de uma drvore é de 3,4 metros. Determine o diametro aprozimado do

tronco dessa drvore, em centimetros.
Aplicagoes em Funcao:

i) Dominio e Conjunto Imagem das fungoes

De acordo com o enunciado do exercicio, ambas fungde (H(t) e D(t)) variam
do momento em que as arvores sao plantadas, quando ¢ = 0 até os 10 anos de
idade, quando t = 10, Portanto teremos Dominios iguais nas duas fungoes, que
sera:

D={teR|0<t<10}

A fungao H(t) é uma fungao logaritmica [4.9] crescente pois a base é maior
que 1 e, consequentemente, teremos seu minimo para ¢t = 0 e seu maximo para

t = 10. Para t = 0 teremos:
H(0)=1+0,8-log,1 = H(0) =1
Para t = 10, teremos H(10):

H(10) =1+40,8 - log, 11 = H(10) ~ 3,78

A funcdo D(t), também crescente, é uma fungao exponencial [4.1] e, por isso,

tera seu valor minimo quando ¢ = 0 e méaximo para ¢t = 10.

D(0) =0,1-2°= D(0) =0,1
Para t = 10, teremos D(10) igual a:

D(10) =0,1-27 = D(10) ~ 0,268
Pode-se afirmar que ambas fungoes sao bijetoras.

ii) Gréfico das Fungoes

Vamos destacar, em cada grafico, os pontos maximo e minimo e também o

ponto requisitado pelo item b), quando a altura da arvore é 3,4 metros.
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O gréfico de H(t) sera:

H (altura em metros)

H(t) =140,8:log,(t + 1)

H(10)
3.4

1i{tempo em anos)

Figura 4.14: Altura H em funcao do tempo t

O grafico de D(t) sera:

D (didgmetro em metros)

D(t) = (0,1) - 2}

D10}
0,2

D(0) ¢

1(tempo em anos)

Figura 4.15: Diametro D em funcao do tempo t

iii) Fungao Inversa

O exercicio forneceu a altura da arvore para, com essa informacao, descobrir
o diametro da mesma. Nao temos uma funcao do diametro em relagao a al-
tura, portanto precisamos descobrir primeiro o tempo, em anos, que essa arvore

gastou para atingir essa altura e depois, com esse dado, descobrir o diametro.

Temos que descobrir o tempo utilizando a altura de 3,4 metros. Como a funcao
H(t) traduz a altura da arvore em fungdo do tempo, podemos dizer que sua
inversa, trabalhara com o tempo em funcao de uma determinada altura. Apli-

cando a regra pratica da inversa, obteremos g(z), que serd a inversa de H(t).

x—1

g(z) =208 —1

Onde x representa a altura da arvore. Portanto ¢(3,4) sera:
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341y 3
9(3,4)=2"008 " —=¢(3,4)=2"—-1
g(3,4) = 7 anos
Outro ponto interessante que pode ser mostrado é o comportamento exponencial

quando aplicamos a funcao inversa de uma funcgao logaritmica. Esse comporta-

mento pode ser percebido no grafico a seguir.

g(x)

-+ "eixo de simetria (y=x)

Hx)

'
10

Figura 4.16: Inversa da Altura da Arvore

iv) Fungao Composta

A partir do valor descoberto com a fungao inversa g(x), iremos utiliza-lo na
funcao D(t) para descobrir o tamanho do diametro dessa arvore. Teremos

entdo o valor de D(7) que sera:

D(7) = ()’1.2% — D(7) =0,1-2 = D(7) = 0,2 metros

O que podemos destacar neste exercicio, no ponto de vista mateméatico e utili-

zando a fun¢do como ferramenta, é a presenga de uma fungdo composta [1.19].

Quando precisamos de uma fungao para descobrir um determinado valor e, em
seguida, utilizamos o valor encontrado para substituir em uma outra funcao,
teremos a aplicacao da fungdo composta. Depois de descobrir ¢(3,4), subs-
tituimos este valor em D(t) para chegar no resultado final 0,2 metros. Podemos

dizer entdo, que utilizamos a fun¢do composta D(g(x)).

Teremos entao a fungao composta D O g(x). Portanto vamos ter:

D O g(3,4) = 0,2 metros

91



CAPITULO 5

APLICACAO DO ESTUDO

Nos capitulos anteriores fizemos uma breve defini¢ao das principais fungoes abor-
dadas no inicio do Ensino Médio, com suas respectivas aplicagoes, com o objetivo
de ajudar a explicacao dos contetdos basicos de fungoes.

Identificar uma funcao pelo gréfico, construir a lei de formacao de uma funcao,
classificar em crescente e decrescente, descobrir dominio e conjunto imagem de uma
funcao, classificar se uma funcao ¢ injetora, sobrejetora, bijetora, par e impar, iden-
tificar se uma fungao pode possuir uma inversa e como ¢ aplicacao de fungoes com-
postas sao topicos basicos e iniciais da disciplina e independentes do tipo de lei de
formacao que rege a funcao.

Nesse capitulo mostraremos, através de uma sintese, como seria essa aplicagao e
quais exemplos poderiamos utilizar para cada tépico mencionado no capitulo inicial
desta pesquisa. Demonstraremos exemplos e contextos para despertar o interesse
no conteido de funcoes tendo como foco o elo entre as disciplinas mencionados
anteriormente, Fisica, Quimica, Biologia e Geografia.

Para isso, consideraremos que o aluno que ingressa no ensino médio ja possui al-
gumas disciplinas cursadas no ensino fundamental, essenciais para o aprendizado de
funcao, que sao: manipulagao algébrica, resolucao de equagoes do 1° grau e 2° grau,
estudo do tipo de gréaficos e manipulacao de coordenadas cartesianas. Chegamos

nessa conclusao pelos estudos de [16], [17] e [22].

5.1 Identificacao, construgao do Grafico, Dominio

e Conjunto Imagem de uma Funcao

Para identificar uma funcao, a relagao entre grandezas tem que respeitar a De-
finigdo [1.1], que podemos resumir em duas caracteristicas: primeira, que todo ele-

mento do dominio possua uma imagem e, segunda, que ela seja tnica.
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Para identificar essas caracteristicas, os autores estudados utilizam leis de formagao
sem contextualizacao e alguns exemplos contextualizados com o cotidiano do aluno.
A partir destes exemplos, estuda-se a construcao do gréfico e a analise de seu compor-
tamento. Esses exemplos cotidianos sao de grande valia na explicacao do conteudo,
porém, é importante que paralelamente a esses exemplos utilizemos associacoes com
as ciencias que os alunos estudaram no Ensino Fundamental e irao estudar no Ensino
Médio.

Identificaremos aqui algumas relagoes de grandezas que podem ser utilizadas
pelo professor para que ele possa, a partir delas, desenvolver o conceito de fungao,

construir graficos e analisar os conjuntos de Dominio e Imagem da funcao.

5.1.1 Exemplos Cotidianos

i) Comércio: relagao entre prego pago por determinado produto e a quantidade
vendida desse produto. Pode-se relacionar também um salario de um vende-
dor em funcao da quantidade vendida (salario por comissao). Faturamento ou
rendimento, em dinheiro, de uma empresa em funcao do nimero de produtos

vendidos ou servicos prestados.

ii) Transporte: relagao entre prego da locagao do transporte e distancia percor-
rida (téxi, uber, onibus e etc). Utilizando a propor¢ao, podemos estabelecer
uma relagao entre distancia percorrida de um automoével e seu consumo de

combustivel.

iii) Problemas Domésticos: utilizando a proporgao, pode-se relacionar por exem-
plo, quantidades de ingredientes de uma determinada receita culinaria, sucos
concentrados em relacao a agua, quantidade de um produto de limpeza em

relacdo a sua area de atuacdo (rendimento).

Com variagoes desses problemas, dentre outros nao mencionados, os autores de
livros didaticos propoem situacoes problemas para que o professor consiga moldar o

contetdo de fungoes para o aluno do primeiro ano do Ensino Médio.

5.1.2 Exemplo nas Ciéncias do Ensino Médio

Mesmo apresentando certo nivel de eficacia, essa estratégia ja é utilizada no En-
sino Fundamental e, portanto, nao desperta tanto interesse quanto uma informagao
inédita.

O que propomos nessa pesquisa ¢ a utilizagao de novos contextos, retiradas das
ciéncias da natureza, para que o estudante tenha uma nova visao sobre a utilizagao
da matematica, em especial, usando o conceito de fun¢ao como elo de aprendizagem.

Para demonstrar os principios basicos de uma fungao, poderiamos utilizar exem-

plos como:

93



i) Fisica

ii)

Utilizando a proporcao, podemos utilizar o conceito de velocidade média [2.8].
Mantendo uma das grandezas constantes, pode-se mostrar o comportamento da

relacao entre as outras duas.
Ainda em MU [2.9], que possui a fungao horaria da posicdo S = Sy + v - t,
podemos fixar duas dessas varidveis e estudar o comportamento das outras

duas restantes, estabelecendo assim uma fungao entre essas grandezas.

Utilizando raciocinio semelhante, pode-se utilizar equagoes do MUV [2.11],

mantendo sempre uma variavel em fungao da outra.

Estabelecer uma relagao, mesmo que superficial, entre o Campo Gravitaci-
onal de um objeto em relacao a outro (atragao gravitacional de planetas por
exemplo), considerando que este campo esteja em fungao da distancia entre

eles ou da massa dos objetos.

Utilizando também uma teoria superficial, semelhante a do campo gravitaci-
onal, podemos estabelecer uma relagao de dependéncia de grandezas entre a
intensidade de um Campo Magnético (utilizando um ima como exemplo) e

a distancia do objeto "atraido”.

Utilizando exemplos como trilhos de um trem ou materiais utilizados em cons-
trugao civil, podemos mostrar o comportamento da dilatagao térmica, tépico
atual e importante da termodinamica [8]. Uma ilustracao atual da importancia
da construcao basica de uma lei de formacao sobre esse tépico foi vista no

ENEM de 2016, que pode ser vista a seguir:

Exemplo 5.1. (ENEM-2016) Uma liga metdlica sai do forno a uma tempera-
tura de 3000 °C e diminui 1% de sua temperatura a cada 30 min.

Use 0,477 como aproximacgao paralog,,3 e 1,041 como aproximagao paralog,,11.

O tempo decorrido, em hora, até que a liga atinja 30 °C é mais prozimo de

a) 22
b) 50
¢c) 100
d) 200
e) 400

Quimica
Como mencionado anteriormente, podemos utilizar o conceito de Pressao dos

Gases [2.20] para mostrar que a pressao estd em funcdo de grandezas como

volume do recipiente e temperatura.
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Utilizando os conhecimentos de potenciacao que o aluno adquiriu no Ensino
Fundamental, pode-se utilizar o conceito de meia vida de composto radioa-
tivo para estabelecer a relacao entre a massa radioativa de certo composto em
funcao do tempo que se passa. Podem ser utilizados como exemplos os acidentes

nucleares que aconteceram nos tultimos anos para demonstrar essa relagao.

iii) Biologia
Mostramos nessa pesquisa como é o comportamento do desenvolvimento de
plantas e animais no decorrer do tempo. Podemos estabelecer essa relacao,
mesmo que superficial, para mostrar a importancia do conteudo de funcao na
biologia, desenvolvendo uma relagao entre o crescimento de um determinado
ser (humano ou outro mamifero qualquer por exemplo) em relagao ao tempo e
mostrar que, ao longo do Ensino Médio, estudaremos uma lei de formacao que

pode reger esse comportamento visto em um grafico, que é a funcao logaritmica
[4.4].

Outro conceito interessante em biologia ¢ relacionado ao crescimento populaci-
onal de virus e bactérias no decorrer do tempo. Esse associacao é mais pratica
de ser trabalhada, pois abrange topicos de Matematica que sao de nivel Fun-
damental: potenciacao e juros compostos. O professor possui um excelente

exemplo de funcao exponencial crescente para trabalhar com os alunos.

iv) Geografia

Utilizando conceitos da Geografia fisica estudados no Ensino Fundamental,
pode-se solidificar esse contetido utilizando as nogoes de funcao e, principal-
mente, a demonstracao em um grafico. Densidade Demografica e a Escala car-
tografica, conteiido muito cobrado no ENEM, sao excelentes para demonstrar

a relagao entre grandezas.

Utilizando o crescimento exponencial como referéncia, podemos estabelecer
relagoes com o crescimento populacional de alguma regiao no decorrer do tempo,
fazendo uma associacao posterior a densidade demografica mencionada no paragrafo

anterior.

Esses sao alguns exemplos que podemos utilizar para tornar mais interessante o
contetudo de fungoes e fazer com que o aluno consiga estabelecer uma conexao com
as demais ciéncias.

Essa exemplificacao inicial é de extrema importancia para que, desde o inicio do
Ensino Médio, o estudante esteja familiarizado com essa conexao e, futuramente, no
decorrer do Ensino Médio, principalmente, consiga compreender algumas relagoes

entre grandezas que lhe serao ensinadas.
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5.2 Funcao Crescente e Decrescente

Conceitos bésicos como Dominio, Contradominio e Conjunto Imagem, lei de
formacao, identificar um grafico de fun¢ao, raiz de uma fungao, termo independente
e alguns outros pontos, sao a raiz do contetido. Apds essas explicagoes, estuda-se o
comportamento do grafico de uma fungao, crescente ou decrescente.

Esse estudo é de extremamente importante para a resolucao de problemas ma-
tematicos e também em outras ciéncias como Fisica, Quimica e Biologia. Muitos
vestibulares utilizam questoes de interpretacao de grafico no processo seletivo e que,
algumas vezes, podem ser resolvidas apenas com os conceitos de fungao associados
a teoria da ciéncia estudada. A partir dessa andlise, pode-se dizer que o professor
de Matematica que aplica, o mais cedo possivel, a ligacao entre o tépico de fungao
com as demais disciplinas conseguira um rendimento melhor do seu aluno nao s6 em
matematica, aumentando assim o poder de interpretacao do aluno e elevando seu

nivel de preparo para o vestibular.

5.2.1 Aplicagoes para fungao Crescente e Decrescente

Definimos, no primeiro capitulo, o que caracteriza uma fungao crescente [1.11].
Também notamos que em cada funcdo especifica (lei de formagao) existe uma ca-
racteristica particular que define se a funcao é crescente ou decrescente.

Mostraremos aqui alguns exemplos para funcao crescente e decrescente utilizando

as ciéncias da natureza, Fisica, Quimica, Biologia e Geografia.

i) Fisica
Em Cinematica, existem varias possibilidades de graficos para mostrarmos o
crescimento ou decrescimento de uma funcao. Utilizando o conceito de pro-
porgao, ja utilizado anteriormente, pode-se trabalhar com uma velocidade cons-
tante e observar o crescimento do grafico da distancia percorrida em funcao
do tempo (funcao crescente). Utilizando a mesma notagao de velocidade, es-
tabelecendo uma distancia fixa, podemos mostrar a relacao decrescente da

velocidade em funcao do tempo.

o]V fetociace)

onde D ¢ uma constante real positiva qualquer

o 7 H 3 1 5 5 7 13

Figura 5.1: Velocidade em funcao tempo
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i)

iii)

Observamos no MUV, na equagao V = Vj + a - t, que podemos ter exemplo
de funcao crescente, decrescente ou constante dependendo da variacao da ace-

leracao.

Em um exemplo de Queda Livre, podemos estabelecer uma fungao decrescente
da altura em funcao do tempo e, ao mesmo tempo, podemos estabelecer uma

funcao crescente da velocidade em funcao do tempo.

Podemos utilizar a notacao de Forga, medida em N (Newtons), que é igual
ao produto de massa por aceleracao. Essa relacao cai no mesmo conceito de

proporcao utilizado na velocidade escalar, portanto possui graficos semelhantes.

O docente pode também trabalhar com o conteido de Dilatagao Térmica
[8], utilizando mais uma vez o conceito de proporcionalidade, e estabelecer uma
relagdo (funcdo crescente) entre a dilatagdo de uma barra metélica em fungao
da temperatura que ela é submetida. Dependendo do nivel de conhecimento

dos alunos, pode-se trabalhar com dilatacao linear ou volumétrica.

Em Campo Magnético ou Elétrico, podemos trabalhar a relacao, decres-
cente, da intensidade da influéncia do campo (elétrico ou magnético) sobre um

objeto em funcao da distancia em que ele se encontra da fonte do campo.

Biologia

O conteudo ja mencionado, Crescimento populacional de seres (bactérias,
virus e etc), representa uma fungao crescente, exponencial, em relagdo ao tempo

decorrido.

O efeito de um medicamento em um determinado organismo ¢é um
exemplo muito interessante para funcao decrescente. Mesmo nao estudando fa-
tores externos, especificos da biologia, o professor consegue demonstrar o com-
portamento da concentracao de determinado medicamento em fungao do tempo

transcorrido apds a aplicacao.

O desenvolvimento de seres vivos (altura, comprimento, peso e etc) em

fungao do tempo. A funcao crescente ja foi trabalhada no Exemplo 4.13.

Quimica

A meia vida de composto radioativo é um exemplo de funcao decrescente,
mostra-se a emissao de radioatividade de determinado composto com o passar

do tempo.

No contetdo de pressao de gases ideais, podemos mostrar func¢oes crescentes
e decrescentes como mostrado nas Definicoes 2.17, 2.18 e 2.19. Para formatos
crescentes, temos a pressao em funcao da temperatura ou volume em funcao da

temperatura e, para formatos decrescentes, pressao em funcao do volume.
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iv)

Podemos citar também a Decomposi¢ao de objetos e substancias no meio
ambiente com o passar do tempo. Essa funcao decrescente aplica-se muito
bem na sustentabilidade do meio em que vivemos e é bastante cobrada em
vestibulares e no ENEM.

Geografia

Em Geografia podemos citar as ja mencionadas fungoes crescentes, Cresci-
mento populacional, Densidade Demografica e Escala cartografica uti-

lizando, nessas duas tltimas, a propor¢ao como ponto de partida.

5.3 Classificacao das funcoes em Injetora, Sobre-

jetora e Bijetora

Utilizando as defini¢oes presentes no capitulo [1], citaremos alguns modelos para

ajudar na classificacao e explicagdao de fungoes injetoras, sobrejetoras e bijetoras.

Trabalhando as variagoes de dominio e conjunto imagem, pode-se mostrar quando

uma funcao se encaixa em alguma dessas classificagoes ou nao.

i)

ii)

iii)

Fisica
Todas as fungoes, nao s6 em Fisica, que utilizam o principio da proporcionali-
dade para serem formadas sao exemplos de fungoes injetoras. Para cada valor

do Dominio, sé existe um tnico representante (proporcional) no contradominio.

Forca, Campo Magnético, Pressao Volumétrica, Densidade e etc.

A fungao que relaciona a Energia Cinética, como citado na Defini¢ao 3.2.1, com a
velocidade escalar é um excelente exemplo de funcao sobrejetora e, dependendo

de seu dominio, pode ser classificada como injetora ou nao.

Quimica

Todas as fungoes em Quimica citadas até aqui possuem classificacao de injetora.
A classificacao de sobrejetora dependerd do contradominio utilizado e, caso ela

se enquadre em uma funcao sobrejetora, poderemos classifica-la em bijetora.

Biologia

Assim como na Quimica, as fungoes apresentadas até agora sao injetoras. Pode-
se trabalhar mais claramente com essa injetividade utilizando Reprodugao de

Virus e Bactérias, pois sao assuntos muito atuais.

Utilizando diferentes contradominios, pode-se facilmente classificar essas fungoes

em sobrejetoras e, automaticamente, em bijetoras.
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5.4 Funcao Inversa

De acordo com a Definicao 1.21, s6 podemos estabelecer uma fungao inversa de
uma funcao se, e somente se, ela for bijetora.

Todas as fungoes classificadas como bijetoras, portanto, podem ser exemplos
para demonstrar o comportamento e o objetivo da funcao inversa.

Utilizando as funcoes bijetoras presentes em Biologia, por exemplo, fica mais
claro para o aluno perceber o comportamento do grafico de uma funcao inversa em

relacao a sua funcao de origem.

5.5 Funcao Composta

O conteido de funcao composta é bastante utilizado no decorrer do Ensino
Médio, principalmente em Fisica, para resolver questoes que envolvem mais de uma
funcao.

O conceito de funcao composta é utilizado para estabelecer um elo entre duas
funcoes, ou seja, utiliza-se uma funcao para chegar em um resultado necessario para
se aplicar a uma segunda fun¢ao com o objetivo de chegar no resultado final.

Para exemplificar esse resumo temos:

i) Fisica
No Exemplo [3.5], para descobrir a Energia Cinética, ¢ necessirio que se

descubra a velocidade média, utilizando a funcao horaria da velocidade e a

partir deste valor utiliza-se a funcao da Energia.

Podemos perceber essa teoria sendo aplicada em Forca Elétrica e Campo

Elétrico.

Em Corrente Elétrica, pode-se se estabelecer diversas relagoes de funcao com-
posta. Se um exercicio fornecer, por exemplo, a poténcia elétrica e a corrente
elétrica maxima que um produto suporta e pedir o valor da resisténcia desse
produto, utilizam-se duas funcoes para fazer essa associacao de valores. E ne-
cessario descobrir a voltagem em uma funcao e, com esse valor em maos, des-

cobrir a resisténcia pedida.
Esse tipo de estratégia é bastante utilizado na Cinemadtica e outras areas da
Fisica.

Movimento Circular, com as for¢cas em Leis de Newton, Leis da Termo-
dinamica e etc, sao exemplos que podem ser abordados pelo professor para
ajudar no entendimento, pelo menos tedrico, de qual é o objetivo da funcao

composta.

ii) Biologia
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No exemplo de crescimento de plantas observamos a necessidade, no item b, de
utilizar a fungao H(t), com o intuito de descobrir o tempo (t), e, a partir daf,

substituirmos em D(t) para descobrirmos o diametro da &rvore.

Essa mesma teoria pode ser abordada no desenvolvimento de outros seres vivos.
No ser humano, por exemplo, existem diversas relagoes que associam cresci-
mento altura, peso, aumento da circunferéncia abdominal ou de qualquer outro
membro e etc, todas em fungao da idade da pessoa (tempo). A func¢do composta

tem o papel de fazer a conexao dessas funcoes.
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CONSIDERACOES FINAIS

Este trabalho foi elaborado com o objetivo de estabelecer um elo inicial das
disciplinas Fisica, Quimica, Biologia e Geografia com os conceitos iniciais de fungao
abordados no Ensino Médio.

Nossa pesquisa defende que seria de grande importancia a contextualizagao inicial
das fungoes com outras disciplinas e até mesmo com o cotidiano do aluno, para que
o aprendizado seja mais eficiente e possua um desenvolvimento melhor ao longo do
Ensino Médio.

Citamos, no capitulo inicial, fatos histéricos que demonstram o objetivo central
do contetido de matematica, que é a resolucao de problemas. A necessidade de re-
solver problemas de comércio, transporte, unidades de medida, ciéncias bioldgicas e
etc mostra como a matematica foi crescendo como a principal ferramenta no desen-
volvimento do conhecimento dentro das ciéncias.

Mostramos, com o conhecimento adquirido no ensino fundamental, que é possivel
fazer ligacoes com o contetido de fungoes e as disciplinas mencionadas. Trabalhar a
dependéncia entre grandezas dentro dos varios universos que a Matemaética habita.

Este trabalho mostra que é possivel construir leis de formagao utilizando os
conceitos basicos trabalhados no ensino fundamental, como proporc¢ao, potenciacao
e equacoes. Mas, mais importante que construir essas leis, é associd-las as outras
disciplinas, algumas vezes inéditas, do ensino médio.

O trabalho foi dividido em capitulos por tipo de lei de formacao. Dentro de
cada um utilizamos exemplos de vestibulares atuais para mostrar como podemos
trabalhar o contetido de funcao em outras disciplinas.

Por fim, no capitulo de sintese [5], mostramos, em tdpicos, algumas sugestoes
de contetidos que podemos utilizar como exemplo para despertar a curiosidade e o
interesse na explicacao de funcao.

Nao propomos uma explicacao detalhada dos conteidos que utilizamos como
exemplo, mas sim uma abordagem superficial, utilizando exemplos de processos se-
letivos renomados, dos conteiidos das disciplinas mencionadas, exaltando sua relacao
com o conteido de funcao.

Esses elos entre as disciplinas sao detectados atualmente em um dos maiores
processos seletivos a nivel de Ensino Médio, o ENEM.

Boa parte das aplicagoes propostas nessa pesquisa sao abordadas pelos autores

que utilizamos como referéncia. Porém, esse trabalho é feito somente no capitulo
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especifico de cada lei de formagao, ou seja, existe a contextualizagao, mas ela sé
¢ feita depois que o aluno ja possui os conceitos basicos de funcao. Defendemos
aqui a necessidade dessa associacao da fungao com as demais disciplinas no inicio
da matéria pesquisada, ou seja, no primeiro contato do aluno com o contetdo.
Este material suporte que construimos mostra uma ideia da associacao da ma-
tematica com as demais disciplinas em torno do tépico inicial de funcao. Mas essa
pesquisa tem como objetivo ir além. Temos, como ideal, incentivar as pesquisas
relacionadas a interdisciplinaridade dos conteidos, em especial da matematica, com
qualquer uma das ciéncias, buscando melhorar o aprendizado dos estudantes do

Ensino Médio.
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