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Resumo

JUNIOR, Felix Horacio Munoz Muniz, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, margo
de 2018. Segoes Conicas. Orientador: Alexandre Alvarenga Rocha. Coorientador:
Justino Muniz Junior.

As secOes conicas elipse, hipérbole e parabola sao curvas obtidas a partir da intersecao
de uma superficie conica de revolucao de duas folhas e um plano secante. Tais curvas
foram descobertas na Grécia Antiga por Menaecmus, quatro séculos antes de Cristo.
Ainda na antiguidade, Apolonio de Perga escreveu o tratado denominado As Conicas.
Composta de oito volumes, essa obra representa o auge do desenvolvimento teérico
do assunto e influenciou diversos matematicos ao longo dos séculos. As secoes conicas
estao presentes na natureza, em especial, nos fenomenos relacionados a gravitagao
universal. Além disso, possuem propriedades refletoras que sao exploradas pelo
homem em diversos campos do conhecimento, tais como astronomia, engenharia e
medicina. No que tange ao ensino, as se¢oes conicas sao introduzidas no ultimo ano
do ensino basico, sendo apresentadas na sequéncia do estudo analitico da circunferén-
cia. A abordagem através da geometria analitica é predominante, resumindo-se de
modo geral, a obtencao das equacoes candnicas das curvas. No entanto, as conicas
representam uma rica oportunidade de se trabalhar um assunto sobre o viés das tres
geometrias (espacial, plana e analitica). Uma abordagem mais aprofundada sobre as
curvas € possivel no ensino basico e tem o potencial de despertar nos alunos deste

nivel uma visao sobre o poder e a aplicabilidade da matematica.



Abstract

JUNIOR, Felix Horacio Munoz Muniz, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, March,
2018. Conical Sections. Adviser: Alexandre Alvarenga Rocha. Co-adviser: Justino
Muniz Junior.

The ellipse, hyperbole and parabola conical sections are curves obtained from the
intersection of a conical surface of two-sheet revolution and a secant plan. Menaecmus
discovered those curvesin Ancient Greece, four centuries before Christ. At the same
period, during the ancient times, Apollonius of Perga wrote the Treaty called
Conics. Composed by eight volumes, this work represents the peak of theoretical
development of the topic and influenced many mathematicians over the centuries. The
conical sections are present in nature, in special, at universal gravitation phenomena.
Furthermore, they have reflective proprieties that are explored by man invarious
knowledge fields, such as astronomy, engineering and medicine. With regard to
teaching, the conical sections are introduced in the last year of high school, and
are presented just after the analytic study of circumference. The approach through
analytical geometry is prevalent, mostly about the obtaining of canonical equations
of the curves. However, the conics represent a great opportunity to work at the same
topic from the three geometries (space, plane and analytical). A deeper approach
about the curves is possible in high school and it has the potential to awaken in

students, a view about the power and applicability of math.
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Introducao

Elipses, hipérboles e pardbolas sdo curvas planas denominadas se¢oes conicas (ou
simplesmente conicas), pois estas podem ser obtidas como resultantes da intersegao
de uma superficie conica de revolucao de duas folhas com um plano secante. As
posicoes relativas entre a superficie conica e o plano definem a curva formada. A
bem da verdade, se contemplarmos todas as possibilidades de curvas obtidas pela
intersecao de uma superficie conica e um plano hé a circunferéncia, que é tratada
por alguns autores como um caso particular de elipse. E ainda, se o plano secante
contiver o vértice da superficie conica, a intersecao resultante pode ser um ponto,
uma reta ou um par de retas concorrentes que, nesses casos, sao denominadas conicas
degeneradas.

As origens das conicas remontam a Grécia Antiga. O matematico grego Menaec-
mus (380-320 a.C.) descobriu as elipses, hipérboles e pardbolas quando tratava de trés
conhecidos problemas da geometria grega: a triseccao de um angulo, a duplicacao do
cubo e a quadratura do circulo. Segundo [21] outros gregos como Aristeu (370-300
a.C.) e o préprio Euclides (325-265 a.C) estudaram as conicas e algumas de suas
propriedades. De acordo com [2], Arquimedes (287-212 a.C.) dedicou uma pequena
parcela de sua grande contribuicao a Matemaética ao estudo das conicas, e entre
outras descobertas teria determinado a area da elipse. No entanto, o principal nome
da matematica grega antiga associada ao estudo das conicas, é o de Apolonio de
Perga (262-190 a.C.) que escreveu um tratado intitulado Se¢oes Conicas, composto
por oito volumes, que superou todos os tratados anteriores sobre o tema. Esta obra
representa o auge tedrico no estudo das curvas e teve influéncia nas descobertas de
diversos cientistas muitos séculos apds ser concebida.

As segoOes conicas estao presentes de maneira intrinseca na natureza. Johannes
Kepler (1571-1630) descobriu, baseado nos registros astronomicos existentes a época,
que as trajetérias dos planetas em torno do Sol sao elipticas e nao circulares como se
acreditava, tanto no modelo geocéntrico de Ptolomeu como no modelo heliocéntrico de
Copérnico. Galileu Galilei (1564-1642) descobriu que, desprezando-se a resisténcia do
ar, a trajetéria que um projétil lancado obliquamente descreve é uma parabola. Poucos
anos mais tarde, Sir Isaac Newton (1642-1727) demonstrou que, como consequéncia
da forma como age a forca gravitacional, as trajetérias dos corpos celestes sao elipses,
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hipérboles ou parabolas, a depender da energia do sistema. Além disso, as conicas
possuem propriedades especificas de suas formas que sao empregadas em diversos
contextos pelo homem, como por exemplo em antenas e receptores, telescépios,
equipamentos médicos, holofotes, sistemas de navegacao, construgao civil, dentre
outros.

No que tange ao ensino, o assunto conicas estd presente ja na educacao basica. A
parabola é amplamente trabalhada no primeiro ano do Ensino Médio, no contexto do
grafico das fungao quadraticas, mas sem haver um tratamento das propriedades da
curva. De acordo com o documento Orientacoes Curriculares para o Ensino Médio
do Governo Federal (ver [1]), o assunto conicas é tratado como tema complementar
do curriculo de Matematica, cabendo aos professores definirem a viabilidade de se
trabalhar o tema, conforme cada contexto escolar. Quando trabalhadas, as curvas
elipse e hipérbole sao introduzidas no iltimo ano do ensino médio, geralmente como
uma sequéncia do estudo analitico da circunferéncia. E neste momento que também
ocorre o estudo da parabola como um lugar geométrico no plano.

A evolucao histérica das segoes conicas, bem como sua relevancia tanto em
fendmenos naturais como em aplicagoes tecnoldgicas desenvolvidas pelo homem, nos
motiva a estuda-las mais profundamente neste trabalho. Acredita-se que este topico
da Matematica apresenta a rica possibilidade de se estudar um mesmo assunto sobre
o viés das trés geometrias: espacial, plana e analitica. Ademais, pretende-se avaliar
a abordagem dada ao assunto no Ensino Bésico, através de uma analise critica das
obras distribuidas as escolas publicas pelo Programa Nacional do Livro Didatico
(PNLD) do Governo Federal.



2

Aspéctos Historicos das Secoes Coni-
cas

Segundo [0] as origens das conicas remontam a Grécia Antiga no século IV a.C.
O matemadtico grego e discipulo de Eudoxo, Menaecmus (380-320 a.C., aproxima-
damente) descobriu as conicas quando tratava de trés conhecidos problemas de
construcao da geometria grega:

i)a trisecgdo de um angulo: dado um éangulo, construir um angulo com um tergo
da amplitude;

ii)a duplicacdo do cubo: dado um cubo, construir um cubo com o dobro do
volume do cubo original;

iii)a quadratura do circulo: dado um circulo, construir um quadrado de mesma
area.

Estes problemas conduziam a elementos que satisfizessem propriedades expressas
na propor¢ao aumentada a/x = x/y = y/2a. Menaecmus descobriu que havia curvas
com as propriedades desejadas. Estas curvas, que mais tarde foram denominadas
elipses, hipérboles e parabolas, podiam ser obtidas de uma mesma fonte: o corte de
um cone circular reto por um plano perpendicular a um elemento do cone [2].

O primeiro tratado mateméatico sobre as se¢oes conicas é atribuido ao geometra
grego Aristeu (370-300 a.C., aproximadamente), que teria escrito cinco livros sobre
as segoes conicas, apresentando um estudo das curvas e suas propriedades [0].

De acordo com [5], Euclides de Alexandria (325-265 a.C., aproximadamente) autor
da ilustre obra matematica Os Elementos, também escreveu um tratado sobre secoes
coOnicas em quatro volumes. No entanto, assim como varios outros de seus trabalhos,
este tratado se perdeu, sendo conhecidos apenas por comentarios posteriores.

Arquimedes de Siracusa (287-212 a.C.,aproximadamente), notével por seus traba-
lhos em matematica, fisica e engenharia, dedicou uma pequena parcela de sua grande
contribuicao a Matematica ao estudo das conicas, e dentre outras descobertas teria
determinado a area da elipse.

O principal trabalho sobre as conicas, considerando toda a histéria da matematica,
¢ devido a Apolonio de Perga (262-190 a.C.,aproximadamente). Pouco se sabe sobre
a vida de Apolonio, mas este juntamente a Euclides e Arquimedes formam a triade
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dos maiores matematicos gregos da Antiguidade. Considerada a sua obra prima,
Apolonio escreveu o tratado denominado As Conicas, composto de oito livros dos
quais sete foram preservados e chegaram até nds. Segundo [5], a obra de Apolonio
reuniu cerca de 400 proposigoes em seus oito livros, superando completamente os
trabalhos de Menaecmus, Aristeu e Euclides sobre o assunto. Segundo [27], além de
reunir todo o conhecimento que ja existia sobre conicas, dando os devidos créditos
aos autores, As Conicas de Apolonio aprofundou muito esse tépico da matematica.

Apolonio trouxe inimeras abordagens novas em seu trabalho sobre conicas. As
préprias terminologias elipse, hipérbole e parabola, embora ja fossem utilizadas
por Euclides em contextos indiretamente relacionados, teriam sido associadas as
segoes conicas por Apolénio [19]. De acordo com [2], antes de Apolonio, a elipse,
a parabola e a hipérbole eram obtidas de trés tipos distintos de cone circular reto,
conforme o angulo no vértice fosse agudo, reto ou obtuso. Apolonio demonstrou que
as trés curvas poderiam ser obtidas de um mesmo cone variando apenas a inclinagao
do plano de secao. Além disso, Apolonio generalizou o conceito de secao conica,
demonstrando que para obtencao das curvas o cone circular nao precisava ser reto,
mas poderia ser um cone obliquo, preservando as propriedades das curvas. Outra
novidade introduzida por Apolonio foi a utilizacao do cone circular de duas folhas,
ao invés do cone de uma unica folha. Isso fez da hipérbole a curva de dois ramos da
forma como a conhecemos hoje. De acordo com [15] Apolonio abordou propriedades
fundamentais das conicas em suas obras, tais como assintotas, diametros conjugados e
retas tangentes. As Conicas de Apolonio em diversos aspectos foram uma antecipacao
da Geometria Analitica que seria desenvolvida no século XVII. Segundo [26], embora
Apolénio nao se reportasse a um sistema de eixos (hoje denominados cartesianos),
utilizava um par de diametros conjugados como equivalentes aos eixos obliquos.

A importancia dos trabalhos de Apolonio com As Conicas atravessou os séculos.
E notédvel a sua influéncia sobre os trabalhos astronomicos de Johannes Kepler (1571-
1630) que, baseado nos registros existentes a época (coletados pelas observagoes de
Tycho Brahe), descobriu que as trajetérias dos planetas em torno do Sol séo elipticas
e nao circulares como se acreditava a época. Influenciou também a mecanica de
Galileu Galilei (1564-1642) que descobriu que se desprezando a resisténcia do ar, a
trajetéria que um projétil lancado obliquamente descreve é uma parabola. Poucos
anos mais tarde, Sir Isaac Newton (1642-1727) demonstrou que, como consequéncia
da forma como age a forga gravitacional, as trajetorias dos corpos celestes sao elipses,
hipérboles ou parabolas, a depender da energia do sistema. Para se ter uma ideia da
relevancia da obra de Apolonio,[2] traz:

“... fol a matematica pura de Apolonio que permitiu, cerca de 1800
anos mais tarde, os Principia de Newton; esse por sua vez, deu aos
cientistas da década de 1960 condicoes para que a viagem de ida e volta
a Lua fosse possivel.” (p. 118)

A histéria das conicas, assim como a da Matematica de um modo geral, nao foi
construida de forma linear. A intensa producgao observada na antiguidade nao se
manteve nos séculos seguintes. Em particular, a idade Média (476 d.C.- 1453) foram
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séculos de poucos avangos no que se referem as conicas [27]. Depois de Apolénio,
avancos significativos nesta drea s6 vieram a ocorrer na idade moderna (1453-1789).
Ao longo dos séculos desse periodo, diversos matematicos deram contribuicoes para
o estudo dessas curvas, com destaque para o matematico francés Pierre de Fermat
(1601-1665) que, utilizando-se dos trabalhos desenvolvidos por René Descartes (1596-
1650), desenvolveu o tratamento analitico das conicas, como suas equagoes cartesianas
e transformacoes equivalentes as atuais rotagoes de eixos [20].

Ja na idade contemporanea, destaca-se o trabalho do matematico belga Pierre
Dandelin (1794-1847) que, utilizando as esferas inscritas na superficie conica de
revolugao, estudadas pelo também matematico belga Jacques Quetelet (1796-1874),
deu uma nova demonstracao para o Teorema de Apolonio sobre as curvas formadas
pelas sec¢oes conicas. A abordagem de Dandelin forneceu uma nova perspectiva ao
assunto que facilitou a visualizacao de certos conceitos sobre tais curvas [23].



Secoes Conicas

3.1 Superficie Conica de Revolucao e o Teorema
de Apoldnio

Apolonio de Perga forneceu uma defini¢ao para uma superficie conica de revolugao
(de duas folhas) que continua valida ainda hoje:

“Se fizermos uma reta, de comprimento indefinido e passando por um
ponto fixo, mover-se ao longo da circunferéncia de um circulo, que nao
estd em um mesmo plano com o ponto, de modo a passar sucessivamente
por cada um dos pontos dessa circunferéncia, a reta movel descreverd a
superficie de um cone duplo.”

Em linguagem atual, o ponto fixo da definicao de Apolonio é chamado vértice
da superficie conica, as retas moéveis sao denominadas geratrizes e a circunferéncia
¢ denominada diretriz. Tem-se ainda que a reta que une o vértice ao centro da
circunferéncia diretriz é denominado eixo do cone. No caso em que o eixo é ortogonal
ao plano que contém a circunferéncia diretriz, a superficie resultante é dita reta. A
figura 3.1 apresenta os elementos de construgao e a superficie conica reta consolidada.

O teorema de Apolonio diz que a secao feita numa superficie conica por um plano
qualquer, que nao contenha o vértice do cone, é uma elipse, uma hipérbole ou uma
parabola, segundo o plano secante faz com o eixo do cone um angulo superior, inferior
ou igual ao semi-angulo no vértice do cone, conforme pode ser visualizado na figura
3.2.

A fim de se esgotar todas as possibilidades para uma secao conica, tem-se que se o
angulo [ for reto, isto é, se o eixo do cone for ortogonal ao plano secante, entao a secao
resultante serd uma circunferéncia. E ainda, se o plano secante passar pelo vértice da
secao conica, entao a se¢ao resultante sera um ponto, uma reta ou um par de retas
concorrentes e, nesses trés casos, serao denominadas conicas degeneradas. Outro
fato digno de nota, é que para obtencao das curvas (elipse, hipérbole e pardbola)
a superficie conica nao precisa ser reta, podendo ser obtidas a partir de um cone
circular obliquo ou escaleno. Segundo [2], o préprio Apolénio teria descoberto essa
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—— - Geratriz

Figura 3.1: Elementos de construcao e superficie conica reta consolidada.

generalizacao. No entanto, nesta dissertacao, sem perdas de generalidade para as
propriedades das curvas e devido ao escopo pretendido, trataremos apenas os casos
elipse, hipérbole e parabola obtidas pela intersecao de um plano com uma superficie
coOnica reta.

3.2 Excentricidade de uma Secao Conica

Definigao 3.1: Seja a o angulo formado entre uma geratriz qualquer do cone e seu
eixo e B o angulo que o plano de corte forma com o mesmo eixo, conforme ilustra a
figura 3.2. Denomina-se excentricidade e da se¢ao conica a razao entre os cossenos
dos angulos [ e a:

e= (3.1)

Das definicoes de sec¢oes conicas e de excentricidade tém-se trés casos:
i) Elipse (figura 3.2a): neste caso o plano de se¢ao é obliquo ao eixo vertical e
a geratriz do cone e intercepta a superficie conica em apenas uma folha. Como
0 < a, B8 <90°epf > a, segue que 0 < cosf < cosae < 1 . Portanto, para a
excentricidade da elipse egrrpsg, tem-se:

cosf3

0 < egripse = <1 (32)

COsx

ii) Hipérbole(figura 3.2b): neste caso o plano de segao é obliquo ao eixo vertical
e a geratriz do cone, mas intercepta a superficie conica nas duas folhas. Como
0 < a, 8<90°e B < a, segue que 0 < cosa < cosff <1 . Portanto, para a
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: i

(a) Secdo conica tipo Elipse (b) Secao conica tipo Hipérbole

<
4 1

(¢) Secao conica tipo Pardbola

Figura 3.2: Secoes Conicas. Em a,b e ¢ as segoes sao uma elipse, hipérbole e
parabola, respectivamente

excentricidade da hipérbole ey prrorE, tem-se:

cosf3

€HIPRBOLE = (3.3)
cosa

iii) Pardbola(figura 3.2c): neste caso o plano de segao é paralelo a geratriz do
cone, obliquo ao eixo vertical e intercepta a superficie conica em apenas uma folha.
Como o = [ segue que cosa = cosf . Portanto, para a excentricidade da pardbola
€pARABOLA> VETI-SE!

cosf

€PARBOLA = =1 (3.4)
cosa
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3.3 Os Teoremas de Dandelin-Quetelet

No século XIX, Germinal Pierre Dandelin (1794-1847) e Adolphe Quetelet (1796-
1874), dois matematicos belgas, desenvolveram uma demonstragao alternativa para
as propriedades que hoje utilizamos para definir as conicas.

Utilizando-se das esferas inscritas a superficie conica e tangentes ao plano de
intersegao, hoje denominadas “Esferas de Dandelin” (duas nos casos da elipse e
hipérbole e uma no caso da parabola) Dandelin e Quetelet conseguiram determinar
os focos das conicas e verificar as propriedades focais e das retas diretrizes de uma sé
vez. Essa nova abordagem permitiu a visualizagao de certas propriedades das conicas
através da geometria espacial.

Vale observar que Dandelin e Quetelet nao conseguiram provar a propriedade focal
das parabolas via sua esfera. No entanto, Pierce Morton em 1829 utilizou construcoes
semelhantes as propostas por Dandelin e Quetelet para provar tal propriedade.

Nos capitulos 4, 5 e 6, dentre outras abordagens, as conicas serao apresentadas
sob a luz dos estudos desenvolvidos por Dandelin e Quetelet. Para as demonstracoes
que seguem, faz-se necessario o lema 3.1:

Lema 3.1: Considere uma esfera e um ponto P exterior. Se PA e PB sao dois
segmentos tangentes a esfera, entao PA = PB.

Demonstragio. Seja O o centro da esfera de raio r (ver figura 3.3). Como PA
e PB sao dois segmentos tangentes & esfera, tem-se que PAO = PBO = 90°.
Além disso, AO = BO = r. Segue entao, da congruéncia dos triangulos PAO e
PBO (pelo caso cateto-hipotenusa), que PA = PB. O]

Figura 3.3: Segmentos tangentes PA e PB de medidas iguais.



Elipses

Considere uma se¢ao conica com excentricidade e, tal que 0 < e < 1. Neste caso a
secao é uma elipse e o plano secante intercepta apenas uma folha da superficie conica.
Sejam (' e Cy as duas esferas inscritas ao cone e tangentes ao plano de intersegao,
conforme a figura 4.1. Estas esferas sao denominadas “Esferas de Dandelin” para a

segao tipo elipse [20].

Figura 4.1: Esferas de Dandelin para sec¢oes tipo elipse.

Teorema 4.1: ( 1° Teorema de Dandelin- Quetelet para Elipses) Considere uma
secao conica do tipo elipse, P um ponto qualquer da curva e F} e Fy os pontos
de tangeéncia das esferas de Dandelin com o plano da secao. Os pontos F) e Fj,

10
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denominados focos da elipse, sao tais que:
PF, + PF, = constante.

Demonstracao. Sejam L; e Lo as circunferéncias de intersecao das esferas de
Dandelin C e (Y, respectivamente, e o cone. Sejam, ainda, 77 e Ty os pontos
de intersecao da geratriz que contém o ponto P e as circunferéncias L; e Lo,
respectivamente, conforme a figura 4.2. Observe que, para qualquer ponto P da
elipse o segmento T;T, tem comprimento constante, igual ao comprimento da
geratriz do tronco de cone formado entre os planos que contém Ly e Ly. Como
as esferas de Dandelin sao tangentes ao cone, a geratriz que contém o ponto P
serd tangente as esferas em 77 e T5. Dado que o plano de formacao da elipse é
tangente as esferas em Fj e Fj e, sendo P um ponto exterior as esferas, segue
que PTy e PF, sdo segmentos tangentes a esfera C; e PT, e PF, sdo segmentos
tangentes a esfera C. Do lema 3.1 segue que P1T} = PF| e P1; = PF;. Portanto,
T, = PT| + PI, = PF| + PF, = constante. O

Figura 4.2: Ilustracao do 1° Teorema de Dandelin-Quetelet para elipses.

Teorema 4.2: ( 2° Teorema de Dandelin- Quetelet para Elipses) Dada uma segao
conica do tipo elipse, com focos F; e Fy e excentricidade e, existem retas fixas d; e
dy (denominadas retas diretrizes da elipse) contidas no plano de formagao da curva,
tais que para todo ponto P da elipse vale:

d(PFy) _ d(PF)

= :e.

d(P,d;)  d(P,ds)
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Demonstracao. Considere os seguintes elementos conforme a figura 4.3:
e 71 ¢ o plano de formacao da elipse;

e 1, ¢ 0 plano que contém a circunferéncia de intersecao entre a esfera de
Dandelin C; e o cone;

e d; é a reta de intersecao entre os planos 7 e 7.

e A é o ponto de intersecao entre a geratriz que contém o ponto P e o plano
T2,

e PB é o segmento paralelo ao eixo do cone, tal que B € ;
C € d; ¢ o pé da distancia d(P,d;).

Figura 4.3: ITlustracao do 2° Teorema de Dandelin-Quetelet para elipses.

O segmento PB é ortogonal ao plano m, visto que é paralelo ao eixo do cone.
Logo, os angulos PBA e PBC sio retos. Tem-se ainda que o angulo APB é
alterno interno com o angulo formado entre a geratriz V P e o eixo do cone. Segue
que APB = a (sendo o angulo a conforme definigao 3.1). Portanto, no triangulo
retangulo PBA tem-se:

PB = PA-cosa (4.1)

O angulo BPC é o angulo formado entre o eixo do cone e o plano de formagao
da elipse. Entao BPC = f (sendo o angulo /8 conforme definigao 3.1). Portanto,
no triangulo retangulo PBC' tem-se:

PB = PC.cosf (4.2)
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Da igualdade de 4.1 e 4.2, segue que:

PA.cosa = PC.cosf3 (4.3)
Como PA e PF sao segmentos tangentes a esfera Cy, tem- se:

PA=PF, (4.4)
Substituindo 4.4 em 4.3, resulta em:

PFi.cosac = PC.cosf

PFy  cos B
PC ~ cosa
d(P,Fy) cos
d(Pd,)  cosa ‘
Analogamente, sendo dy a reta de intersecao entre o plano de formagao da
elipse (plano ;) e o plano de intersegao entre a esfera de Dandelin Cy e a superficie

conica (plano 73), demonstra-se que:

d(P,Fy) cos B .
d(Pdy)  cosa

]

As propriedades demonstradas nos teoremas 4.1 e 4.2 constituem as defini¢oes
usuais para a curva plana denominada elipse:

Definicao 4.1: “Uma elipse € de focos F; e F5 é o conjunto dos pontos P do plano
cuja soma das distancias a F} e I3 é igual a uma constante 2a > 0, maior do que a
distancia entre os focos d(Fy,Fy) = 2¢” [9]. Ver figura 4.4.

d(P,F1)+d(P,F2)=2a

Figura 4.4: Definicao usual de elipse.
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Definicao 4.2: “Dado o nimero 0 < e < 1 e dados um ponto Fj, uma reta d;

em um plano, com F; ¢ dy, o conjunto de todos os pontos do plano cuja razao

das distancias a Fj e a d; vale e, é chamado a elipse de excentricidade e, foco F}

e diretriz d,” [7]. Ademais, existem outro foco Fy e outra diretriz ds (com d; e ds

perpendiculares a reta que contém Fj e F) tais que para todo ponto P da elipse
vale e a razao entre d(P,F,) e d(P,ds). Ver figura 4.5.

P C
-
di d2
F1 F2
°
- d(P,F1) _d(P,F2)
O< Py ~ ap,a) ¢!
Figura 4.5: Definicao usual de elipse 2.
4.1 Elementos da Elipse
Dada uma elipse € de focos F} e Iy, de acordo com [11] define-se (ver figura 4.6 ):

O ponto médio dos pontos F; e Fy, denominado O, é o centro da elipse.
O segmento F|F,, de comprimento 2¢, é o segmento focal da elipse.
A reta r, que contém os pontos Fi e Fy, é a reta focal da elipse.

Os pontos A; e Ay sao os pontos de intersecao de ¢ e a reta focal r. Estes
pontos sao denominados vértices da elipse sobre a reta focal. O segmento A; A,
de comprimento 2a, é denominado eixo focal (ou eixo maior) da elipse. Os
segmentos OA; e OA,, de comprimento a, sdo os semi-eixos focais da elipse.

A reta s, mediatriz do segmento F} F5, é a reta nao focal da elipse.

Os pontos B; e B, sao os pontos de intersecao de € e a reta nao focal s. Estes
pontos sao denominados vértices da elipse sobre a reta nao focal. O segmento
B B,, de comprimento 2b, é denominado eixo nao focal (ou eixo menor) da
elipse. Os segmentos OB; e OB,, de comprimento b, sd0 0s semi-eixos nao
focais da elipse.

Qualquer segmento cujos extremos sao pontos de € é denominado corda da
elipse.
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e As duas cordas perpendiculares a reta focal da elipse e que contém respectiva-
mente os focos, sao denominadas lactus rectum da elipse.

B2
L
b a
Al F1 0 F2 A2
—0 ® o
c r

|B1
s

Figura 4.6: Elementos da elipse.

Observe que das defini¢oes apresentadas e do teorema de Pitagoras aplicado ao
triangulo retangulo de vértices O, By e F3, obtém-se uma relacao entre os parametros
a,b e c da elipse:

a?=b+ ¢ (4.5)

4.2 'Tratamento Analitico da Elipse

Dados um sistema de eixos coordenados ortogonais XY, as equacoes das elipses
que possuem reta focal paralela a um dos eixos ortogonais sao denominadas formas
canonicas da elipse.

4.2.1 Elipse € com centro na origem do sistema XOY e
reta focal sobre o eixo OX

Nesse caso, conforme figura 4.7, os focos e os vértices da elipse sao os pontos
Fy = (—¢0), F, =(c,0), Ay = (—a,0), A2 = (a,0), By = (0, — b) e B, = (0,b). Seja
P = (z,y) um ponto qualquer de e. Como P € ¢ se, e somente se, d(P,F)+d(P,F») =
2a, segue que:

Ve+e)2+yr+ /(v — )2 +y2=2a

= (x4 )2 +1y?>=2a—/(x —c)?+ y?

= (z+ )’ +y? =4a* —da\/(x — )2 + 2 + (z — ¢)* + ¢*

= 2?4+ 2xc+ A +y? = 4a® — da/(v — )2 + y? + 2% — 2zc + A+ y?

= dxc = 4a® — dar/(z — ¢)? + 12

= a® —cx = ay/(z — ¢)? + y?

— (% — cx)’ = a2((z — ¢)2 + )

= a' — 2a’cx + A2? = a?*(2? — 2xc + 2 + y?)

= (a® — A)2? + a*y* = a*(a® — &?)
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Y

B1

Figura 4.7: Elipse com centro na origem do sistema XOY e reta focal sobre o
eixo OX.

Como a? = b + % (ver 4.5), segue que a® — ¢ = b%. Logo
b a? + a?y? = a?b

_+b_2:1

(4.6)
A equacao 4.6 é denominada a forma canonica da elipse com o centro na origem
e eixo focal sobre o eixo OX.

4.2.2 Elipse € com centro na origem do sistema XOY e
reta focal sobre o eixo OY

Nesse caso, conforme figura 4.8 os focos e os vértices da elipse sao os pontos

Flz(o,—>F2:( )Alz( )AQ—(OCZ) Blz(—bO)eBgz(bO)

Desenvolvendo d(P,F}) + d(P,Fy) = 2a como em 4.2.1, resulta em:
2?2y

— g tae=!

(4.7)
A equacao 4.7 é denominada a forma canonica da elipse com o centro na origem
e eixo focal sobre o eixo OY.
4.2.3 Formas candnicas da elipse com centro fora da
origem: translacao de eixos coordenados
Considere no sistema de eixos XOY', o ponto O’ = (z,y0). Seja X'O'Y’ o sistema
com centro em O’ e eixos O’ X’ e O'Y’ paralelos e com 0 mesmo sentido dos eixos
OX e OY, respectivamente, conforme figura 4.9.
Dado um ponto P do plano, suas coordenadas (x,y)

z,y) e (2',y') relativas aos sistemas
de eixos XOY e X'O'Y’, respectivamente, relacionam-se pelas equacoes
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A2

B1 0 B2

P= (X,}"}

Al

Figura 4.8: Elipse com centro na origem do sistema XOY e reta focal sobre o

eixo OY.
Y Y
y0+y' - - - - — @ - — - — - -.P
Y |
I
I
0 I
y ® . ,
o | X X
I
I
I
I
I
I
I
%0 1
0 ®O+x X

Figura 4.9: Translacao de eixos coordenados.

oo ws

Y=Y — Yo

Dessa forma, considere uma elipse com centro no ponto O’ = (z¢,yo) do sistema
XOY e eixo focal paralelo ao eixo OX. Relativamente ao sistema O’ X'Y”, tem-se
uma elipse centrada na origem O’ e com eixo focal sobre o eixo O'X’. Portanto,
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conforme 4.2.1, sua equacao canonica no sistema O'X’'Y”’ é dada por:

=1 (4.9)

Substituindo 4.8 em 4.9, tem-se a equagao canonica no sistema XOY da elipse
com centro em O’ = (x¢,yo) e eixo focal paralelo ao eixo OX:

<x;f®2+(y;f@2:1 (4.10)

Analogamente, a equagao canonica no sistema XOY da elipse com centro em
O’ = (x0,y0) e eixo focal paralelo ao eixo OY é dada por:

<x;f®2+(y;f@2:1 (4.11)

4.2.4 A excentricidade da elipse

A excentricidade de uma conica foi definida em 3.2 como sendo a razao entre
os cossenos dos angulos 5 e «, em que « é o angulo formado entre uma geratriz
qualquer do cone e seu eixo e # o angulo que o plano de corte da secao conica forma
com o0 mesmo eixo. Analiticamente, é possivel obter a excentricidade de uma elipse
através de uma relacao entre os comprimentos do segmento e do eixo focal, conforme
proposicao 4.1:

Proposicao 4.1: A excentricidade da elipse egrrpsg, com segmento focal de
medida 2c¢ e eixo focal de medida 2a vale:

c
CBLIPSE = (4.12)

Demonstracao. De acordo com o teorema 4.2, dada uma elipse de focos F; e F3
e excentricidade e, existem retas fixas d; e dy (diretrizes) contidas no plano da
elipse, tais que para todo ponto P da curva vale:

d<P7F1) d(PJFQ)

d(P,dy)  d(P,ds)

Adotando um sistema de eixos coordenados conveniente, considere a reta diretriz
d; coincidente com o eixo OY e o foco F; = (0,p) sobre o eixo OX, conforme

a figura 4.10. O parametro p, que é a distancia entre o foco e a diretriz mais
d(P,Fy)

préxima ¢é usualmente denominado parametro focal da elipse. Como aPa) = &
segue que:
(z —p)*+y°

=e
||
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= (z—p)* +y? = e*a?
=12 —2pr +p* +y? — 22 =0
= 12(1—€?) —2pz +p* +14? = 0.

Como a excentricidade e da elipse é tal que 0 < e < 1, tem-se e? < 1 e mais
ainda 1 — e > 0. Dividindo os termos da tltima equacio por (1 — €?) resulta em:

2p p? y?

2

- = 0.
S Gy G ey e )

Completando o quadrado relativo a variavel x, obtém-se:
P\’ Y pe \*
(x 1—62> (1 —e)? (1—62)

Dividindo ambos os termos por ( £ )2 # 0, tem-se:

1—e2
(r—2)
(&)2 + pe 2= L
1—e2 < 1762>

Conforme demonstrado em 4.2.1 esta ultima equacao representa, no sistema
de eixos cartesianos adotado, uma elipse com centro O’ = ($70)7 semi-eixo
pe Al ~ _ _pe
7527 e semi-eixo nao focal b T

Fazendo a razao entre os comprimentos a e b, resulta em:

focal a =

pe
1—e? 1

= a*(1 —é?) =%

De acordo com 4.5 substituindo nesta tltima equacao a relacao valida para

2

elipses b = a? — %, tem-se:

a*(1—e?)=a*-¢?

(4.13)

]

A excentricidade e da elipse é um parametro indicativo do “achatamento” da
curva. Para valores de e préximos de 1, tem-se ¢ préximo de a, e a elipse possui um
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Y
di .P={Xr}’)
F1
0 .p X

Figura 4.10: Diretriz d; coincidente com o eixo OY e foco F; = (0,p).

aspecto mais “achatado”. Para valores de e préximos de 0, tem-se ¢ muito menor do
que a. Nesse caso, os focos I} e I3 estarao proximos se comparados ao eixo focal de
comprimento 2a, e a elipse resultante possui um aspecto “arredondado”, conforme
ilustra a figura 4.11.

_&F F2 Fl o of2

e=0

Figura 4.11: Elipses com excentricidades proximas de 1 e de 0.

4.2.5 As equacgoes das retas diretrizes da elipse

Analiticamente, é possivel obter as equacoes das retas diretrizes da elipse associa-
das a um determinado sistema de eixos ortogonais, conforme proposicao 4.2:

Proposicao 4.2: Dada uma elipse ¢, considere um sistema de eixos coordenados
X'0OY" em que O coincide com o centro de ¢, e o eixo focal coincide com o eixo
O'X’, isto é, sua equacao no sistema X'O'Y”’ é dada por:
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Neste sistema, as coordenadas das retas diretrizes da elipse sao:

2
a
=4+,
c

Demonstracao. Considere, conforme a figura 4.12, um sistema de eixos XOY em
que a reta diretriz d; coincide com o eixo OY e o foco F; = (0,p) esta sobre o
eixo OX. Conforme demonstrado em 4.2.4, neste sistema a elipse possui centro

O = (lfj,O) e equacao:

(0 - =), o

PN 2 —
(=) (o)

Considere agora um sistema X'O’Y” com centro em O’ e eixo O’ X’ coincidente
com o eixo OX. No sistema X'O'Y’a equacao de ¢ é dada por:

WF LW
(13662) (&)

E, ainda no sistema X'O'Y”, as equacoes das diretrizes d; e dy sao:
) ) s

p

/
=+
v 1 —e2

Como o semi-eixo focal a = {5, segue que:

/ + p
X ) 1 1
— =t = =
a T—o2 € a C
2
a
=2 =+—
C

4.3 Tratamento geométrico da Elipse

4.3.1 Lactus Rectum da Elipse

O comprimento do Lactus Rectum da elipse (cordas que contém os focos e sdo
perpendiculares a reta focal) pode ser determinado em fungao dos parametros a e ¢
da elipse, conforme proposicao 4.3:

Proposicao 4.3: Seja € uma elipse com segmento focal de medida 2¢, eixo nao
focal de medida 2b e eixo focal de medida 2a. Entao, o comprimento do lactus rectum
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Y Y
dl d2
F1 0 F2
o
0 T X=X
|
I
|
|
§
|
p |
}”r
1 — e2 —

Figura 4.12: Equagoes das diretrizes da elipse.

[ de £ vale:

2b?
[ =—.

a
Demonstracdo. Seja PQ o lactus rectum de € que passa pelo foco Fy, conforme
figura 4.13. Como PQ = [, segue que PF, = % Como PF; + PF, = 2a, tem-se
PF, = 2a — é Aplicando o teorema de Pitagoras no AF; PF5 resulta em:

1\? 1\?
e 2
(2@ 2> —(2> + (2¢)
:>4a2—2al+§=§+4c2
= 4(a® — %) = 2al.

Como b? = a? — 2, resulta em:

o

l .
a

4.3.2 Construcao da elipse com fio inextensivel

Geometricamente podemos construir uma elipse, isto é, desenhar o seu tragado,
utilizando um fio inextensivel, uma folha de papel, um lapis e dois suportes (tachinhas
ou pregos). Chamando de 2a o comprimento do fio, prendemos suas extremidades
com os suportes sobre a folha de papel em dois pontos distintos, F; e F5, tal que
d(F1,Fy) = 2¢ < 2a. Ao deslizar o 1dpis na folha de modo a manter o fio sempre
esticado, conforme figura 4.14, a curva resultante tracada sera uma elipse de eixo

maior 2a, segmento focal 2¢ e excentricidade e = €.
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Figura 4.14: Construgao geométrica da elipse. Fonte:[13]

A justificativa para tal construcao consiste no fato de que, para todo ponto P da
curva assim obtida, a soma das distancias d(F;,P) + d(F»,P) serd constante e igual

ao comprimento do fio 2a.

4.3.3 Uma construcao da Elipse com régua e compasso

Considere determinar pontos de uma elipse e, dados o seu eixo maior 2a e os
focos Fi e F;, utilizando apenas régua e compasso. Podemos fazé-lo procedendo a
seguinte construgao, conforme a figura 4.15:

1. Trace a circunferéncia C', de centro Fj e raio 2a.

2. Tome um ponto D, qualquer, sobre C'.

3. Trace a reta s, que passa pelos pontos F} e D.

4. Trace a reta t, mediatriz do segmento D F5.

5. O ponto P, intersecao das retas s e ¢, serda um ponto da elipse €.

Fazendo variar o ponto D sobre a circunferéncia C', o lugar geométrico dos pontos P
assim obtidos sera a elipse €, de focos F} e F; e eixo maior 2a, conforme figura 4.16.
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Figura 4.16: Ilustracao da construgao da elipse com régua e compasso.

Para justificar tal construgao, observe que t é mediatriz do segmento DF;y e P € t,
portanto P é equidistante de D e de F5:

PD = PF, (4.14)

O segmento DF) é raio da circunferéncia C', entao DF} = 2a. Como P € DF},
tem-se:

DFy = F P+ PD =2a (4.15)
Substituindo 4.14 em 4.15, resulta em:
PF1 + PF2 = 2a.

Portanto, o ponto P pertence a elipse €, de focos I} e I3 e eixo maior 2a.
A circunferéncia C', da construcao da elipse com régua e compasso, é definida
como a circunferéncia diretora da elipse:
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Definicao 4.3: Dada uma elipse ¢, de focos F; e F), e eixo maior 2a, as circunfe-
réncias de centros F e F, e raio 2a, sao denominadas as circunferéncias diretoras da
elipse.

4.3.4 Reta tangente e propriedade refletora da elipse

As secoes conicas apresentam propriedades que possuem diversas aplicacoes
praticas. Destacam-se as chamadas propriedades refletoras, que no caso da elipse
pode ser enunciada assim: se em uma elipse € com a capacidade de refletir raios
de luz, emitirmos um raio coplanar a ¢, partindo de um dos focos e em qualquer
dire¢ao, entao esse raio refletird na elipse em direcao ao outro foco. Essa propriedade
se baseia nos principios fisicos da reflexao da luz que dizem:

i) O raio incidente, a reta normal e o raio refletido sdo coplanares.

ii) O angulo de incidéncia é igual ao angulo de reflexao.

Para demonstrar a propriedade refletora da elipse, necessitamos definir os conceitos
de reta tangente e reta normal a elipse em um ponto P:

Definicao 4.4: Dada uma elipse €, e um ponto P € ¢, a reta tangente a elipse no
ponto P, é a reta t que contém P e nao contém nenhum outro ponto de €.

Definicao 4.5: Dada uma elipse €, e um ponto P € ¢, a reta que é perpendicular a
reta tangente a elipse no ponto P e contém este ponto é a reta n, normal a € em P.

Proposicao 4.4: Seja C' a circunferéncia diretora de uma elipse € de focos Fi e Fb,
com centro em F}. Entao, se o ponto D € C, a reta t mediatriz do segmento DF; é
uma reta tangente a elipse.

Demonstracdo. A demonstracao da proposicao 4.4 é uma consequéncia da cons-
trucao da elipse com régua e compasso. De fato, conforme demonstrado na secao
4.3.3, aretat contém um ponto P € . Para concluir que t é tangente a elipse,
basta mostrar que nenhum outro ponto de ¢ pertence a €. Para tal, seja () um
ponto de ¢, com P # @ (ver figura 4.17). Pela desigualdade triangular aplicada
ao triangulo AF1QD tem-se:

QFi+ QD > FiD = 2a (4.16)
Como @ pertence a mediatriz do segmento DF,, tem-se:

QD =QF, (4.17)
Substituindo 4.17 em 4.16, resulta em:

QF, + QF, > 2a.

Logo, nenhum ponto @) € t, diferente de P, pertence a €. Portanto, t é a reta
tangente a € em P. O]
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Figura 4.17: Reta tangente a elipse.

Proposicao 4.5: (Propriedade refletora da Elipse) Seja € uma elipse de focos F] e
F;. Dado um ponto P € ¢, entao a reta n, normal a € em P ¢ bissetriz do angulo
FiPF;.

Demonstracao. Seja C' a circunferéncia diretora de £ com centro em Fy, D € C' é
tal que P € F1D, M é o ponto médio do segmento [,D, @ € t (reta tangente & ¢
em P) étal que P € MQ, ¢ ¢é o angulo formado entre o segmento | P e a reta n
e 0 é o angulo formado entre o segmento F5P e a reta n, conforme a figura 4.18.
Como P pertence a reta mediatriz do segmento FD e ]\ﬁz é complementar a
0, tem-se:

MPE, = MPD = 90° — 0

Os angulos MPD e @ sao opostos pelo vértice, portanto:

MPD = QPF, = 90° — 6
Como o angulo ﬁ ¢é complementar a ¢, segue que:
OPF, = 90° — 0 = 90° — ¢

=0=0¢
O

A proposicao 4.5 juntamente com os principios de reflexdo da luz, comprovam a
propriedade refletora da elipse.
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Figura 4.18: Propriedade refletora da elipse.



Hipérboles

Considere uma secao conica com excentricidade e, tal que e > 1. Neste caso
a secao é uma hipérbole e o plano secante intercecta as duas folhas da superficie
conica, formando uma curva de dois ramos. Sejam C; e Cs as duas esferas inscritas
ao cone e tangentes ao plano de intersecao, conforme a figura 5.1. Estas esferas sao
denominadas “Esferas de Dandelin” para segoes tipo hipérbole [20].

Figura 5.1: Esferas de Dandelin para segoes tipo hipérbole.

Teorema 5.1: (1° Teorema de Dandelin-Quetelet para Hipérboles) Considere uma
secao conica do tipo hipérbole, P um ponto qualquer da curva e F} e F; os pontos
de tangéncia das esferas de Dandelin com o plano da se¢ao conica. Os pontos F} e
F5, denominados focos da hipérbole, sao tais que:

|PFy — PF,| = constante.

28
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Demonstracao. Sejam L; e Ly as circunferéncias de intersecao das esferas de
Dandelin C; e (5, respectivamente, e a superficie conica. Seja P um ponto
qualquer da hipérbole. A geratriz da superficie conica que contém P intersecta
Ly e Ly nos pontos T e Ty, respectivamente, conforme a figura 5.2. Observe que,
para qualquer ponto P da hipérbole o segmento 7175 tem comprimento constante,
igual ao comprimento da geratriz da superficie conica contida entre os planos que
contém Ly e Ly. Como as esferas de Dandelin sao tangentes ao cone, a geratriz
que contém o ponto P serd tangente as esferas em 717 e T;. Dado que o plano
de formacao da hipérbole é tangente as esferas em F} e F; e, sendo P um ponto
deste plano exterior as esferas, segue que PT; e PF, sdo segmentos tangentes a
C, e PT, e PF, sdo segmentos tangentes & Cs. Do lema 3.1 segue que PTy = PF,
e PT, = PF;. Portanto, T11Ty, = P15, — P17 = PF, — PF, = constante.

Analogamente, se houvéssemos tomado o ponto P no outro ramo da hipérbole,
obteriamos 111, = P1Ty — P15, = PF, — PF; = constante.

Portanto, para todo ponto P da hipérbole vale:

|PF) — PF,| = constante.

Figura 5.2: 1° Teorema de Dandelin Quetelet para hipérboles.

Teorema 5.2: (2° Teorema de Dandelin-Quetelet para Hipérboles) Dada uma se¢ao
conica do tipo hipérbole, com focos em F} e F; e excentricidade e, existem retas fixas



Capitulo 5. Hipérboles 30

dy e dy (denominadas retas diretrizes da hipérbole) contidas no plano de formagcao
da curva, tais que para todo ponto P da hipérbole vale:

d(P,Fy)  d(PF)

d(P,d;)  d(P,ds)

Demonstracao. Considere os seguintes elementos conforme a figura 4.3:
e 7 ¢ o plano de formacao da hipérbole;

e 1, é 0 plano que contém a circunferéncia Lo, intersecao entre a esfera de
Dandelin C5 e o cone;

dy é a reta de intersecao entre os planos m; e mo.

T é o ponto de intersecao entre a geratriz que contém o ponto P e o plano
T2;

e PB é o segmento paralelo ao eixo do cone, tal que B € 7;

C € dy é o pé da distancia d(P,ds).

L1

Figura 5.3: Ilustracao do 2° Teorema de Dandelin-Quetelet para hipérboles.
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O segmento PB é ortogonal ao plano 7, visto que é paralelo ao eixo do cone.
Logo, os angulos P/B\E e PBC sio retos. Tem-se ainda que o angulo ng\B
é alterno interno com o angulo formado entre a geratriz ToP e o eixo do cone.
Segue que T/QP\B = «a (sendo o angulo « conforme definigdo 3.1). Portanto, no
triangulo retangulo P BT, tem-se:

PB = PT; - cosa (5.1)

O angulo BPC éo angulo formado entre o eixo do cone e o plano de formacao da
hipérbole. Entao BPC = /3 (sendo o angulo 8 conforme defini¢ao 3.1). Portanto,
no triangulo retangulo PBC' tem-se:

PB = PC.cosfs (5.2)
Da igualdade de 5.1 e 5.2, segue que:

PTs.cosae = PC.cosfs (5.3)
Como PT, e PF2 sao segmentos tangentes a esfera Cs, tem- se:

PT, = PF, (5.4)
Substituindo 5.4 em 5.3, resulta em:

PFs.cosae = PC.cosf

PFy,  cos 3

- PC  cosa
d(P,F;)  cos .
d(Pdy)  cosa

Analogamente, sendo d; a reta de intersecao entre o plano m; de formacao da

hipérbole e o plano que contém L, intersecao entre a esfera de Dandelin C e a
superficie conica, demonstra-se que:

d(P,F\) cosf3
d(Pd,)  cosa “

[]

As propriedades demonstradas nos teoremas 5.1 e 5.2 constituem as defini¢oes
usuais para a curva plana denominada hipérbole:

Definicao 5.1: “Uma hipérbole H de focos F; e I é o conjunto de todos os pontos
P do plano para os quais o médulo da diferenca de suas distancias a F; e F, é igual

a uma constante 2a > 0, menor do que a distancia entre os focos d(Fy,Fy) = 2¢ > 07
[9]. Ver figura 4.4.
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|PF[ — PF2| = 2a

Figura 5.4: Definicao usual de hipérbole 1.

Definicao 5.2: “Dado o nimero e > 1, e dados um ponto Fj, uma reta d; em um
plano, com F; ¢ d;, o conjunto de todos os pontos do plano cuja razao das distancias
a F} e a dy vale e, é chamado a hipérbole de excentricidade e, foco F} e diretriz d;”
[7]. Ademais, existem outro foco Fy e outra diretriz dy (com d; e dy perpendiculares
a reta que contém Fj e Fy) tais que para todo ponto P da elipse vale e a razao entre

d(P,Fy) e d(P,dy). Ver figura 4.5.

d(P.F) d(P.Fy)
d(P.d)  d(P.ds)

Figura 5.5: Definicao usual de hipérbole 2.

5.1 Elementos da Hipérbole

Dada uma hipérbole H de focos Fy e Fy, de acordo com [11] define-se (ver figura
5.6 ):

e O ponto médio dos pontos F} e F5, denotado por O, é o centro da hipérbole.

e O segmento F)Fy, de comprimento 2c¢, é o segmento focal da hipérbole. 2¢ é a
distancia focal da hipérbole.
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e A reta r, que contém os pontos Fi e F,, é a reta focal da hipérbole.

e A intersecao de H com r consiste de dois pontos, A; e Ay. Estes pontos sao
denominados vértices da hipérbole sobre a reta focal. O segmento A;A,, de
comprimento 2a, é denominado eixo transverso (ou eixo real) da hipérbole.

e O segmento By B, de comprimento 2b (em que ¢ = a? + b?), cujos extremos
By e B; estao simetricamente localizados em relacao ao centro O da hipérbole
sobre a reta s perpendicular a r por O, é denominado eixo conjugado (ou eixo
imagindrio) da hipérbole. Nos casos em que a = b, a hipérbole é dita equilédtera.

e Qualquer segmento cujos extremos sao pontos de H é denominado corda da
hipérbole.

e Denomina-se amplitude focal da hipérbole o comprimento de uma corda que
contenha um dos focos da hipérbole e que seja perpendicular a reta focal desta.

e As retas ry e r_ que passam pelo centro O e possuem inclinacoes 2 e =2,
a a

respectivamente, sao as assintotas da hipérbole. Este fato sera demonstrado na
secao 9.2.6.

Figura 5.6: Elementos da hipérbole.

5.2 Tratamento Analitico da Hipérbole

Dados um sistema de eixos coordenados ortogonais XY, as equacoes das hipér-
boles que possuem reta focal paralela a um dos eixos ortogonais, sao denominadas
formas canonicas da hipérbole.
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5.2.1 Hipérbole H com centro na origem do sistema XOY
e reta focal sobre o eixo OX

Nesse caso, conforme figura 5.7, os focos e os vértices da hipérbole sao os pontos
Fy = (=¢0), F5, = (¢,0), Ay = (—a,0) e A2 = (a,0). Como o ponto P € H se,
e somente se, |PF; — PFy| = 2a, para um ponto P = (x,y), pertencente ao ramo
direito da hipérbole H, segue que:

Figura 5.7: Hipérbole com centro na origem do sistema XQOY e reta focal sobre
o eixo OX.

PFl_PFQZQG/

= V@+e)2+y2—/(r—c)2+y>=2a

=@+ +y2=2a+/(xr—c)®+y?

= (r+ )+ 9> =4a® + da/(v — )2 + 12 + (v — ¢)® + ¢?

= 2% 4 2zc+ A + 12 =4a® +dar/(x — )2 + 12 + 22 — 2xc + A + 3
= dxc = 4a® + dar/(x — €)% + 12

= xc—a® = ay/(x — ¢)? + y?

= (zc—a2)? = a®((z — o) +1?)

= 22? — 2a’cx + at = a?(2® — 2xc + A + y?)

= (& — a?)2? — %y = *(& — a?)

Como para a hipérbole vale ¢ = a? + b (ver 5.1), segue que ¢* — a? = b?. Logo:

0222 — a?y? = a2b?

2 y2

x
- -5 1 (5.5)

Caso o ponto P fosse tomado no ramo esquerdo da hipérbole, teriamos PFo—PF; =
2a e, com o mesmo desenvolvimento do caso anterior, resultaria em 5.5. Portanto,
tal equagao é valida para todo ponto P da hipérbole.
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A equacao 5.5 é denominada a forma candnica da hipérbole com o centro na
origem e reta focal sobre o eixo OX.

5.2.2 Hipérbole H com centro na origem do sistema XOY
e reta focal sobre o eixo OY

Nesse caso, conforme figura 5.8, os focos e os vértices da hipérbole sao os pontos
Fy =(0,—¢), F, = (0,¢), Ay = (0,—a) e Ay = (0,a). Desenvolvendo |PF} — PF| = 2a
como em 5.2.1, resulta em:

2 [I)2

Y
A equacao 5.6 é denominada a forma canonica da hipérbole com o centro na origem
e reta focal sobre o eixo OY.

__’ P=(xy)

!
{

Figura 5.8: Hipérbole com centro na origem do sistema XOY e reta focal sobre
o eixo OY.

5.2.3 Formas canonicas da hipérbole com centro fora da
origem

Conforme demonstrado em 4.2.3, dado um ponto O’ = (x¢,yp) num sistema de
eixos ortogonais XOY e sendo X'O’Y” o sistema com centro em O’ e eixos ortogonais
paralelos e com o mesmo sentido dos eixos do sistema XOY, entao as coordenadas
de um ponto qualquer do plano, em ambos os sistemas, se relacionam por:

{ ¥ =1 —1x0
Y'=y—1
Dessa forma, considere uma hipérbole com centro no ponto O" = (xg,yo) do sistema
XOY e reta focal paralela ao eixo OX. Relativamente ao sistema O’ X'Y”, tem-se
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uma hipérbole centrada na origem O’ e com reta focal sobre o eixo O’ X’. Portanto,
conforme 5.2.1, sua equacao canonica no sistema O’ XY’ é dada por:

P W’ 5

Substituindo 4.8 em 5.7, tem-se a equagao canonica, no sistema X OY’, da hipérbole
com centro em O’ = (z¢,yp) e eixo focal paralelo ao eixo OX:

(l’ B xO)Z _ (y _ y0)2 -1 (58)

a? b2

Analogamente, a equagao canonica no sistema XOY da hipérbole com centro em
O’ = (z0,y0) e eixo focal paralelo ao eixo OY é dada por:

(y — 90)2 (z — $0)2
i T (5.9)

5.2.4 A excentricidade da hipérbole

A excentricidade de uma conica foi definida em 3.2 como sendo a razao entre os
cossenos dos angulos 3 e a, em que « é o angulo formado entre uma geratriz qualquer
do cone e seu eixo e [ o angulo que o plano secante da se¢ao conica forma com o
mesmo eixo. Analiticamente, é possivel obter a excentricidade de uma hipérbole
através de uma relacao entre os comprimentos do segmento e do eixo focal, conforme
proposicao 5.1:

Proposicao 5.1: A excentricidade da hipérbole egrpErBOLE, cOm segmento focal
de medida 2c¢ e eixo transverso de medida 2a vale:

c
CHIPERBOLE = — (5.10)

Demonstracao. De acordo com o teorema 5.2, dada uma hipérbole de focos F} e
F; e excentricidade e, existem retas fixas d; e dy (diretrizes) contidas no plano da
hipérbole, tais que para todo ponto P da curva vale:

d(P,Fy) d(PF;)

= =e.

d(P,dy)  d(P,ds)

Adotando um sistema de eixos coordenados conveniente, considere a reta diretriz
d; coincidente com o eixo OY e o foco F; = (0,p) sobre o eixo OX, conforme a
figura 4.10. O parametro p, que ¢é a distancia entre o foco e a diretriz mais proxima

¢é usualmente denominado parametro focal da hipérbole. Como ‘é((?i)) = e, segue
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que:

(x —p)? + 4>
||

= €.

= (z—p)* +y? = e*a?
=12 —2pr+p* +y? — e =0
= 2%(e? — 1) +2pz — p* — y? = 0.

Como a excentricidade e da hipérbole é tal que e > 1, tem-se e? > 1 e mais
ainda e? — 1 > 0. Dividindo os termos da tltima equacio por (e* — 1) resulta em:

2p p? y?
2

— — = 0.
et T @y @-1

Completando o quadrado relativo a variavel z, obtém-se:

» \’ y? pe \°
(x+e2—1> _(62—1):(62—1) '

Dividindo ambos os termos por (621)_51)2 # 0, tem-se:

(x_'_ezp—l)2 B y2 -1

(F5 )2 _pe )
e ve2—1
Conforme demonstrado em 5.2.3 esta ultima equacao representa, no sistema de
eixos cartesianos adotado, uma hipérbole com centro Q' = (—62’;_1,0), semi-eixo

 pe o . e
transverso a = = e semi-eixo conjugado b = Nt

Fazendo a razao entre os comprimentos a e b, resulta em:

= a*(e®* — 1) = b

Substituindo nesta tltima equacao a relacao valida para hipérboles b? = ¢ —a?

(ver 5.1), tem-se:
a’(e? —1)=c* —a®

= 2 = a?e?
= e = +£<.
a

Como a excentricidade e deve ser um numero positivo, tem-se:

C
€= —.
a
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De fato, a expressao da excentricidade da hipérbole é igual a expressao da
excentricidade obtida para a elipse. No entanto, como para a hipérbole tem-se
¢ > a a excentricidade da hipérbole é maior que 1. Assim como no caso da elipse, a
excentricidade de uma hipérbole é um parametro indicativo do aspecto da curva. A
medida que construimos hipérboles com excentricidades cada vez maiores, as curvas
resultantes se aproximarao de duas retas paralelas, conforme ilustra a figura 5.9, em
que ha duas hipérboles com a mesma distancia focal, e com excentricidades distintas
(e=12¢ce=6,5).

Figura 5.9: Hipérboles com excentricidades e = 1,2 e e = 6,5.

5.2.5 As equacoes das retas diretrizes da hipérbole

Analiticamente, é possivel obter as equacoes das retas diretrizes da hipérbole
associadas a um determinado sistema de eixos ortogonais, conforme proposicao 5.2:

Proposicao 5.2: Dada uma hipérbole H, considere um sistema de eixos coordenados
X'0'Y" em que O coincide com o centro de H, e a reta focal coincide com o eixo
O' X', isto é, sua equacao no sistema X'O'Y”’ é dada por:

Neste sistema, as coordenadas das retas diretrizes da hipérbole sao:

2
a
/
T = +—.
c

Demonstracao. Considere, conforme a figura 5.10, um sistema de eixos XOY em
que a reta diretriz dy coincide com o eixo OY e o foco Fy = (0,p) estd sobre o eixo

OX. De acordo com 5.1, neste sistema a hipérbole possui centro O’ = (e; - ,0) e

equacao:



Capitulo 5. Hipérboles 39

(x—i_e;)fl)2 . y2 -1
( pe )2 e 2
e?—1 (m)

Considere agora um sistema X'O’Y” com centro em O’ e eixo O’ X’ coincidente
com o eixo OX. No sistema X'O’Y’ a equacao de H é dada por:
@ W

() (v )2

Ve2—1

E, ainda no sistema X’'O'Y”, as equacoes das diretrizes d; e dy sao:
) ) 3

p
e2 —1°

=4

Como o semi-eixo transverso a = -4, segue que:

e 1 1 a
g ‘;28—1 — - =4l — -
e2—1 € a ¢
2
a
=1 =+—.
c
O
Y Y
d1 dZ
® 2
) 0 T X=X
|
|
|
I
|
|
P |
e?l— 1 P [

Figura 5.10: Equacoes das diretrizes da hipérbole.
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5.2.6 Assintotas da hipérbole

Algumas curvas possuem assintotas obliquas, isto é, que nao sao nem horizontais
e nem verticais. Na pratica, isso significa que os pontos da curva se aproximam de
uma dada reta inclinada a medida que z — +o00. Este é o caso da Hipérbole. Do
Calculo Diferencial, dada uma curva y = f(z) e uma reta y = mx + n, se

limg—+oo|f(z) — (M2 +n)] =0 (5.11)

entao a reta y = mx + n é uma assintota inclinada da curva. Este fato sera
utilizado para demonstrar a proposicao 5.3:

Proposicao 5.3: Dada uma hipérbole com centro na origem do sistema cartesiano

~ - 2 2 ~ ~ ~ .
e equacao canodnica % — %4 = 1, entao as retas de equagoes y = +b2 sdo assintotas
a b ) a

inclinadas da hipérbole.

. U 2 : ,
Demonstragdo. Da equacao 73 — 47 = 1, isolando o termo em y obtém-se:

b
y=+—vzx?—a?
a

comz>aoux< —a.

Os ramos da hipérbole acima e abaixo do eixo x representam os graficos
dessas curvas conforme se tome o sinal positivo ou negativo, respectivamente.
Sem perdas de generalidade, considere o ramo superior da hipérbole dado por
Yy = 2\/ 2?2 —a? com x > a. Os outros casos sao tratados de forma andloga.
Calculando-se o limite 5.11, tem-se:

b b
lim [-va? —a? — —z] = lim,; 4o g( 22 —a? —1x)

rz—+00 a

Multiplicando numerador e denominador por vx? — a? + x, obtém-se:

b( o 1) Vi —a?+ . b< /—$2_a2_x)‘\/.1’2—a2—|—13

li o - A R

) —ba
_IEI-POO\/:LQ_ 2+$ _O

b

Portanto, a reta y = 2z ¢ uma assintota da hipérbole. [

5.3 Tratamento geométrico da Hipérbole

5.3.1 Construcao da hipérbole com uma haste e um fio
inextensivel

Geometricamente podemos construir uma hipérbole, isto é, desenhar um trecho
de seu tracado, utilizando uma haste, um fio inextensivel, uma folha de papel, um
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lapis e suportes (tachinhas ou pregos). A construgao segue os seguintes passos:

1.

Marque sobre a folha dois pontos, F} e Fy (focos da hipérbole), de modo que a
d(F1,F5) > h — [, em que h é o comprimento da haste e [ é o comprimento do
fio inextensivel, com h > .

. Fixe uma extremidade da haste em um dos pontos marcados, digamos F5, de

modo que a haste possa rotacionar livremente em torno deste ponto.

Prenda uma das extremidades do fio na extremidade livre da haste e prenda a
outra extremidade do fio no outro ponto marcado (Fy).

. Utilizando a ponta do lapis, mantenha o fio esticado e sempre junto a haste

(ver figura 5.11).

. Rotacionando a haste e deixando o fio sempre esticado, conforme posicao

indicada no item 4, o tracado descrito pela ponta do lapis serd um dos ramos
da hipérbole de focos F; e Fy e eixo transverso de medida h — [. O outro ramo
da hipérbole pode ser obtido invertendo-se os pontos de fixacao da haste e da
extremidade do fio.

T

<2

w Tl

Figura 5.11: Construgao geométrica da hipérbole. Fonte:|!3]

Para justificar tal construgao, vamos mostrar que para todo ponto P da curva assim
obtida, tem-se |PF} — PF,| = constante < d(Fy,F3). De fato, conforme figura 5.12,
seja x a distancia entre a extremidade A do barbante e o ponto P da curva. Logo,

sendo [ o comprimento do fio e h o comprimento da haste, tem-se d(P,F}) =1 —x e
d(P,Fy) = h—x. Portanto, PFo—PF, = h—x—(l—x) = h—1 = constante < d(Fy,F>).

5.3.2 Uma construcao da Hipérbole com régua e compasso

Considere determinar pontos de uma hipérbole H, dados o seu eixo transverso 2a

e os focos I} e Fj, utilizando apenas régua e compasso. Podemos fazé-lo procedendo

a seguinte construcao, conforme a figura 5.13:

1. Trace a circunferéncia C', de centro Fj e raio 2a.
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Figura 5.12: Justificativa da construgao geométrica da hipérbole. Fonte:[13],
adaptado.
2. Tome um ponto D, qualquer’, sobre C.
3. Trace a reta s, que passa pelos pontos I} e D.
4. Trace a reta t, mediatriz do segmento DF5;.

5. O ponto P, intersecao das retas s e t, serda um ponto da hipérbole H.

Figura 5.13: Construcao da hipérbole com régua e compasso.

* Observa-se que ha dois pontos de C' tais que @2 = 90°(os pontos de intersegao de
C' com a circunferéncia de diametro F; e F»). Nestes casos as retas s e t sao paralelas,
possuem a mesma direcao das assintotas da hipérbole e nao formam nenhum ponto
de H.

Excetuando os casos mencionados e fazendo variar o ponto D sobre a circunferéncia
C, o lugar geométrico dos pontos P assim obtidos serd a hipérbole H, de focos Fi e
F5 e eixo transverso 2a, conforme ilustra a figura 5.14.

Para justificar tal construcao, vamos mostrar que para todo ponto P da curva
assim obtida, tem-se |PF; — PF,| = 2a. De fato, como P pertence a mediatriz do
segmento DF, tem-se que P é equidistante de D e de Fy. Logo,

PD = PF, (5.12)
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Figura 5.14: Construcao da hipérbole com régua e compasso 2.

O segmento FyD ¢é raio da circunferéncia C', entao Fi D = 2a. Como F) € PD,
tem-se:

PD = PF,+ F,D = PF, + 2a (5.13)
Substituindo 5.12 em 5.13, resulta em:
PF2 — PF1 = 2a.

Portanto, o ponto P pertence a hipérbole H, de focos F} e Fy e eixo transverso 2a.
A circunferéncia C', da construcao da hipérbole com régua e compasso, é definida
como a circunferéncia diretora da hipérbole:

Definicao 5.3: Dada uma hipérbole H, de focos Fi e F} e eixo transverso 2a, as
circunferéncias de centros F} e Fy e raio 2a, sao denominadas as circunferéncias
diretoras da hipérbole.

5.3.3 Reta tangente e propriedade refletora da hipérbole

Assim como as elipses (ver 4.3.4), as hipérboles possuem propriedade refletora
que pode ser enunciada assim: se em uma hipérbole H com a capacidade de refletir
raios de luz, emitirmos um raio coplanar a H, partindo de um dos focos e de modo
que este atinja o ramo mais proximo de H, esse raio refletird na hipérbole na direcao
do outro foco.

Para demonstrar a propriedade refletora da hipérbole, necessitamos definir os
conceitos de reta tangente e reta normal a hipérbole em um ponto P:

Definicao 5.4: Dada uma hipérbole H e um ponto P € H, a reta tangente a
hipérbole no ponto P é a reta t que contém P e nao contém nenhum outro ponto de
H.
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Definicao 5.5: Dada uma hipérbole H e um ponto P € H, a reta que é perpendi-
cular a reta tangente a hipérbole no ponto P e contém este ponto ¢ a reta n, normal
a H em P.

Proposicao 5.4: Seja C a circunferéncia diretora de uma hipérbole H de focos F}
e Fy, com centro em Fj. Se o ponto D € C e Fy1DF; # 90°, entao a reta t mediatriz
do segmento DF; é uma reta tangente da hipérbole.

Demonstracao. A demonstracao da proposicao 5.4 é uma consequéncia da cons-
trucao da hipérbole com régua e compasso. De fato, conforme demonstrado na
secao 5.3.2, a reta t contém um ponto P € H. Para concluir que ¢ é tangente a
hipérbole, basta mostrar que nenhum outro ponto de t pertence a H. Para tal,
seja (@ um ponto de t, com P # @ (ver figura 5.15). Pela desigualdade triangular
aplicada ao triangulo AF1QD tem-se:

D+ QD > QF, (5.14)
Como @ pertence a mediatriz do segmento DF,, tem-se:

QD = QF; (5.15)
Substituindo F1D = 2a e 5.15 em 5.14 | resulta em:

QF, — QF; < 2a.

Como |QF; — QF;| # 2a, nenhum ponto @) € t, diferente de P, pertence a H.
Portanto, ¢ é a reta tangente a H em P. O]

Figura 5.15: Reta tangente a hipérbole.



Capitulo 5. Hipérboles 45

Proposicao 5.5: (Propriedade refletora da Hipérbole) Seja H uma hipérbole de
focos F} e F». Dado um ponto P € H, entao a reta t, tangente a H em P é bissetriz

do angulo | PF;.

Demonstracao. Seja C' a circunferéncia diretora de H com centro em Fj. Con-
forme demonstrado em 5.3.2, o ponto D, simétrico de F5» em relacao a ¢, pertence
a C e é tal que os pontos Fy, P e D sao colineares (ver figura 5.16). Como P € t
e t é mediatriz do segmento F»D segue que PD = PF,. Chamando de E o ponto
médio do segmento F»D segue, da congruéncia dos triangulos APDE e APFYE

(caso LLL), que DPE — EPF2 Portanto t é bissetriz do angulo FlPFQ O

Figura 5.16: Propriedade refletora da hipérbole.

Sendo G’ um ponto qualquer do prolongamento do segmento FyP (ver figura
5.17), segue que o angulo formado entre PG e a reta t, tangente & hipérbole em P, é
igual ao angulo formado entre esta tangente e o segmento F, P (pois sio opostos pelo
vértice). Seja 6 este angulo comum. Da proposicao 5.5, tem-se que o angulo formado
entre t e o segmento Iy P vale também 6. Portanto, a reta n, normal & H em P, é
bissetriz do angulo ﬁP\G Este fato, juntamente com os principios de reflexao da

luz, comprovam a propriedade refletora da hipérbole.
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Figura 5.17: Propriedade refletora da hipérbole parte 2.



Parabolas

Considere uma secao conica com excentricidade e, tal que e = 1. Neste caso a
secao é uma parabola e o plano secante intercecta apenas uma folha da superficie
conica. Seja C] a esfera inscrita ao cone e tangente ao plano de interse¢ao, conforme
a figura 6.1. Esta esfera é denominada “Esfera de Dandelin” para secoes tipo parabola
[20].

/.

Figura 6.1: Esfera de Dandelin para seg¢oes tipo parabola.

Teorema 6.1: (2° Teorema de Dandelin-Quetelet para Pardbolas) Considere uma
se¢ao conica do tipo parabola. Sendo F' o ponto de tangéncia da Esfera de Dandelin
com o plano secante, entao existe uma reta d, contida no plano de formacao da curva,
tais que para todo ponto P da parabola vale:

d(P,F)

—e=1.
a(Pd) ~_ ©

Demonstracao. Considere os seguintes elementos conforme a figura 6.2:

e 7 é o plano secante de formacao da pardbola;

47
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e 1 é o plano que contém a circunferéncia [, intersecao entre a esfera de
Dandelin Cf e o cone;

d é a reta de intersecao entre os planos 7 e 7.

T é o ponto de intersecao entre a geratriz V' P e a circunferéncia [y;

e PB é o segmento paralelo ao eixo do cone, tal que B € m;

e C €d é o pé da distancia d(P,d).

Figura 6.2: Tlustracao do 2° Teorema de Dandelin-Quetelet para parabolas.

O segmento PB é ortogonal ao plano m visto que é paralelo ao eixo do cone.
Logo, os angulos PBT e PBC sio retos. Tem-se ainda que o angulo TPB
é alterno interno com o angulo formado entre a geratriz VP e o eixo do cone.
Segue que TPB = a (sendo o angulo « conforme definido em 3.1). Portanto, no
triangulo retangulo PBT tem-se:

PB = PT - cosa (6.1)

O angulo BPC éo angulo formado entre o eixo do cone e o plano de formacao da
parébola. Entdo BPC =  (sendo o angulo 5 conforme definigao 3.1). Portanto,
no triangulo retangulo PBC' tem-se:

PB = PC.cosf (6.2)
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Da igualdade de 6.1 e 6.2, segue que:
PT.cosac = PC.cosf (6.3)
Como PT e PF sao segmentos tangentes a esfera Cy, pelo lema 3.1, tem- se:
PT = PF (6.4)
Substituindo 6.4 em 6.3, resulta em:

PF.cosac = PC.cosf3

PF  cos

7 PC T cosa
d(P,F) cos 3 e
d(Pd) cosa

(pois na Parabola tem-se a = f3) O

O ponto F' e a reta d do teorema 6.1 sao denominados o foco e a diretriz da
parabola, respectivamente.

A propriedade demonstrada no teorema 6.1 constitui a definicdo usual para a
curva plana denominada parabola:

Definicao 6.1: “Seja d uma reta e F' um ponto do plano nao pertencente a d. A
parabola \ de foco F' e diretriz d é o conjunto de todos os pontos do plano cuja
distancia a F' é igual a sua distancia a d”’[9]. Ver figura 6.3.

y P

-

d
PF = d(P,d)
Figura 6.3: Definicao usual de parabola.
6.1 Elementos da Parabola
Dada uma pardbola A de foco F' e diretriz d, de acordo com [11] define-se (ver

figura 6.4 ):

e A distancia 2p entre o foco F' e a diretriz d da parabola é chamado parametro
da parabola.



Capitulo 6. Pardbolas 50

e O ponto V, intersecao da perpendicular a d por F' com a parabola, é o vértice
da parabola.

e A reta s, perpendicular a d por F' é o eixo de simetria da pardbola.

e Qualquer segmento cujos extremos estao sobre A é denominado corda da
parabola.

e Tomando A e B os extremos da corda que contém F' e é paralela a diretriz d,
obtém-se o triangulo AV AB denominado triangulo fundamental da pardbola.

A F B

v

Figura 6.4: Elementos da pardbola.

6.2 Tratamento Analitico da Parabola

Dados um sistema de eixos coordenados ortogonais XOY', as equagoes das parabo-
las que possuem reta diretriz d paralela a um dos eixos ortogonais, sao denominadas

formas canonicas da parabola.

6.2.1 Parabola A\ com vértice na origem do sistema XOY e
eixo de simetria coincidente com o eixo OY

Considere primeiramente (conforme figura 6.5) o foco da pardbola pertencente a
parte positiva do eixo OY. Nesse caso o ponto F' = (0,p) e a diretriz é a reta d de
equacao y = —p. Como o ponto P = (z,y) € A se, e somente se, d(P,F') = d(P,d),
segue que:

2+ (y —p)? = |y +p

=22+ (y —p)* = (y +p)?
= 2%+ y* — 2py + p* = y* + 2py + p?

= dpy = 2* (6.5)

A equacao 6.5 é denominada a forma canonica da parabola de parametro 2p, com
vértice na origem, diretriz paralela ao eixo OX e foco pertencente a parte positiva
do eixo OY.
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Y
' P=(xy)
F=(0p) | l
Y; L Y
dy=p

Figura 6.5: Parabola com vértice na origem do sistema XOY e foco na parte
positiva do eixo OY.

Caso o foco da pardbola seja pertencente a parte negativa do eixo OY, conforme
figura 6.6, tem-se F' = (0, — p) e diretriz d com equagao y = p. Desenvolvendo
d(P,F) = d(P,d) como no caso anterior, resulta em:

—dpy = x* (6.6)

dy=p

v

F=(0.-p)

s P=(xy)

Figura 6.6: Parabola com vértice na origem do sistema XOY e foco na parte
negativa do eixo OY.

A equacao 6.6 é denominada a forma canonica da parabola de parametro 2p, com
vértice na origem, diretriz paralela ao eixo OX e foco pertencente a parte negativa
do eixo OY.
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6.2.2 Parabola A\ com vértice na origem do sistema XOY e
eixo de simetria coincidente com o eixo OX

Considere primeiramente (conforme figura 6.7) o foco da pardbola pertencente a
parte positiva do eixo OX. Nesse caso o ponto F' = (p,0) é o foco e sua diretriz é a
reta d de equacdo © = —p. Desenvolvendo d(P,F') = d(P,d) como em 6.2.1, resulta
em:

dpx = y* (6.7)

A equagao 6.7 é denominada a forma canonica da parabola de parametro 2p, com

P=(xy)

|/

F=(p.0) X

Figura 6.7: Parabola com vértice na origem do sistema XOY e foco na parte
positiva do eixo OX.

vértice na origem, diretriz paralela ao eixo OY e foco pertencente a parte positiva do
eixo OX.

Caso o foco da parabola seja pertencente a parte negativa do eixo OX, conforme
figura 6.8, tem-se I = (—p,0) e diretriz d com equagao z = p. Desenvolvendo
d(P,F) = d(P,d) como no caso anterior, resulta em:

—dpx = 12 (6.8)

A equagao 6.8 é denominada a forma canonica da pardbola de parametro 2p, com
vértice na origem, diretriz paralela ao eixo OY e foco pertencente a parte negativa
do eixo OX.
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P=(xy)

F=(-p.0) v X

Figura 6.8: Parabola com vértice na origem do sistema XOY e foco na parte
negativa do eixo OX.

6.2.3 Formas candnicas da parabola com centro fora da
origem

onforme demonstrado em 4.2.3, dado um ponto O’ = (x num sistema de
Conf d trad 4.2.3, dad to O’ 0,40 t d
eixos ortogonais XOY e sendo X'O’Y” o sistema com centro em O’ e eixos ortogonais
paralelos e com o mesmo sentido dos eixos do sistema XOY, entao as coordenadas
de um ponto qualquer do plano, em ambos os sistemas, se relacionam por:

{ T =2 =% (6.9)

Y =y—1

Dessa forma, considere uma parabola com vértice no ponto O" = (zg,yo) do sistema
XOY e eixo de simetria paralelo ao eixo OY. Relativamente ao sistema O’ X'Y”,
tem-se uma parabola centrada na origem O’ e com eixo de simetria coincidente com
o eixo O'Y’. Portanto, conforme 6.2.1, sua equacao canonica no sistema O'X'Y”’
quando o foco F pertence a parte positiva do eixo O'Y’ é dada por:

p(y) = () (6.10)

Substituindo 6.9 em 6.10, tem-se a equagao canonica, no sistema XOY, da
parabola com vértice em O = (xg,yo) e eixo de simetria paralelo ao eixo OY:

4p(y —yo) = (x — x9) (6.11)
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No caso em que o foco F' da pardbola pertence a parte negativa do eixo O'Y”, sua
equacao canonica no sistema XOY sera dada por:

—4p (y — o) = (v — o) ? (6.12)

Analogamente, a equacao canonica no sistema XOY da parabola com vértice
em O = (x¢,y0), eixo de simetria paralelo ao eixo OX e foco F' pertencente & parte
positiva do eixo O’ X’ é dada por:

dp(x —x0) = (y — %) (6.13)

No caso em que o foco F' da parabola pertence a parte negativa do eixo O’ X',
sua equagao canonica no sistema X OY sera dada por:

—4p (v — x0) = (¥ — vo) 2 (6.14)

6.3 Tratamento geométrico da Parabola

6.3.1 Construcao da parabola com esquadro e fio
inextensivel

Geometricamente podemos construir uma parabola, isto é, desenhar um trecho
de seu tragado, utilizando um esquadro, um fio inextensivel, uma folha de papel, um
lapis e suportes (tachinhas ou pregos). A construgdo segue os seguintes passos:

1. Na folha de papel, trace uma reta d e marque um ponto F' nao pertencente a d.

2. Designando por A, B e C os vértices do esquadro, sendo A o vértice do angulo
reto, prenda uma extremidade do fio no vértice B. O comprimento do fio
devera coincidir com o tamanho do cateto AB. Fixe a outra extremidade do
fio no ponto F'.

3. Posicione o cateto AC sobre a reta d.

4. Utilizando a ponta do lapis, mantenha o fio esticado e sempre junto ao cateto
AB do esquadro (ver figura 6.9).

5. Deslizando o esquadro na folha mantendo o cateto AC sobre a reta d e deixando
o fio sempre esticado, conforme posicao indicada no item 4, o tracado descrito
pela ponta do lapis serd uma pardabola de foco F' e diretriz d.

Para justificar tal construgao, vamos mostrar que para todo ponto P da curva
assim obtida, tem-se d(P,F') = d(P,d). De fato, sendo [ o comprimento do cateto
AB do esquadro e z o comprimento varidvel do segmento PB, tem-se que PA =
d(P,d) =1 — x. Mas, como o comprimento do fio também vale [, a distancia d(P,F’)
também vale [ — z.
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Figura 6.9: Construgao geométrica da parabola. Fonte:[13]

6.3.2 Uma construcao da Parabola com régua e compasso

Considere determinar pontos de uma parabola A\, dados a sua diretriz d e o seu
foco F', utilizando apenas régua e compasso. Podemos fazé-lo procedendo a seguinte
construcao, conforme a figura 6.10:

1. Tome um ponto D, qualquer, sobre d.
2. Trace a reta r, perpendicular a d e passando por D.
3. Trace a reta ¢, mediatriz do segmento DF'.

4. O ponto P, intersecao das retas r e t, sera um ponto da parabola .

Figura 6.10: Construcao da parabola com régua e compasso.

Fazendo variar o ponto D sobre a reta d, o lugar geométrico dos pontos P assim
obtidos serd a parabola A, de foco F' e diretriz d, conforme ilustra a figura 6.11.

Para justificar tal construcao, vamos mostrar que para todo ponto P da curva
assim obtida, tem-se d(P,F') = d(P,d). De fato, como r é perpendicular a d tem-se
que d(P,d) = PD. Uma vez que P pertence & mediatriz do segmento DF, tem-se
que P ¢é equidistante de D e de F. Logo, PD = d(P,d) = d(P,F'). Portanto, o ponto
P pertence a parabola A, de foco F e diretriz d.
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~°

Figura 6.11: Construgao da parabola com régua e compasso 2.

6.3.3 Reta tangente e propriedade refletora da parabola

Assim como as elipses (ver 4.3.4) e as hipérboles (ver 5.3.3), as pardbolas possuem
propriedade refletora que pode ser enunciada assim: se em uma parabola A com a
capacidade de refletir raios de luz, emitirmos um raio coplanar a A partindo do foco,
esse raio refletird na parabola paralelamente ao seu eixo de simetria.

Para demonstrar a propriedade refletora da parabola, necessitamos definir os
conceitos de reta tangente e reta normal a parabola em um ponto P:

Definicao 6.2: Dada uma parabola A e um ponto P € A, a reta tangente a parabola
no ponto P, é a reta t que contém P, concorre com o eixo de simetria da parabola e
nao contém nenhum outro ponto de .

Definicao 6.3: Dada uma pardbola A, e um ponto P € A, a reta que é perpendicular
a reta tangente a parabola no ponto P e contém este ponto é a reta n, normal a A
em P.

Proposicao 6.1: Seja P um ponto da parabola A de foco F' e diretriz d. Se D € d
é o pé da distancia d(P,d), entdo a reta t, mediatriz do segmento DF, é tangente & \

em P.

Demonstracao. A demonstracao da proposicao 6.1 é uma consequéncia da cons-
trucao da parabola com régua e compasso. De fato, conforme demonstrado na
secao 6.3.2, a reta t contém um ponto P € \. Para concluir que t é tangente a
parabola, basta mostrar que nenhum outro ponto de ¢ pertence a A. Para tal,
seja @ um ponto de t, Q # P, e Q' o pé da distancia d(Q,d) (ver figura 6.12).
Como @ € t tem-se QF = QD. Mas QD ¢ hipotenusa do triangulo AQQ'D, de
modo que QD = QF > QQ' = d(Q,d). Portanto, como d(Q,F) # d(Q,d), tem-se
que Q ¢ A ]

Proposicao 6.2: (Propriedade refletora da Pardbola) Seja P um ponto da pardbola
A de foco F' e diretriz d. Se D € d é o pé da distancia d(P,d), entao a reta t, tangente
a A em P, ¢ bissetriz do angulo DPF.
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Figura 6.12: Reta tangente a parabola.

Demonstragio. Seja M o ponto médio do segmento DF (ver figura 6.13). Como
P € X tem-se PF' = PD. Logo segue d da congruéncia dos triangulos APM D e
APMF (caso LLL) que DPM = MPF. O

M

Figura 6.13: Propriedade refletora da parabola.

Sendo G um ponto qualquer do prolongamento do segmento DP (ver figura 6.14),
segue que o angulo formado entre PG e a reta t, tangente & pardbola em P, é igual ao
angulo formado entre esta tangente e o segmento DP (pois sio opostos pelo vértice).
Seja 0 este angulo comum. Da proposicao 6.2, tem-se que o angulo formado entre t e
o segmento F'P vale também #. Portanto, a reta n, normal & A\ em P, é bissetriz do
angulo FPG. Este fato, juntamente com os principios de reflexao da luz, comprovam
a propriedade refletora da parabola.
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Figura 6.14: Propriedade refletora da parabola parte 2.



7

Fenomenos Naturais e Aplicacoes

7.1 As secoes conicas em fenomenos naturais

As se¢oOes coOnicas estao presentes na natureza, em especial, estao intimamente
relacionadas aos fenomenos regidos pela gravitagao universal. Kepler, Galileu e
Newton sao os personagens principais relacionados a essas descobertas, que serao
relatadas nas secoes 7.1.1, 7.1.2 e 7.1.3.

7.1.1 Kepler e a trajetéoria dos planetas

Johannes Kepler (1571-1630) nasceu no sudoeste da Alemanha, na pequena
cidade de Weil-der-Stadt. Embora tenha sido de familia humilde, sua inteligéncia
revelou-se precocemente levando-o primeiramente ao seminario e posteriormente a
universidade. Aos 23 anos de idade, ainda estudante de teologia, foi convidado a
lecionar Astronomia e Matematica em uma universidade Austriaca. Sua carreira
como docente nao prosperou, no entanto, seu contato com a Astronomia lhe deixou
profundos questionamentos que influenciaram seus trabalhos pelo resto da vida. Sua
principal indagagao era o por qué de haver exatamente seis planetas no sistema solar
(em 1595 apenas eram conhecidos os planetas Mercurio, Vénus, Terra, Marte, Jupiter
e Saturno). Esse foi o tema central de sua obra intitulada Mysterium Cosmographicum
publicada em 1596.

As descobertas de Kepler relacionadas as trajetorias dos planetas, teve inicio
quando um importante astronomo da época, Tycho Brahe (1545-1601), conheceu o
Mysterium Cosmographicum e percebeu o talento mateméatico do seu autor. Brahe
foi um aficcionado por entender como funcionava o sistema planetario e por mais de 20
anos coletou dados sobre as posicoes de estrelas e planetas, utilizando-se dos melhores
instrumentos existentes a época (antes do advento do telescépio). Dessa forma, apds
um periodo de dois anos trocando correspondéncias, Kepler tornou-se assistente
de Brahe em 1600. Com a morte de Brahe em 1601, Kepler assume o seu posto e
utilizando-se dos preciosos dados coletados pelo primeiro e inicia um arduo trabalho
matemadtico até obter os resultados denominados ”As trés leis de Kepler”. O desafio
de Kepler era desenvolver um modelo que se ajustasse as observagoes astronomicas
existentes e para isso foi necessario um rompimento com o pensamento aristotélico,

59
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que acreditava que os corpos celestes, devido sua perfeicao, sé6 podiam se mover
em circulo e com velocidade constante. Apds muitos calculos e muitas tentativas
frustradas, Kepler descobre um modelo que se adequava aos dados observados e
os publica em 1609 na obra denominada Astronomia Nova, que contém suas duas
primeiras leis[28]:

1* Lei de Kepler: a érbita de cada planeta é uma elipse, com o Sol em um dos
focos. Como consequéncia da orbita ser eliptica, a distancia do Sol ao planeta varia
ao longo de sua orbita.

2% Lei de Kepler: a reta unindo o planeta ao Sol varre areas iguais em tempos
iguais. Geometricamente, conforme a figura 7.1, tem-se que, se para deslocar de A
até B o planeta leva o mesmo tempo para se deslocar de C' até D, entao as areas
destacadas sao iguais. O significado fisico dessa lei é que a velocidade orbital do
planeta nao é constante, sendo maior nos pontos da trajetéria mais préximos do sol

[24].

Figura 7.1: 2* Lei de Kepler.

Vale ressaltar a grandiosidade do feito de Kepler: o estudo das trajetérias dos
planetas se iniciou com Marte, que possui uma trajetéria eliptica com excentricidade
e = 0,09341 [1]. Isto significa que o comprimento do eixo menor da trajetéria é
aproximadamente 99,6% do comprimento do eixo maior! Portanto, a trajetoria é
praticamente circular.

A terceira lei de Kepler foi publicada anos mais tarde, em 1619, no livro intitulado
Harmonice Mundi, e diz:

3* Lei de Kepler: o quadrado do periodo orbital dos planetas é diretamente
proporcional ao cubo de sua distancia média ao Sol. Em termos matematicos, se P é
o periodo sideral do planeta e a o semi-eixo maior da érbita eliptica, entao:

P2
— = constante.
a3
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7.1.2 Galileu e as trajetérias parabdlicas

Galileu Galilei (1564-1642) nasceu em Pisa, na regiao da Toscana, Itdlia. Con-
siderado por muitos como o pai da ciéncia moderna, Galileu foi um grande génio
determinado a entender como o mundo funciona. Acreditava na teoria Copernicana
do heliocentrismo (os planetas orbitando em torno do sol) em contraposicao da
visao Aristotélica do geocentrismo (a terra como o centro do universo) que era o
grande modelo aceito e difundido em sua época. Inventou diversos objetos dentre
eles o telescépio que, segundo [16], possibilitou a descoberta de mais de 500 estrelas
desconhecidas, revelou as irregularidades do solo lunar derrubando a ideia vigente de
que a superficie da lua era uma esfera perfeita, permitiu a visualizacao dos anéis de
Saturno, das fases de Vénus e de manchas no Sol. Pode observar também quatro
luas que orbitam Jupiter, fato que desmistificou a ideia Aristotélica da terra como o
centro do universo e todos os corpos celestes girando em torno dela.

De acordo com [10], ap6s descobrir evidéncias suficientes a favor da teoria de
Copérnico, Galileu comegou a defendé-la escrevendo em italiano (ndo no Latim
académico, como de costume). Nao tardou para que suas ideias fossem amplamente
apoiadas fora das universidades, irritando os professores Aristotélicos e sobretudo a
Igreja Catodlica, que as considerou como heresia. Em 1633, com 70 anos de idade,
apos publicar o livro Didlogo sobre os dois principais sistemas do mundo, Galileu foi
condenado pelos tribunais da inquisicao da Igreja Catolica, impondo-lhe como pena
a renuncia publica do copernicanismo e a prisao domiciliar pelo resto de sua vida.

Mesmo preso e ja quase cego, Galileu conclui sua segunda grande obra, publicada
clandestinamente em 1638, denominada Discurso das duas novas ciéncias: Mecanica
e Dinamica, que trata das oscilagoes pendulares e suas leis, da coesao dos sélidos, do
movimento uniforme, acelerado e uniformemente acelerado. Utilizando o principio da
independéncia dos movimentos em diversas dire¢oes e mais uma vez derrubando os
preceitos Aristotélicos sobre o movimento, Galileu demonstra nessa obra que, despre-
zando a resisténcia do ar, a trajetéria descrita por um projétil langado obliquamente
¢ uma parabola [21], conforme ilustra a figura 7.2.

7.1.3 Newton e o Principia

Isaac Newton (1642-1727) nasceu em Woolsthorpe-by-Colsterworth, na Inglaterra.
E, certamente, uma das mais geniais mentes que ja existiu. Seus trabalhos deixaram
um legado imensuravel para a humanidade nas mais diversas areas do conhecimento.
Sua obra Philosophiae Naturalis Principia Matemdtica, publicada em 1687, revoluci-
onou a visao de mundo e, segundo [10], trata-se do livro mais influente ja escrito na
fisical

Apés Kepler ter determinado que a trajetéria dos planetas eram elipticas, restava
ainda determinar o por qué. Grandes cientistas como Robert Hooke e Edmund
Halley tentaram responder a pergunta, mas nao obtiveram éxito. Ao ser consultado
sobre o assunto por Halley, Newton afirmou ter a resposta e tempos mais tarde
escreveu um manuscrito ao primeiro, que reconhecendo a relevancia do que havia

recebido, incentivou Newton a publicar suas descobertas. Assim nasceu o Principia.
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Figura 7.2: Trajetoria parabdlica. Fonte:|9]

Nessa obra, Newton mostra que todos os movimentos observados na natureza podem
ser compreendidos em termos de leis expressas pela matematica. Partindo de trés
axiomas (denominados as trés Leis), Newton demonstra que, devido a forma como
age a gravidade, as dérbitas descritas por corpos celestes serao elipses, hipérboles ou
parabolas, a depender da energia do sistema. Dessa forma, Newton prova que as
solucoes do problema gravitacional sao dadas por secoes conicas, generalizando as
descobertas de Kepler e Galileu e dando bases sélidas para o desenvolvimento da
fisica classica, ou também denominada fisica Newtoniana.

7.2 Aplicacoes das Secoes Conicas

Nas segoes 4.3.4, 5.3.3 e 6.3.3 foram demonstradas as propriedades refletoras das
secoOes conicas que, sinteticamente, dizem que um raio de luz emitido a partir de um
foco da elipse ou da hipérbole, reflete-se na curva na direcao do outro foco. Para a
parabola vale que um raio de luz emitido a partir de seu foco, reflete-se na curva
paralelamente ao seu eixo de simetria. Naturalmente o caminho inverso é verdadeiro,
isto é, se raios de luz sao incididos na parabola paralelamente ao seu eixo de simetria,
entao estes raios serao refletidos em direcao ao seu foco.

A revolugao de uma elipse em torno de sua reta focal gera uma superficie
denominada elipsoide. Analogamente, a revolucao de uma hipérbole em torno de
sua reta focal gera uma superficie denominada hiperboloide (de uma ou duas folhas)
e na parabola, sua revolucao em torno de seu eixo de simetria gera uma superficie
denominada paraboloide. Essas superficies sao denominadas quadricas, e estao
ilustradas na figura 7.3.

As quadricas sao superficies que apresentam as propriedades refletoras das secoes
conicas em todas as diregoes do espaco. Esta propriedade é utilizada em varios
campos do conhecimento pelo homem.
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(a) Elipsoide (b) Hiperboldide

(c) Paraboléide

Figura 7.3: Quddricas: em (a), (b) e (¢) tem-se um elipséide, hipérboléide e
paraboldide, respectivamente. Fonte: [13]

7.2.1 Luminarias de Dentistas

As luminarias utilizadas pelos dentistas para iluminar a boca de seus pacientes
sao constituidas, de modo geral, por uma lampada, um anteparo fosco, um espelho
em formato de parte de um elipséide e bracos articulados que lhe permitem o
direcionamento do equipamento. Conforme figura 7.4, a lampada é fixa e encontra-
se em um dos focos do elipséide(espelho). Com os bragos articulados, o dentista
posiciona o equipamento de forma que o outro foco esteja localizado na boca do
paciente. Devido a propriedade refletora da elipse, todos os raios de luz que partem
da lampada e refletem no espelho sao direcionados a boca do paciente. Com um
anteparo fosco entre a lampada e o paciente, a luz nao atinge os olhos deste e assim
reduz o desconforto durante o atendimento.

Figura 7.4: Lumindria de Dentistas. Fonte:[25]

O mesmo principio utilizado nas luminarias de dentistas também sao utilizados em
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certos equipamentos de radioterapia, em que ondas eletromagnéticas sao direcionadas
com alta precisao para atingir um tecido doente, nao devendo atingir os tecidos
vizinhos sadios.

7.2.2 Sala dos Sussurros

A propriedade refletora da elipse é valida para a luz e também para outras formas
de energia, como as ondas sonoras. Existem salas actsticas ou galerias, também
denominadas “sala dos sussurros”, construidas em forma de elipsdide que apresentam
uma curiosa propriedade: duas pessoas localizadas nos focos do elipséide podem se
comunicar através de sussurros de modo que nenhuma outra pessoa da sala escute
a conversa. O principio dessas salas é que toda onda sonora que atinge as paredes

desta sao refletidos (e portanto concentrados) na dire¢ado do outro foco (ver figura
7.5).

Figura 7.5: Sala dos Sussurros. Fonte:[23]

Tais salas podem ser encontradas em alguns museus e edificios publicos construidos
nos Estados Unidos e na Europa.

7.2.3 Sistema LORAN (Long Range Navigation)

Antes do advento do sistema GPS de localizacao (em que sao utilizados satélites
em 6rbita ao redor da terra), o sistema terrestre de radionavegacao LORAN era
utilizado para a permitir a localizacao de navios e avioes.

O principio do sistema consiste na emissao concomitante de ondas de radio a partir
de trés pontos fixos e conhecidos F, F» e F3. Sendo v a velocidade de propagacao
das ondas de radio emitidas e ¢, t5 e t3 0 tempo que os sinais levam para alcancar o
navio (ou aviao) localizado em um ponto P desconhecido, determina-se a diferenca
entre a posicao P com relacao as duas primeiras estagoes:

d(P,Fl) — d(P,FQ) = U(tl — tg)

Portanto, P situa-se em um dos ramos da hipérbole de focos F} e F5 e parametro
2a = U(tl — tg)
Analogamente, tem-se que:

d(P,Fg) — d(P,Fg) = ’U(tg — tg).

Portanto, P situa-se em um dos ramos da hipérbole de focos F; e F3 e parametro
2a = U(tg — tg)
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Fazendo a intersecao entre os referidos ramos de hipérbole, tem-se a localizacao
do ponto P [20], conforme ilustra a figura 7.6.

Figura 7.6: Sistema LORAN. Fonte:[3]

7.2.4 Antenas Parabolicas

Um importante instrumento receptor de sinais é a antena parabdlica, que possui
o formato de um paraboldide de revolucao. Com aplicagoes na radio-astronomia,
bem como em sistemas de aparelhos de televisao, essa antena tem como principio
a propriedade refletora da parabola. Dada a grande distancia que os satélites de
transmissao desses sinais encontram-se da terra, tem-se que os fracos sinais recebidos
pela antena sao praticamente paralelos. Posicionando a antena de forma que seu eixo
de simetria esteja na direcao preferencial desses sinais, estes refletem-se na antena e
sao concentrados em seu foco, onde se posiciona o receptor [12], conforme ilustra a
figura 7.7.

Figura 7.7: Antena Parabdlica.

7.2.5 Forno Solar

Analogamente ao principio de funcionamento das antenas parabdlicas, os fornos
solares consistem de superficie espelhada em formato de paraboldide. Dada a grande
distancia que o Sol se encontra, os raios solares chegam a Terra praticamente paralelos.
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Posicionando o espelho de forma que seu eixo de simetria esteja na direcao dos raios
solares, estes serao refletidos na direcao do foco, onde se posiciona o forno. A figura
7.8 mostra o forno solar localizado na cidade de Odelilo, sul da Franca. Sua superficie
espelhada é composta de 9500 espelhos convenientemente posicionados em formato
de paraboldide. Com intensa incidéncia de luz solar no local, a temperatura deste
forno pode atingir até 3800°C.
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Figura 7.8: Forno Solar de Odelilo.

Ha uma lenda que envolve o principio do forno solar e o matematico grego
Arquimedes de Siracusa (287-212 a.C., aproximadamente). Este teria incendiado
frotas de navios que sitiavam Siracusa utilizando como arma de guerra espelhos em
forma de paraboléide. Embora o principio funcione, é pouco provavel que houvesse a
tecnologia para a construcao de tais espelhos a épocall2].

7.2.6 Telescopios Refletores

Galileu Galilei (1564-1642) inventou o primeiro telescépio em 1609. Para amplia-
¢ao das imagens foram utilizadas lentes e o principio de refragao da luz. Esse modelo
de telescopio é denominado refrator. Apesar de revolucionario, o telescopio refrator
apresenta algumas deficiéncias: além de deformarem imagens as lentes também
funcionam como prisma, decompondo a cor branca e criando um efeito denominado
aberracao cromatica [29].

Anos mais tarde, Isaac Newton (1642-1727) criou o telescépio refletor que, uti-
lizando espelhos nao apresentavam os problemas de seu antecessor. O telescépio
de Newton utilizava um espelho em forma de paraboldide que convergia os raios
luminosos para o foco F'. Na impossibilidade de se observar a imagem formada no
foco (pois este ponto localiza-se dentro do tubo do telescépio), Newton utilizou um
espelho plano E para desviar os raios refletidos e formar a imagem fora do telescépio,
no ponto C, conforme ilustra a figura 7.9.

O telescépio de Newton tinha o inconveniente de que o tamanho do espelho plano
utilizado para desviar os raios luminosos do foco nao poderia ser pequeno, caso
contréario a formacao da imagem ainda ocorreria dentro do tubo do telescopio. Dessa
forma, o espelho plano bloqueava grande parte dos raios de luz incidentes no telescépio,
prejudicando assim sua eficiéncia. Tal problema foi contornado em 1672, pelo frances
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Tubo do
Telescopio

Figura 7.9: Telescopio refletor de Newton.

Laurent Giovani Cassegrain, que propos a utilizacao de um espelho hiperbélico
ao invés do espelho plano de Newton. Conforme a figura 7.10, a configuracao de
Cassegrain consiste na utilizacao de espelhos parabdlicos e hiperbdlicos com o foco
do paraboldide F' coincidindo com um dos focos da hiperbole. Devido a propriedade
refletora dessas duas secoes conicas, o espelho hiperbdlico poderia ser pequeno,
bastando construi-lo suficientemente préximo do foco F' e a imagem resultante é
obtida no outro foco F’ da hipérbole.

Figura 7.10: Telescopio refletor de Cassegrain. Fonte:[23]



Secoes Conicas no Ensino Basico

No Brasil, as conicas estao contempladas ja no ensino bésico. Segundo[l], do-
cumento produzido pelo Governo Federal que tem por objetivo nortear a pratica
docente no pais, o assunto conicas é considerado um tema complementar aos topicos
essenciais a formacao matematica dos estudantes. Além disso, os livros didaticos do
ultimo ano do ensino médio geralmente dedicam um de seus capitulos as conicas. Em
contrapartida, de acordo com Neto (2008), o ensino de conicas estd longe do ideal,
pois as parabolas sao estudadas no ultimo ano do ensino fundamental e primeiro
ano do ensino médio, mas com uma abordagem limitada aos graficos de fungoes
quadraticas. J& no terceiro ano, quando deveria ocorrer o estudo das conicas, por uma
série de razoes, esse topico sequer chega a ser ensinado pelos professores e, quando é
feito, resume-se a um curto periodo de tempo com uma abordagem superficial das
equacoes analiticas das curvas.

Como uma das acoes de fortalecimento do Ensino Basico, o Governo Federal
desenvolveu o Programa Nacional do Livro Didatico (PNLD). Este programa tem
por objetivo avaliar e disponibilizar as escolas publicas brasileiras, deste nivel de
ensino, obras didaticas, pedagdgicas, literarias e outros materiais de apoio a pratica
educativa. O programa contempla, em ciclos, quatro segmentos da educagao: infantil,
anos iniciais do ensino fundamental, anos finais do Ensino Fundamental e Ensino
Médio. O Ensino Médio foi o segmento atendido no PNLD do ano de 2015 que avaliou
e distribuiu obras que foram utilizadas no triénio 2015, 2016 e 2017 pelas escolas
publicas cadastradas. A definicao de quais obras serao utilizadas é feita em duas
etapas. Primeiro, tem-se uma concorréncia publica em que os detentores dos direitos
autorais das obras se inscrevem para participar do programa. Conforme critérios
estabelecidos em edital, essas obras sao avaliadas por um grupo de especialistas
de diferentes areas do conhecimento e se aprovadas irao compor o guia do PNLD
relativo aquele ciclo. A segunda etapa ocorre individualmente em cada uma das
escolas cadastradas e consiste na avaliacao e escolha da obra a ser adquirida, dentre
aquelas selecionadas na primeira etapa para compor o PNLD.

Mesmo nao tendo a funcao de definir quais tépicos devem ser estudados em sala
de aula, o livro didético ainda hoje é o grande norteador do trabalho do professor.
Segundo [!], na auséncia de orientac¢oes curriculares mais consolidadas e acessiveis a

68



Capitulo 8. Secoes Conicas no Ensino Bdsico 69

todos os professores, o livro didatico vem assumindo, ha algum tempo, o papel de
referéncia sobre os conteudos a serem ensinados. Nesse sentido, acredita-se que a
forma como um contetdo é abordado nas obras didaticas é um indicativo de como
esse assunto é tratado nas salas de aula. Nas secoes 8.1, 8.2, 8.3, 8.4 e 8.5 serao
apresentadas uma analise critica sobre a abordagem do assunto conicas, em cinco
das seis obras aprovadas e distribuidas as escolas publicas pelo PNLD-2015.

8.1 Anadlise da obra Matemdtica Paiva (ver [17])

O tépico das secoes conicas é contemplado
no 3° volume de [17]. Este volume é dividido
em nove capitulos e o capitulo 6 intitulado As

conicas: elipse, hipérbole e pardbola é composto

de 36 paginas dedicadas ao assunto. MATEMATICA
PAIVA

Na abertura do capitulo o autor apresenta
uma aplicagao das secoes conicas, o forno solar
de Odeillo (ver 7.2.5), explica o seu funciona-
mento, mas sem explicitar a propriedade refletora
da pardbola e apresenta questoes para reflexao
do aluno, como "Vocé conhece outros dispositi-
vos tecnologicos que tenham formato parabdlico?
Para que servem?”.

Na sequéncia sao definidas superficie conica
BN il fa

circular reta de duas folhas e as curvas elipse,

hipérbole e pardbola. Estas tltimas sao obtidas
Figura 8.1: Obra Matemaética

como a intersecao de um plano secante e a super- P
aiva.

ficie conica, porém, a distin¢ao entre a elipse e
a hipérbole nao é dada pelo angulo relativo do
plano secante, mas sim pelo fato do plano intersectar ou nao todas as geratrizes do
cone. A pardbola é obtida quando o plano secante é paralelo a uma geratriz do cone.
O autor mostra como as conicas podem ser visualizadas a partir da sombra projetada
por uma lanterna em uma parede, através da variacao da posicao da lanterna. Antes
de adentrar especificamente em cada curva, Paiva apresenta uma curta nota historica
destacando a obra de Apolonio de Perga e cita diversas aplicacoes das secOes conicas,
sem explicar os seus funcionamentos.

As secoes dos capitulos que tratam da elipse, hipérbole e parabola possuem
basicamente a mesma estrutura. Com o intuito de introduzir o estudo analitico das
curvas, estas sao definidas como um lugar geométrico dos pontos do plano, como
em 4.1, 5.1 e 6.1. Em seguida sao definidos os elementos de cada curva, com a
excentricidade dada pela razao entre os parametros ¢ e a nos casos da elipse e da
hipérbole. Sao também apresentadas duas construcoes para cada curva: uma com
objetos fisicos como em 4.3.2, 5.3.1 e 6.3.1 e outra utilizando dobraduras em folha
de papel. Na sequéncia tem-se alguns exercicios resolvidos e propostos, ainda sem a
utilizagao da geometria analitica. Apods essa abordagem inicial, o autor introduz o
tratamento analitico das curvas. A deducao das equacoes canonicas é feita através
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de um caso particular e a generalizacao é apresentada justificada como repeticao dos
passos seguidos nos casos particulares. Tem-se entao uma nova série de exercicios
resolvidos e propostos, com abordagem exclusivamente analitica.

Ap6s tratar das trés curvas, no fim do capitulo tem-se uma secao denominada
Roteiro de Trabalho contendo questoes conceituais sobre as definigoes de conicas e
estimulando o aluno a perceber como a excentricidade afeta a forma da curva. Segundo
o autor, o propoésito dessas questoes é explorar a habilidade de argumentacao e sintese
do discente. Na sequéncia tem-se uma se¢ao com quinze exercicios complementares
com enfoque predominante no tratamento analitico. O capitulo é finalizado com
a secao Matemdtica sem Fronteiras que traz um texto tratando da aplicacao das
conicas em telescépios. O principio refletor nao é explicitado e nao é tratado o
telescopio com a configuracao de Cassegrain.

Os aspectos positivos observados na obra sao a preocupac¢ao com a contextua-
lizagao pratica do assunto, relacionou as curvas com intersecoes de cones e planos,
apresentou construgoes das curvas através de dois métodos, apresentou exercicios com
aplicagoes e também tedricos, em quantidades (25 propostos e 15 complementares)
adequadas.

Como contribuicao para a complementacao da obra analisada sugere-se a insercao
de uma abordagem espacial das conicas e explicitar as propriedades refletoras das
curvas.

Como conclusao, acredita-se que esta obra apresentou as coOnicas com uma
abordagem adequada para o ultimo ano do ensino basico. Os iniimeros exemplos
com aplicacoes das curvas tem o potencial de despertar o interesse dos alunos e suas
diferentes abordagens permitem o aluno praticar a geometria plana e a geometria
analitica.

8.2 Analise da obra Matematica: Contexto e
Aplicagoes(ver [3])

As segdes conicas sao abordadas no volume 3 da obra [3]. Esse volume é composto
de 4 unidades divididas em dois capitulos cada. A unidade 3 é intitulada Conicas e
Numeros Complexos e contempla o quinto capitulo do livro denominado Geometria
Analitica-Secoes Conicas. Este capitulo possui 24 paginas divididas em quatro se¢oes
denominadas Reconhecendo Formas, Parabola, Elipse e Hipérboles. O capitulo
contempla 20 exercicios resolvidos, 37 propostos, uma atividade a ser desenvolvida
com o auxilio do software Geogebra e uma atividade complementar utilizando como
contexto as leis de Kepler.

A unidade 3 inicia-se com duas paginas denominadas Abertura de Unidade. Nelas,
o autor justifica o nome secoes conicas pelo fato de as curvas serem obtidas pela
intersecao de um plano com uma superficie conica. As diferentes segoes sao obtidas
variando o angulo em que o plano secante intersecta o cone. Ainda na abertura,
constam trés aplicagoes das superficies conicas: as lumindrias de dentistas, o forno
solar de Odeillo e os telescopios refletores. O autor cita que essas aplicagoes sao
devidas as propriedades de reflexao das curvas, porém nao explica o seu funcionamento.
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O capitulo 5 é introduzido com uma nota his-
torica citando a obra de Apolonio de Perga e
relatando como esta influenciou a obra de diver-
sos pensadores, tais como Copérnico, Kepler e
Halley. Na sequéncia, tem-se uma série de figuras
familiares ao aluno em que estao presentes as
secoes conicas.

AV E

Apés a introdugao, o autor inicia as segoes

CONTEXTO &
APLICACOES

dedicadas especificamente a cada curva. A forma
como se estruturam essas secoes sao analogas.
Inicialmente, as conicas novamente sao apresen-
tadas como a interse¢ao entre um plano e um
cone, porém aqui a diferenciagao entre elipse e

hipérbole é dada pelo fato de o plano secante in-

tersectar ou nao todas as geratrizes do cone. Na ___ o
Figura 8.2: Obra Matematica:

sequéncia, o autor define as curvas como lugares .
q ’ & Contexto e Aplicagoes.

geométricos, comenta, sem detalhar, a constru-

¢ao da curva com objetos fisicos e define seus

elementos. A excentricidade é definida pela razao entre os parametros ¢ e a nos
casos da elipse e da hipérbole. Segue entao, o tratamento analitico das conicas
através da dedugao genérica de suas equagoes canonicas. As secoes se encerram com
uma série de exercicios resolvidos e propostos. Apods a secao dedicada as elipses,
a obra contempla uma atividade computacional explorando a parabola e a elipse
com o auxilio do software Geogebra. O capitulo encerra com uma atividade extra
contextualizada pelas leis de Kepler. Nessa atividade sao indicados links para leituras
complementares.

Os aspectos positivos observados na obra sao a relagao das curvas com a intersecao
entre planos e cones, o bom nimero de exercicios resolvidos e a insercao de atividades
computacionais.

Como contribuicao para a complementacao da obra analisada sugere-se a insercao
de uma abordagem espacial e plana sobre as conicas, o detalhamento da construcao
das curvas com objetos fisicos, contemplar exercicios contextualizados sobre o assunto,
explicitar as propriedades refletoras e contemplar atividades computacionais.

Como conclusao, acredita-se que a obra apresentou as conicas de forma limitada,
pois explorou apenas a abordagem analitica das curvas. Embora a atividade extra
no fim do capitulo tenha apresentado uma contextualizacao do assunto, os exercicios
propostos no desenvolvimento do capitulo sao todos de cunho tedérico. A obra poderia
ter explorado (apenas citou na abertura) as propriedades refletoras das conicas.

8.3 Analise da obra Novo Olhar
Matemdtica(ver [22])
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As secoes conicas sao abordadas no volume
3 da obra [22]. Esse volume é composto de 8
capitulos divididos em 5 unidades. O capitulo
6 é denominado A Circunferéncia e as Conicas,
contém duas secoes e a segunda ¢é dedicada as
conicas. Esta secao possui 24 paginas, 9 exer-
cicios resolvidos, 57 propostos e uma atividade
complementar utilizando como contexto as leis
de Kepler.

A secao se inicia com notas histéricas citando
a obra de Apolonio de Perga e Kepler e suas
descobertas. Na sequéncia iniciam-se os topicos
dedicados especificamente a cada curva. A forma
como se estruturam esses topicos sao analogas.

Primeiramente, as conicas sao apresentadas como
a interse¢ao entre um plano e um cone e a dife- Figura 8.3: Obra Novo Olhar
renciacao entre elipse e hipérbole é dada pelo fato Matematica.

de o plano secante intersectar ou nao todas as

geratrizes do cone. Prosseguindo, tem-se a construcao da curva com objetos fisicos e
sua justificativa, a definicao de seus elementos e da curva como um lugar geométrico
do plano. Segue entao, o tratamento analitico das conicas através da apresentagao
de suas equacoes canonicas. Estas nao sao deduzidas, apenas ha a indicacao do
caminho a ser seguido para obter os resultados apresentados. Os tépicos se encerram
com uma série de exercicios resolvidos e propostos. O 1ultimo exercicio proposto dos
topicos relativos a elipse e a hipérbole sao mais elaborados. Eles contemplam textos
informativos sobre as previsoes de Halley acerca do cometa que leva seu nome e
sobre o sistema de navegacao LORAN, respectivamente, seguidos de uma série de
perguntas interpretativas e que utilizam a geometria analitica. O capitulo se encerra
com uma atividade complementar composta por texto e questoes contextualizadas
pelas leis de Kepler.

O aspecto positivo observado na obra é a relacao das curvas com a intersecao
entre planos e cones.

Como contribuicao para a complementacao da obra analisada sugere-se a insercao
de uma abordagem espacial e plana sobre as conicas, a deducao das equagoes
canonicas das curvas, contemplar exercicios contextualizados sobre o assunto, ampliar
o numero de exercicios resolvidos, tratar das propriedades refletoras e suas aplicacoes
e contemplar atividades computacionais.

Como conclusao, acredita-se que a obra apresentou as conicas de forma limitada,
pois explorou apenas a abordagem analitica das curvas de forma superficial. Embora
a atividade extra no fim do capitulo tenha apresentado uma contextualizacao do
assunto, os exercicios propostos no desenvolvimento do capitulo sao quase todos de
cunho tedrico. A obra poderia ter explorado as propriedades refletoras das conicas
contribuindo para a percepcao de aplicabilidade da matemaética no cotidiano.
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8.4 Analise da obra Matemadtica ciéncia e
aplicagoes(ver [11])

As sec¢bes conicas sao abordadas no volume
3 da obra [l1]. Esse volume é composto de 9
capitulos. O capitulo 4 é denominado As Coni-
cas, possui 24 paginas, 13 exemplos resolvidos, 8
outros exercicios com resolucao, 59 propostos e
duas paginas tratando da aplicagao de conicas as
orbitas elipticas dos planetas.

O capitulo é iniciado com a definicao de su-
perficie conica de duas folhas e a obtengao das
curvas é dada pela intersecao de um plano com
a superficie. A diferenciacao entre elipse e hi-
pérbole é dada pelo fato de o plano intersectar
uma ou as dua folhas do cone, respectivamente.
Na sequeéncia iniciam-se os topicos dedicados es-
pecificamente a cada curva. A forma como se

estruturam esses tépicos sao analogas. Primei-
ramente, sao apresentadas ilustracoes em que Figura §~43 Obra Matemética
podem ser percebidas as conicas. Em seguida o ciencia e aplicagoes.

autor define as curvas como lugares geométricos

do plano, apresenta a construcao das curvas com objetos fisicos sem a justifica-la,
seus elementos e a excentricidade como a razao entre os parametros ¢ e a para elipses
e hipérboles. Segue entao o tratamento analitico das conicas através da deducao
genérica de suas equagoes canonicas, alguns exemplos resolvidos e uma série de exer-
cicios tedricos propostos. Apods o topico dedicado as elipses tem-se um texto tratando
das orbitas elipticas dos planetas e suas excentricidades. O capitulo é finalizado com
uma curta secao abordando a intersecao de conicas através da resolucao do sistema
formado por suas equacoes. Aqui tem-se um exemplo resolvido e alguns exercicios
propostos.

Os aspectos positivos observados na obra sao a relagao das curvas com a intersecao
entre planos e cones, a presenca de varias ilustragoes em que aparecem as conicas no
cotidiano e a abordagem das intersecoes entre conicas.

Como contribuicao para a complementacao da obra analisada sugere-se a insercao
de uma abordagem espacial e plana sobre as conicas, contemplar exercicios contex-
tualizados sobre o assunto, tratar das propriedades refletoras e suas aplicagoes e
contemplar atividades computacionais.

Como conclusao, acredita-se que a obra apresentou as conicas de forma limitada,
pois explorou apenas a abordagem analitica das curvas. As contextualizagoes sao
dadas na forma de figuras. A obra poderia ter explorado as propriedades refletoras
das conicas e suas aplicagoes.
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8.5 Analise da obra Conexoes com a
Matemdtica(ver [18])

As segbes conicas sao abordadas no volume 3
da obra [18]. Esse volume é composto de 8 capi-
tulos. O capitulo 6 é denominado Conicas, possui
20 péaginas, 10 exercicios resolvidos, 23 exercicios
propostos e outros 23 complementares, uma se¢ao
denominada Autoavaliacdo com 7 exercicios con-
ceituais e uma secao denominada Compreensao
de Texto em que é ensinado a construcao de um

fogao solar. E_'E'.:‘::'...._-.—_
1}Ia' abertura do capltulc? o autor m0§tra como Conexdes
as conicas podem ser visualizadas a partir da som- . Matemdtica 1

bra projetada por uma bola quando iluminada Lt
por uma lanterna em diferentes posicoes, define
os elementos de uma superficie conica, define as
curvas utilizando o conceito de intersecao entre

plano e cone e cita a obra de Apolonio de Perga.

Na sequéncia tem-se os tépicos dedicados es- Figura 8.5: Obra/C.onexées com
pecificamente a cada curva. A forma como se a Matematica.
estruturam esses topicos sao andlogas. Inicial-
mente apresenta-se a construcao da conica com objetos fisicos e a sua justificativa,
define-se a curva como um lugar geométrico do plano e sao definidos também os seus
elementos e a excentricidade como a razao entre os parametros ¢ e a. Inicia-se entao
o tratamento analitico das conicas através da deducao das equagoes canonicas das
curvas. E tratado apenas o caso em que o centro da conica coincide com a origem
do sistema cartesiano (vértice, no caso da pardbola). Segue, entao, uma série de
exercicios tedricos resolvidos e propostos. O capitulo é finalizado com uma série de
exercicios complementares e as secoes Autoavaliacao e Compreensao de Texto.

Os aspectos positivos observados na obra sao a relagao das curvas com a intersecao
entre planos e cones e a presenca de varias ilustracoes em que aparecem as conicas
no cotidiano.

Como contribuicao para a complementagao da obra analisada sugere-se a insercao
de uma abordagem espacial e plana sobre as conicas, tratar os casos das conicas com
centro fora da origem do sistema cartesiano, contemplar exercicios contextualizados
sobre o assunto, tratar das propriedades refletoras e suas aplicacoes e contemplar
atividades computacionais.

Como conclusao, acredita-se que a obra apresentou as conicas de forma limitada,
pois explorou apenas a abordagem analitica das curvas e tratando apenas do caso em
que o centro coincide com a origem do sistema cartesiano. As contextualizagoes sao
dadas na forma de figuras. A obra poderia ter explorado as propriedades refletoras
das conicas e suas aplicagoes.



Consideracoes Finais

A matematica nao é uma ciéncia fim em si. Trata-se de um instrumento que
permite descrever, quantificar, modelar e prever fenomenos nas mais diversas areas
do conhecimento. A incansavel busca do ser humano pelo entendimento de como
funciona o mundo a sua volta possibilitou que evoluissemos de uma espécie pré-
histérica para a sociedade globalizada que somos hoje. A matemaética exerceu um
papel fundamental nesse desenvolvimento.

A Grécia Antiga foi um terreno fértil de grandes filésofos e iniimeras descobertas.
Esse periodo histérico representa o auge de uma area fundamental da matematica: a
geometria euclidiana. Trés pensadores sao notoriamente conhecidos como os grandes
geometras da antiguidade: Euclides, Arquimedes e Apolonio. Este tltimo desenvolveu
o mais importante trabalho ja escrito sobre as secoes conicas. As conicas de Apolonio
serviu de base para diversos trabalhos desenvolvidos posteriormente. E um caso
classico em Matematica no qual a aplicabilidade de um estudo essencialmente tedrico
leva tempo para ser percebida.

As trés curvas estudadas neste trabalho possuem propriedades de reflexao com
aplicabilidade em diversas areas. A utilizacao dessas propriedades foram sendo
colocadas em pratica a medida em que o homem dispos de tecnologia suficiente
para a construcao dos aparatos idealizados. Alguns desses instrumentos tem papel
fundamental na sociedade atual, em especial aqueles relacionados a recepgao de
sinais, que afetam a forma como nos comunicamos e nos localizamos na superficie da
terra.

As segoes conicas também estao presentes nas ciéncias naturais, em especial nos
fenomenos regidos pela gravitacao universal. O desenvolvimento da astronomia foi
profundamente influenciado pela obra de Apolonio, pois foi fundamental para as
descobertas de Kepler e Galileu nos séculos XVI e XVII. Estas por sua vez abriram
os caminhos para que Newton produzisse sua obra prima Philosophiae Naturalis
Principia Matemdatica. Nela, Newton colocou em bases matematicas solidas a forma
como se da o movimento de qualquer corpo, proporcionando a previsibilidade das
leis fisicas. Este trabalho contém os fundamentos que permitiu ao homem ir a Lua,
bem como avancar na conquista espacial.

No que se refere ao ensino, embora estejam contempladas no curriculo da educagao
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bésica, as conicas tem cada vez mais sido relegadas a um segundo plano, sendo o
assunto tratado como topico complementar nas orientacoes curriculares do Governo
Federal. Outro sintoma desse fenomeno sao os contetdos cobrados nos exames de
acesso as instituicoes publicas de ensino superior que exercem forte influéncia naquilo
que ¢é ensinado nas escolas de nivel basico. Atualmente, o Exame Nacional do Ensino
Médio (ENEM) ¢é a principal forma de ingresso nas universidades federais e o tépico
secoes conicas nao ¢ contemplado no seu programa de conteidos de matematica.
Acredita-se que a tendéncia de extincao desse assunto no ensino basico seja uma
grande perda. O estudo das conicas permite que o aluno articule os conhecimento
adquiridos em geometria plana, espacial e analitica em torno de um mesmo assunto.
Além disso, trabalhar as propriedades refletoras das conicas é possivel, pelo menos em
um nivel conceitual, e explorar suas aplicagoes constitui um excelente instrumento
para motivar os alunos e exemplificar a importancia da matematica. Por fim, destaca-
se que a abordagem do tema nas obras distribuidas as escolas piblicas brasileiras, de
modo geral, é limitada. O tratamento analitico das equagoes canonicas das curvas
é o elemento central nesses textos. A abordagem das conicas através da geometria
plana é insuficiente e a abordagem através da geometria espacial é praticamente
inexistente. A contextualizacao histérica é resumida em algumas notas. Parte das
obras analisadas nao contemplam as propriedades refletoras das conicas e aquelas
que abordaram o tema nao explicitaram nem demonstraram tais propriedades.
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