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Resumo

PAIXAO, Matheus Maia de Araujo, M.Sc., Universidade Federal de Vicosa, fevereiro de 2019.
Construcao de um modelo de Chern-Simons para gravitacao. Orientador: Olivier Piguet.

Neste trabalho estudamos a teoria de Chern-Simons para a gravitacdo em 5 dimensdes. NOs
usamos como algebra de Lie a dlgebra (a)dSs (de Sitter ou anti-de Sitter) expandida a partir de
um semigrupo finito via o produto direto entre (a)dS5 e o semigrupo considerado. A motivagido
de se usar uma algebra expandida € para se obter uma teoria mais geral, com a possibilidade de
se obter outros campos além do campo de gravitagcdo na teoria. Estes outros campos podem ser
vistos como uma possivel matéria que interage com o campo de gravitagdo. Basicamente esse
trabalho sera dividido em trés partes. Na primeira, que abrange os capitulos 2 e 3, faremos uma
breve introdugdo as formas diferenciais e a teoria de grupos, dois ferramentarios essenciais na
compreensao de uma teoria de Chern-Simons para a gravitagdo. Nesta parte traremos alguns re-
sultados recentes sobre expansoes de algebra que sdo fundamentais para este trabalho. Faremos
a expansdao mencionada, mostrando que se trata realmente de uma algebra de Lie, calculando
as constantes de estrutura e os tensores invariantes e, em seguida, faremos um comparativo dos
nossos resultados com trabalhos similares na literatura. Na segunda parte, que abrange todo
capitulo 4, faremos uma introdugao sobre teorias de Chern-Simons, mostrando sua importancia
para a fisica, bem como abordaremos alguns resultados ja conhecidos sobre a gravitacao de
Chern-Simons em 5D usando como algebra de Lie (a)dSs simplesmente. Por fim, na dltima
parte, aplicaremos os resultados do capitulo 4 considerando a algebra expandida, obtendo a
acdo de Chern-Simons para tal dlgebra. Apds isso estudaremos a estrutura dindmica da teo-
ria, fazendo uso do formalismo hamiltoniano de Dirac. Um resultado importante do quarto e
ultimo capitulo € a descoberta de uma classe mais geral de difeormorfismos espaciais, chama-
dos por nés de difeomorfismos generalizados, que abrange os difeomorfismos espaciais usuais.
Estes novos difeomorfismos s@ao uma consequéncia do método de expansao. Este trabalho ainda
contém um anexo sobre o formalismo Hamiltoniano de Dirac utilizado nos capitulos 4 € 5 para
o estudo da dinamica das respectivas teorias, além de dois outros anexos contendo programas

computacionais que utilizamos.

Vi



Abstract

PAIXAO, Matheus Maia de Aratjo, M.Sc., Universidade Federal de Vicosa, February, 2019.
Construction of a Chern-Simons model for gravity. Advisor: Olivier Piguet.

In this work we study the Chern-Simons theory for gravitation in 5 dimensions. We use as Lie
algebra the algebra (a)dSs (de Sitter or anti-de Sitter) expanded from a finite semigroup via
the direct product between (a)dS; and the semigroup considered. The motivation of using an
expanded algebra is to obtain a more general theory, with the possibility of obtaining other fields
beyond the field of gravitation in the theory. These other fields can be seen as a possible matter
that interacts with the field of gravitation. Basically this work will be divided into three parts.
In the first, which covers the chapters 2 and 3, we will briefly introduce differential forms and
group theory, two essential tools for understanding a Chern-Simons theory of gravitation. In this
part we will bring some recent results on algebra expansions that are fundamental to this work.
We will make the expansion mentioned, showing that it is really a Lie algebra, calculating
the constants of structure and the invariant tensors, and then we will make a comparison of
our results with similar works in the literature. In the second part, which covers the whole of
chapter 4, we will make an introduction about Chern-Simons theories, showing their importance
to physics, as well as discuss some already known results on Chern-Simons gravitation in 50
using as Lie algebra (a)dss simply. Finally, in the last part, we will apply the results of chapter
4 considering the expanded algebra, obtaining the Chern-Simons action for such algebra. After
this we will study the dynamic structure of the theory, making use of the Hamiltonian formalism
of Dirac. An important result of the fourth and final chapter is the discovery of a more general
class of spatial diffeorphisms, called by us of generalized diffeomorphisms, which include the
usual spatial diffeomorphisms. These new diffeomorphisms are a consequence of the method
of expansion adopted by us. This work also contains an annex about the Hamiltonian formalism
of Dirac used in chapters 4 and 5 to study the dynamics of the respective theories, as well as

two other annexes containing computational programs that we use.
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Capitulo 1

Introducao e motivacao

Por uma série de fatores, a muito tempo tem-se tentado obter uma teoria quantica para a
gravitacdo que seja compativel tanto com a teoria da Relatividade Geral de Einstein como com
a mecanica quantica de Heisenberg, Dirac, Schrodinger e companhia. A principal razdo seria
compreender o universo na escala de Planck (10™%*%m, 101°GeV, 107*35s), escala esta onde a
RG cléssica ndo seria mais vélida. Essa tentativa ja& demandou uma série de esforcos, contudo
ainda nao entendemos muito bem a fisica que estd por tras dessa escala, sendo preciso muito

estudo e reflexdo para chegarmos em um resultado.

Nesse aspecto as teorias de Chern Simons [[1]] [2] se mostram bastante promissoras. Estas
explicam o Efeito Hall Quantico, tem aplicacdes em estudos recentes sobre supercondutividade,
em teoria quantica de campos e mais recentemente na gravitagao. [3l] [4] [S] [6] [[7] Dois aspec-
tos sdo importantes para essa ampla gama de aplicacdes das ditas formas de Chern-Simons na
fisica. O primeiro deve-se ao fato de que estas permitem uma extensao da simetria de Lorentz,
utilizando-se por exemplo o grupo (A)dS, onde € possivel a introducéo de novos campos, de
modo a se ter uma teoria onde unifica-se a matéria com o campo de gravitacdo. O segundo,
de particular importancia para a gravitagdo deve-se ao fato de que, tal como ocorre na relativi-
dade geral, as teorias de Chern-Simons ndo dependem de uma estrutura métrica pré-definida: a

geometria, que € identificada como campo de gravitagdo, seria dinamica. [3]

Uma curiosidade é que estas teorias s ocorrem em dimensdo impar. Temos um bom
entendimento da gravitacdo em 3 dimensoes [8], portanto é natural pensar que seja possivel
generalizar para dimensdes maiores. Contudo a proxima dimensdo seria 5, sendo necessario
portanto compactificar uma dimensao para compararmos com a RG. [6] [[7] [9] Uma diferenca
significante entre a gravitagdo de Chern Simons em D = 3 e D = 5 € o fato de que para trés
dimensdes nao temos graus de liberdade locais, enquanto que para cinco dimensdes (bem como

para dimensdes superiores a 5) temos um ntimero de graus de liberdade diferente de zero. [35]



CAPITULO 1. INTRODUCAO E MOTIVACAO 2

Recentemente obteve-se avancgos significativos no que diz respeito ao entendimento da
estrutura dindmica das teorias de Chern-Simons para a gravitagdo [4] [S], avancos estes que
motivaram a realizacdo deste trabalho. Nestes artigos destacados definem-se as condi¢des ne-
cessdrias para se ter aquilo que € chamado de teoria genérica. Basicamente trata-se de uma
teoria em que o vinculo Hamiltoniano, geralmente de tao dificil tratamento [10], € apenas uma
combinagao dos demais vinculos existentes, de modo a tornar a andlise Hamiltoniana de Dirac,

a principio, menos trabalhosa.

Outra motivagdo sdo os trabalhos referentes a expansoes de algebras [11] [12], os quais
apresentam outros campos além dos campos de gravitacdo, na tentativa de talvez se introduzir
uma espécie de matéria que interage com o prorpio campo de gravitagdo, tratando-se portanto
de uma teoria mais geral. Estes trabalhos chegam a reproduzir a relatividade geral, de modo que
seriam bons candidatos na tentativa de se obter uma teoria quantica para a gravitacao que seja
condizente com a teoria de Einstein. Contudo, adiantamos que na tentativa de se reproduzir os
resultados obtidos nestes artigos, encontramos um pequeno problema que nos impossibilita de
obter a relatividade geral tal como neles nos € apresentado. Este problema tem haver com os

tensores invariantes da dlgebra expandida, que discutiremos mais adiante.

Portanto, para entendermos sobre teorias de Chern-Simons em gravitagdo e, em particular,
para introduzirmos uma possivel matéria numa teoria em 5 dimensoes, o trabalho sera estrutu-
rado da seguinte forma: No segundo capitulo faremos uma revisao sobre o cdlculo exterior de
formas diferenciais. No terceiro capitulo faremos uma revisdo sobre teoria de grupos e apre-
sentaremos o grupo (A)dSs, muito importante para nés. Além disso apresentaremos resultados
sobre novas dlgebras obtidas via a extensdo da algebra (a)dSs. No quarto capitulo falaremos
sobre formas de Chern-Simons em si e sua importancia para a fisica, bem como apresentare-
mos resultados importantes de artigos sobre teorias de Chern-Simons em gravitacdo. Por fim,
no ultimo capitulo construiremos uma a¢do de Chern-Simons para a gravitacao em 5 dimensoes

onde usaremos a dlgebra (a)dS; expandida como édlgebra de Lie.



Capitulo 2
Formas diferenciais, uma visao geral

Brevemente falando, para construirmos uma teoria de Chern-Simons nds precisamos das
chamadas formas de Chern-Simons, que designaremos por (), que nada mais sdo do que objetos
a partir dos quais podemos construir uma agdo que € invariante de gauge (a menos de termos de

borda). No caso da tridimensional essa acdo € dada por

S:/<A,dA+§A2>, (2.1)

onde A = A,dz" é uma 1-forma e, além disso € uma conexdo do tipo Yang-Mills. O simbolo
(,) denota uma forma quadrdtica invariante sob o grupo de calibre considerado (notagdes expli-

citadas mais a frente).

Numa teoria de Yang-Mills A faz o papel do potencial de gauge, ao qual estd associada
uma curvatura F' dada por F' = dA + A% No caso particular de uma teoria de gravitacdo onde
o grupo de calibre considerado € o gupo de Poincaré, o grupo deSitter ou o anti-de Sitter, as
componentes de A sdo a conexdo de spin w e o 3-bein e, F' seria a curvatura R e a agdo é

equivalente a acdo de Einstein-Hilbert [8]].

Para ja uma forma de Chern-Simons num espago D dimensional € uma D-forma, bastando
tomar sua integral para obtermos a referida acdo de Chern-Simons. Portanto para entender-
mos uma teoria de Chern-Simons, principalmente uma teoria de Chern-Simons voltada para a
gravitacdo, € necessario que entendamos bem o que sdo esses objetos, ditos formas diferenciais.

E € justamente nesse ambito que se baseia esse capitulo.
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2.1 O que sao formas diferenciais?

Antes de introduzirmos o conceito de formas diferenciais, devemos introduzir o conceito
de variedade, pois, de grosso modo, as formas diferenciais sdo objetos que sdo funcdes em
alguma determinada variedade. Mais precisamente, elas sdo elementos do espaco cotangente de
uma variedade. Para simplificarmos, daremos todas as definicdes num sistema de coordenadas

especifico, apesar destas independerem do sistema de coordenadas adotado.

Dizemos que o conjunto de pontos M € uma variedade diferencidvel de dimensdao D se
primeiramente, trata-se de um espaco topolégico. Além disso, para cada ponto P de M, existe
uma vizinhanga aberta U de P que pode ser mapeada até algum aberto de R”, de modo que

2 ..., 2") de R”. Este mapeamento

podemos representar U pelo sistema de coordenadas (2!, z
deve ser um homeomorfismo, ou seja, deve ser continuo e admitir um inverso também continuo.
Além disso, se tomarmos dois abertos U; e U, distintos em M que se intersectam, eles nos
levardo a dois abertos disjuntos de R”, portanto um mesmo ponto da variedade pertencente a
U, N U, pode ser descrito por dois sistemas de coordenadas diferentes em R”. Para termos uma
variedade a fun¢@o que relaciona estes dois sistemas de coordenadas deve ser de classe C™ e

sua inversa deve existir e ser também de classe C.

Consideremos agora uma curva p(t), t € I que passa num aberto U de M. As coordenadas

dessa curva sdo ' (p(t)), i = 1, ..., D. Consideremos também uma funcio f(p) : M — R” e
. - dx(p(t
definamos o operador diferencial X = X IF, onde X' = % A variagdo da func¢ao f
1»7,

ao longo da curva é dada por

< 1oty = 2 e

= Xf (2.2)

Nesse sentido consideramos o operador diferencial X como o vetor tangente da variedade
M no ponto p = p(ty), com ¢, agora fixo. Para cada curva diferencidvel que passa por p existe
um vetor tangente, de modo que podemos definir o espaco tangente de M/ em p como o espago
de todas as curvas tangentes ao ponto p, o qual denotaremos por 7,,(M ). Trata-se portanto de

um espago vetorial cuja base, em termos das coordenadas locais é

{a}, i=1,...,D 2.3)

dai

Podemos ainda definir um espaco vetorial que € dual ao espago tangente, chamado de espaco

cotangente, sendo denotado por 77 (M), onde a dualidade é definida a partir do produto interno
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(dmi, %) 5, (2.4)

Desse modo a base do espago cotangente é dada pelas diferenciais

{da'}, i=1,...,D (2.5)

Assim, um elemento qualquer de 7, (M), que chamamos de uma 1-forma é dado por

w = w;da’ (2.6)

com w; um tensor covariante cujas componentes podem ser vistas como as componentes da
referida forma (fazendo-se uma alusdo as componentes de um vetor que é expandido em termos

de seus vetores de base).

A fim de definirmos as formas de grau superior a 1 precisamos definir o produto das diferen-
ciais que formam a base de 77 (M). Chamamos de ”wedge”o produto tensorial completamente

antissimétrico entre estas diferenciais e o definimos da seguinte maneira: (FATOR 1/2)

dzt AN da” = —(dz" @ da¥ — dz” @ dzxt) (2.7)

1
2
onde o simbolo A foi usado para representar a operagdo wedge. Deste modo fica nitido que

dz* N dx” = —dx” A\ dz* e, consequentemente, dx* A dzx* = 0.

O produto wedge para mais de duas formas diferenciais é definido de maneira andloga

1
dz" Ndx" N .. AN datr = o (Z(—l)“(”)ﬂ(dx’“, dz"?, . .. ,dx“p)> (2.8)

™

onde 7 representa as permutagdes de dztt, dzt? | . .. dz"? e o(m) representa o grau da permutagio,
valendo +1 de for uma permutacdo par ou —1 se for uma permutagdo impar.
Feitas essas consideracdes, podemos definir finalmente o que s@o as formas diferenciais. De
. . D!
modo geral uma p-forma € um elemento do espago vetorial de dimensao ( ) =
p

(D —p)!
denotado por APL ( D é a dimensao da variedade) tendo o seguinte aspecto
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0—forma w=uw(x)

1 —forma w = w,(z)dz"

1

2 —forma w= Ewmm(x)dx“l A dxt?
1

p—forma  w = —wu ., (T)da" Adxt? AN dat (2.9)
p!

O termo 1/p! aparece na defini¢do a fim de ndo contarmos repetidas vezes duas ou mais bases
que sdo equivalentes (as bases dx"* Adx"? A. . .Adz!? e de"? Adx" N. . . A\dx"? sdo equivalentes,

apenas “apontando’para direcdes opostas uma vez que dz'? A da'' = —da" A dxt?).

Como o produto wedge € totalmente antissimétrico nos indices das diferenciais, temos entao
qQUE Wy, iy ..., TEPTESENtA UM tensor covariante totalmente antissimétrico. Além disso os coefici-

entes das formas sdo funcdes suaves da variedade considerada.

Note que nao podemos ter uma forma com grau maior que a dimensdo da variedade, pois a
base do espaco cotangente tem [ componentes, e como o produto das diferenciais € totalmente
antissimétrico, ndo podemos construir um objeto totalmente antissimétrico com um nimero de
indices superior a quantidade de elementos de base disponiveis. Algum indice haveria de se

repetir, levando portanto a w = 0.

Apesar do conceito de formas diferenciais ser bastante abstrato, estes objetos sdo muito
uteis e de certa forma, reproduz os resultados do célculo diferencial e integral, como serd visto
em alguns exemplos posteriormente. Nesse aspecto, se considerarmos um espago de dimensao
D = 3 teremos, analisando-se apenas as componentes, que uma 0-forma é um tensor de grau
(0,0), logo um escalar A©_ com somente uma componente. Uma 1-forma seria um vetor A" u
com 3 componentes, uma vez que estamos num espago tridimensional. Uma 2-forma seria
mas devido a antissimetria A® ,, = —A®

uma matriz A® tendo portanto apenas 3 ele-

o2 Vs

mentos independentes, logo 3 componentes. Por fim uma 3 forma seria um objeto A® wp de
3 indices inferiores completamente antissimétrico nesse trio de indices, tendo portanto apenas
uma componente ou elemento independente. Como nao é possivel se construiur um objeto com-
pletamente antissimétrico com mais de 3 indices num espago tridimensional, todas as formas

de grau maior que 3 sdo nulas.

De maneira geral, o nimero de “’vetores de base” independentes em (2.9), ou seja, o nimero
de produtos de diferenciais distintos, € igual a quantidade de conjuntos de p elementos distintos
que se pode formar com um total de D elementos. Em outras palavras, trata-se da quantidade de

maneiras de se combinar D elementos distintos tomados p a p. E importante que os elementos
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sejam distintos do contrdrio teriamos o produto de duas diferenciais iguais, o que devido a

antissimetria de A seria automaticamente 0. Portanto, a dimensdo de A”L € de fato dada por

D D!
dim APL = S — (2.10)
(p) p(D —p)!

como haviamos afirmado anteriormente.

A fim de mostrar posteriormente que de fato esse formalismo pode reproduzir o calculo
diferencial e integral consideremos o caso em que a variedade em questao € o espaco euclidiano
tridimensional Es. As 1-formas sdo entdo dadas por AV = a,dx + aydy + a.dz. Temos que
todas as 1-formas desse espaco tridimensional sio elementos de A'L. Por sua vez as 2-formas
sdo dadas por A = agydx N dy + ay.dy N\ dz + a..dz N dz, todas pertencendo ao espaco
A%L. Por fim, as 3-formas sdo dadas por AB) = Agy-dx A\ dy N dz. Devido a antissimetria
associada ao produto A, o espaco gerado pelas 3-formas tem dimensdo 1, sendo denotado por
AL. Como j4 mencionamos anteriormente, todas as formas de grau maior que a dimensio
do espaco considerado sdo nulas. Vale ressaltar que o coeficientes das formas dependem da

posicado do espaco onde se encontram (logo sdo funcdes de z, y, 2).

A partir desse momento, a fim tornar a notacdo mais sucinta, irei omitir os A’s que aparecem
entre as diferenciais, a menos que seja extremamente necessario ou elucidativo té€-los. Mas

devemos ter em mente que trata-se de um produto exterior completamente antissimétrico.

2.2 Operacoes com formas diferenciais

O leitor pode eventualmente estar se perguntando o porqué de se introduzir esse formalismo
abstrato e a utilidade do mesmo. Ao longo deste capitulo tentarei indicar alguns fatores que
levam a utilizacdo do mesmo, especialmente no contexto da gravitacdo. Para ja asseguro que
trata-se de um formalismo bastante poderoso e econdmico. Como exemplo consideremos as

seguintes operagdes que podemos fazer com as formas diferenciais.

2.2.1 Soma de formas diferenciais

Tal como podemos somar e subtrair vetores, podemos somar e subtrair formas diferenciais,
pois uma vez que estas fazem parte de um espaco vetorial, a soma ou subtracdo destas nos da

outro elemento do mesmo espago vetorial. Portanto, de forma esquematica
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S (APL) X (APL) — APL

1 1 1
<Ham_._updx“1 . dw“ﬁ) + (Hbm__updx’“ . d:v“P) = 2;cm_,_upda:’“ co.dzfr (2.11)

onde € facil ver que ¢, .., = ap,..p, + bpy..p,- Note que a soma de formas diferenciais sempre
relaciona dois elementos de um mesmo espago vetorial. Nao faz sentido por exemplo somarmos
uma 1-forma com uma 2-forma, uma vez que fazem parte de dois espacos vetoriais diferentes.
Seria analago ao fato de tentarmos por exemplo somar a um escalar um vetor. Contudo, ainda
€ sempre possivel multiplicar um escalar a um vetor, mesmo sendo de espagos distintos, o que

nos motiva a proxima operagao.

2.2.2 Produto de formas diferenciais

Partindo desse ponto de vista podemos estabelecer uma operacao entre formas pertecentes a
espacos diferentes. Podemos definir o produto de duas formas diferenciais por meio do produto
A. Dessa maneira, se A® é uma p-forma e B ¢ uma g-forma, entdo Ota) — AP A B ¢

uma (p + ¢)-forma, de tal modo que

A (APL) X (AL) — AP,
1 1 1

(ﬁam_”%dx’“ c dl’ﬂp) A\ (abulm,/pdfﬂyl e dl’yq> = mcpl--.pm-qupl ... dxPrra (2.12)

onde c,,. € a antissimetrizagdo de a,, . ,,b

Pp+q Pp+1---Pp+q*

Pode-se mostrar que o produto exterior de formas diferenciais € distributivo e associativo,
contudo nem sempre € comutativo. Dadas as formas A, B e C' elas obedecem a

1. AN(B4+C)=AANB+ ANC,com B e C formas de mesmo grau

2. AN(BANC)=(AANB)ANC

3. ANB=(—1)""B A A, com pe qos graus de A e B respectivamente.

Portanto, se uma das formas for de grau par elas comutam. Contudo se ambas forem de grau

impar elas anticomutam.

No caso tridimensional, por exemplo, se considerarmos as formas A = ardrt + asdx® +
asdz®, B = byda' + byda? + byda® e C = crda?da® + codrdda’ + csdx'da? o produto exterior
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de AN B = (agbs — asbo)dz’dx® + (asby — arbs)dz®dx’ 4 (a1by — agby)dx'dz? e o produto
de ANC = (a1c1 + ages + a303)dm1dx2dx3. Logo € notdvel que o produto exterior de duas
1-formas corresponde ao produto vetorial usual, enquanto o produto exterior de uma 1-forma
com uma 2-forma corresponde ao produto escalar. Portanto podemos dizer que os produtos

escalar e vetorial no caso tridimensional estdo contidos na operacao A.

2.2.3 A derivada exterior

Em geral uma forma diferencial, e portanto os coeficientes que acompanham seus vetores
de base, sdo fun¢des numa variedade M. Podemos portanto levantar a seguinte questdao: como
estas quantidades variam no espaco onde se encontram? De forma similar a derivada de uma
fun¢do, ndés podemos introduzir a derivada de uma forma diferencial, chamada de derivada
exterior e representada simplesmente pelo simbolo d. Operacionalmente ela tem a seguinte

representacao

0
d = —dx"* 2.13
oxH @.13)
sendo que a derivada parcial atua nos coeficientes que acompanham as diferenciais das formas,
a0 mesmo tempo em que estas dltimas sdo multiplicadas por dz”. Portanto se A®) é uma

p-forma, entdo dA® é uma (p + 1)-forma. Dessa maneira,

d:APL — APT'L
10
= H@am-w

onde coloquei a dependéncia explicita em x para deixar claro que a forma é uma funcdo na

dA®) (z)dazHda - - - dxt (2.14)
variedade que estamos considerando.

Para elucidar um pouco esta operagao e para mostrar quao poderoso € esse operador d, con-

sideremos novamente o caso de um espaco tridimensional, onde temos como possiveis formas

AO = ¢

AW = q,dz + a,dy + a,dz

A® = Qgydx dy + a,.dy dz + a,,dz dx
AB) = Qgy-dz dy dz

A atuacdo de d nas formas ir4 nos retornar
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Oa da Oa
o) _ % g g
dA 8xd$+ 3 dy + azdz
da da Oa Oda da Oa
AW _ (9% 9 = Oy z _ 08
d (&U a)ald +<(‘9y 8)dd +(8 ax>dzd3:

Assim, o operador d nos retorna o gradiente, o rotacional e o divergente consoante atua
numa O-forma, 1-forma ou 2-forma respectivamente, de modo que podemos dizer que estes
trés operadores estdo contidos no operador derivada exterior. Portanto a derivada exterior € um

operador muito mais geral que estes operadores diferenciais tdo importantes para nos. E]

Podemos citar ainda duas propriedades importantes de d. A primeira é que a derivada ex-
terior do produto (wedge) de duas formas obedece a regra de Leibniz graduada: se A é uma

p-forma e B uma ¢-forma, entio

d(A(p)B(q)) - (dA(p))B(Q) + (—1)7’A(p)dB(‘I). (2.15)

Dizemos que se uma operagdo de derivada carrega esse sinal (—1)” no segundo termo da regra
de Leibniz, ela € chamada de antiderivada. Assim a propriedade anterior também € conhecida

como regra de antiderivagao.

A segunda notédvel identidade, e muito usual no célculo exterior, € a nilpodéncia do operador
d, ou seja, d> =0, independente do grau da forma em que atua. Isso € facil de se verificar devido

a antissimetria do produto entre as diferenciais. Ora, aplicando d novamente a (2.14) teremos

w_ 1 0 0

= —————ay,..
p! Oxo Ozv MY

uma vez que as derivadas parciais sdo simétricas no par o,v e o produto wedge dx’dz” é

d*A (z)dz?dx¥dx? - - - dz'r = 0, (2.16)

antissimétrico.

2.2.4 A derivada interior

Vimos que a derivada exterior, operacionalmente falando, introduz uma diferencial a base

da forma que atua, levando uma p-forma a uma (p+ 1)-forma. A operagdo chamada de derivada

'dA®) = 0 pois é uma 4-forma num espaco de dimenséo 3
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interior percorre o sentido contrério. Ela leva uma (p + 1)-forma a uma p-forma. Desse modo,
em termos operacionais, o que esta operacdo faz € contrair um dos indices da forma em que
atua via a multiplicacdo por um campo vetorial do espaco tangente. Assim, se w € APL ¢é
uma p-forma e X € T'(M) um campo vetorial, a operacio derivada interior, denotada por ix é
definida por

ix i APL — AP7UL

1) ix ¢ uma antiderivada
2)  ixf=0
3)  ixdzt = X", (2.17)

onde f representa alguma funcao.

Aplicando a derivada interior seguindo essas propriedades a uma 1-forma, o que obtemos é

ixw = w, X" =w(X), (2.18)
sendo w(X) o que chamamos de uma 1-forma calculada num campo vetorial, de modo que

0
w(X) = wudx“X”% = w, X ", = w, X"

Aplicando iy agora a uma 2-forma temos (o sinal de menos aparece devido ix ser uma

antiderivada)

1
ixw = g (XPde” — i X*). (2.19)

Por fim, podemos generalizar a derivada interior para uma p-forma, de modo que

4 1
sz——'Z Wy AT X dh

= X"w, B2 datr. 2.2
=1 Wiy, AT dx (2.20)

2.2.5 A derivada de Lie

Um conceito muito importante para a gravitacdo sao as transformacgdes gerais de coordena-

das, chamadas de difeomorfismos. Veremos nesta secao que no formalismo das formas diferen-
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ciais o conceito de difeomorfismo € equivalente a derivada de Lie das formas diferenciais, de
modo que nao necessitamos introduzir uma conexao afim para que as formas se transformem

de forma covariante.

Sabemos da relatividade geral que um campo vetorial em alguma variedade M descreve um
fluxo nessa variedade. Desse modo, consideremos a curva \(x, t) que passa por x num tempo
t definida por um campo vetorial X do espaco tangente de modo que X € o vetor tangente a
curva. Se considerarmos um outro campo vetorial Y, podemos nos perguntar como ele varia ao
longo do fluxo A(z, t) devido a X. Contudo, isso implica em comparar o campo Y (), que estd
inicialmente num ponto x, sendo portanto um elemento do espaco tangente definido naquele
ponto, denotado por exemplo por T},(M ), com 0 mesmo campo Y (') num ponto x’ distinto de

x, sendo portanto um elemento de 7,/ (M ).

A maneira usual de fazer isto é arrastar Y (') até z, subtrair ambas as quantidades e dividi-
las por ¢, no limite em que ¢ tende a 0. A fim de ndo tomar muito o tempo do leitor com cédlculos
apresentarei apenas o resultado final de todo esse processo. A derivada de Lie de um campo

vetorial Y ao longo de X €

LxY =[X,Y]. 2.21)
com
(X, Y] =[X,Y]" 0
) - 9 axlja
v 0 v 0 v
sendo [X, Y] = XM@Y —YM@X .

Procedendo de maneira andloga podemos calcular a derivada de Lie de uma forma dife-
rencial. Se w(z) € AP(M) é uma forma, para compararmos como esta muda em dois pontos
préximos z € x’ ao longo do fluxo A\(x,t), precisamos arrastar w(z’) até x, subtrair ambas as
quantidades e dividir o resultado por ¢ no limite em que este tende a zero. Novamente apresen-
tarei apenas o resultado final desse processo. Assim a derivada de Lie de uma p-forma ao longo

do fluxo do campo vetorial X é dada por

Lxw = (ixd+ dix)w, (2.22)

onde ¢x € a derivada interior com respeito ao campo vetorial X e d € a derivada exterior. Note
que enquanto uma diminui um grau da forma, a outra aumenta, de modo que a derivada de Lie

de uma p-forma qualquer é um mapa Lx : A’L — APL.

Nesse formalismo, as derivadas de Lie s@o equivalentes a transformagdes gerais de coorde-
nadas, ou seja, a difeomorfismos. Como exemplo tomemos a derivada de Lie de uma 0-forma.

Temos que
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ﬁXqZS = (lxd + dl)()gb = Zxd¢ = zX((‘)qudx“) = X'uaugb, (223)

que € a transformacdo geral de coordenadas de um escalar. Para uma 1-forma

Lx(Audat) = ix (dA,dx") + d(A,X")
= 0,A, X da" — 0,A,dx" X" + 9, A,da” X" + A,0,X"dx"
= da"(X 8,A, + 0, X" A,). (2.24)

O termo entre parenteses € exatamente um difeomorfismo de A, na diregido do campo X, po-

dendo ser representado por dx A,,.

Procedendo da mesma maneira para uma p-forma podemos mostrar que

1

Lxw, = —'(5qu1,“%)61$“1 coodxtr. (2.25)

Logo concluimos que a derivada de Lie é equivalenie a um difeomorfismo.

Agora, no contexto da relatividade geral, as derivadas parciais de um tensor sdo substituidas
pelas derivadas covariantes do mesmo tensor, de modo que o objeto que estamos calculando a
derivada se transforme como um tensor. Para isso introduzimos uma conexao dada pelo simbolo

de Christoffel, que basicamente sdo definidos em termos das derivadas da métrica.

Contudo, no formalismo das formas diferenciais, fomos capazes de definir uma derivada de
tal modo que a derivada de Lie € equivalente a uma transformacao geral de coordenadas, sendo
que w e dw se transformam de modo covariante. Logo ndo ha a necessidade nesse formalismo
de introduzirmos nenhuma conexao e, nao o fazendo, ndo fazemos meng¢do alguma a métrica.
Note que essa propriedade carrega uma informacao fisica muito valiosa. A distancia entre os
pontos do espaco ndo € relevante nesse contexto do célculo exterior. Tudo se passa como se
nao houvesse ideia de distancias. Portanto, as propriedades do sistema dependem apenas de

aspectos topoldgicos do espago-tempo, ou mais precisdamente, da topologia da variedade.

2.2.6 Integracao de formas diferenciais

Uma vez que mostramos ser possivel definir a derivada de uma forma diferencial € natural
imaginar que também possamos definir sua integral. De fato ja vimos que uma acdo de Chern-
Simons € uma integral de uma forma diferencial, tal como mostra a equagao (2.1). A eventual

questdo portanto € como definir essa operacgao.
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Sabemos que no célculo quando queremos realizar alguma integral sempre temos associ-
ada a funcdo a qual queremos integrar uma medida de integracao, que € dada justamente por
diferenciais. O que fazemos basicamente € multiplicar a fung¢do, escalar ou vetorial, a esta me-
dida de integracao e tomar o operador integral. Agora devemos nos lembrar que os “’vetores de
base”das formas diferenciais sdo diferenciais, e por esse motivo suas componentes ja carregam

consigo essa medida de integracdo. Desse modo a expressao

/ AP (2.26)
2p

onde a integral se dd num subespago p-dimensional X, pode ser definida sem a necessidade de
se multiplicar A®”) por nenhuma diferencial. Portanto podemos dizer que hd um acoplamento
muito natural entre p-formas e variedades orientadas de dimensdao p, uma vez que podemos

integrar p-formas nesses espacgos da seguinte maneira

/EPCM AP = ]% Ay d? N\ Ndatr = 1% . Ay e dt - da, (2.27)
sendo que a integral se d4 num subespaco p-dimensional >, da variedade )/, também de di-
mensdo p. O lado direito € a usual integral de Lebesgue em R” e as diferenciais que ali aparecem
ndo sdo formas, e sim diferenciais usuais (por isso ndo ha A’s do lado direito), constituindo por-
tanto um volume de integracdo. O tensor de Levi-Civita que aparece na definicdo d4 conta da

antissimetria do produto wedge, sendo dado por

1, para permutagdes pares dos indices
oy = —1, para permutagdes impares dos indices . (2.28)
0, se apresentar indices repetidos

Um fato importante, € que mais uma vez mostra o poder desse formalismo, é que podemos
relacionar a integral de uma (p — 1)-forma A € AP~ calculada na fronteira de uma variedade
M p-dimensional com a integral da derivada exterior da forma calculada em toda a variedade,
uma vez que a derivada exterior leva uma (p — 1)-forma até uma p-forma. Essa relagdo é o

teorema de Stokes para formas diferenciais e é dada por

/dA:/ A. (2.29)
M oM

A partir desta relagdo, no caso em que a variedade considerada € o espago euclidiano Fjs,

nds podemos obter a versdao mais familiar do teorema de Stokes no caso do calculo integral,
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o teorema da divergéncia e o teorema fundamental do célculo, mostrando mais uma vez que
o cdlculo exterior € mais abrangente do que o cédlculo diferencial e integral ao qual estamos

acostumados, tendo este ultimo como um caso particular.

1
/A(p) - H/AMMQ"'Mnglmm“pdpxa (230)

sendo £"1#2Hr o tensor de Levi-Civita p-dimensional.

2.3 Formas fechadas, formas exatas e Lema de Poincaré

Na secdo onde falaremos de formas de Chern-Simons, serd mostrado a importancia destas
teorias para a fisica. Mas para isso € necessario entendermos o lema de Poincaré algébrico, o

que nos leva a dois conceitos chaves: o de formas fechadas e o de formas exatas.

Considere o conjunto de todas as p-formas AP pertencentes a AP L de alguma variedade
M tais que dA®P) = 0. A essas formas cuja derivada exterior é nula damos o nome de formas
fechadas. Agora, tal como antes, considere o conjunto de todas as p-formas B (») pertencentes a
APL de alguma veriedade M, mas desta vez considere que existe alguma (p — 1)-forma C'®?~1)
tal que B = dC™Y_ Essas formas que podem ser escritas como a derivada exterior de

alguma outra forma damos o nome de formas exatas.

Note que todas as formas exatas sdo necessariamente fechadas, pois dB?) = ¢*?C?~1 = 0

devido a nilpodéncia do operador d.

Além destas definicdes temos um importante resultado muito ttil quando estudamos as for-
mas de Chern-Simons, chamado de Lema de Poincaré algébrico. Basicamente ele admite que
temos uma familia de p-formas A’ e uma familia de (p + 1)-formas dA’ onde A’ possui um
grau fmpar e dA’ um grau par, e um mapa linear que chamaremos de d tal que d(A’) = dA’,
d(dA") = 0 e d obedece a féormula de Leibniz graduada. Portanto, podemos construir um
polindmio P(A’,dA") com A’ e dA” que seja fungdo destas grandezas. O lema reza que, se
dP = 0, entdio existe um polindmio Q(A’, dA") tal que P = dQ.

Assim, é natural identificarmos d com a derivada exterior que definimos nesse capitulo, uma
vez que esta apresenta as propriedades exigidas pelo lema. Como mostraremos futuramente, as
teorias de Chern-Simons sdo construidas em cima de polindmios deste tipo, que levam via
o lema de Poincaré algébrico a acdes de extrema importancia para fisica, especialmente no

contexto da gravitacdo, conforme mostraremos no capitulo 4.
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Capitulo 3

Grupos, algebras e expansoes de algebras

3.1 O conceito de grupo

Na fisica estamos constantemente interessados em quantidades que se conservam, pois as
leis de conservacdo sao bastante tteis e nos ajudam a resolver diversos problemas. Pelo teorema
de Noether, conseguimos relacionar tais quantidades com o conceito de simetria. Basicamente

ele diz que, dado um sistema descrito por uma lagrangeana L(q, ¢, t), podemos construir uma
acdo S = / L(q,q,t)dt. Se S for invariante sob um conjunto de transformag¢des de campos ou

de coordenadas, entdo o Lagrangeano define um conjunto de invariantes dinamicos. Assim, a

invariancia da acao (simetria) estd intimamente ligada as quantidades conservadas.

Chamamos de simetrias externas aquelas ligadas as transformacdes de coordenadas, como €
o caso da simetria temporal, que estd associada a conservacao de energia, da simetria espacial,
relacionada a conservacdo do momento linear e da simetria de rotacdo, ligada a conservagao
do momento angular, dentre outros exemplos. Por outro lado, chamamos simetrias internas as
simetrias que ocorrem devido a transformacdes sob os campos, como € o caso da simetria de

gauge.

Nesse contexto, o conceito de grupo € importante para estudarmos essas invariancias medi-
ante determinadas transformagdes. Para entendermos isso € bom elucidarmos com um exemplo.
Tomemos o grupo de rotagdes no espaco euclidiano bidimensional. Imagine que descrevemos
todos os objetos de nosso interesse num determinado sistema de coordenadas. Porém queremos
ver como esses objetos sdo descritos num segundo sistema de coordenadas rotacionado de um
angulo # em relagdo ao primeiro. Suponha que no primeiro sistema o objeto seja representado
por um vetor v, enquanto no segundo por um vetor v’. Sabemos que v’ relaciona-se com v

através da matriz de rotagdo R dada por
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cosf sind

—sinf cosf
de modo que v' = Ruv.

Suponha que tenhamos uma particula a se mover no espaco, livre de qualquer potencial. A

lagrangeana do ponto de vista do primeiro referencial € portanto L = §mv2, com v represen-

tando o vetor velocidade. Do ponto de vista do segundo referencial, L' = §mv’ 2. Contudo
v'2 = v"RTRv = v?, onde usei o fato de que RRT = RTR = I. Logo a acdo é invariante
sob essas tranformacgdes que definem rotagdes. Assim hd uma grandeza associada a essa in-
variancia, que podemos verificar explicitamente ser 0 momento angular, como € de se esperar,

uma vez que € uma particula livre classica.

Dessa forma, as quantidades conservadas em fisica estdo relacionadas a transformagdes que

deixam invariante a acdo, que por sua vez estdo relacionadas com a ideia de um grupo.

Matematicamente precisamos de dois elementos para definir um grupo: um conjunto G e
uma operacio %, que a cada dois elementos x e y de G associa um terceiro elemento z = x * y

também pertencente a (.

Para que GG defina um grupo, ele deve satisfazer a 4 condicdes:

1) Fechamento: Se x,y € G,entdo z = xxy € G

2) Associatividade: Dados trés elementos x, y, z de G, eles devem satisfazer a (x x y) x z =
x* (Y 2)

3) Existéncia da identidade: Existe e € G'tal que paratodoxr € G, xxe =exx =2

4) Existéncia de inverso: Para todo = de G existe ' em G de modo que z*z ™+ = o~ ' xx =

Como exemplo podemos citar o grupo das matrizes quadradas de dimensao n ortogonais
e de determinante +1. Essa condi¢do de se ter det = +1 chamamos de especial, e por isso
denominamos esse grupo de SO(n). || Tal como vimos anteriormente o grupo de rotagdes
bidimensional pode ser representado pelo grupo de matrizes SO(2), uma vez que este atende a

todos os requisitos matematicos para ser um grupo.

Outros exemplos importantes para a fisica sdo os grupos O(n), que é o grupo das matrizes
reais ortogonais de dimensdo n, U(n), que seria o grupo das matrizes complexas unitarias de

dimensédo n, SU(n), que é o grupo de matrizes complexas unitéarias de dimensdo n e det = +1,

A letra S vem da palavra em Inglés special.
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Sp(n), que trata-se do grupo de matrizes simpléticas de dimensao n, SO(1, 3), que é o grupo

de Lorentz, P!, que é o grupo de Poincaré, dentre outros.

Aos grupos que além das condicdes anteriores atendem ao fato de que x*y = y*x chamamos

de grupos abelianos.

3.2 Grupos de Lie e algebras de Lie

Dois conceitos usualmente importantes para a fisica sdo os grupos e algebras de Lie. Uma

algebra g de elementos a, b, ¢, . . . € dita de Lie se as seguintes propriedades acontecem:

e E um espaco vetorial real. Se a,b € g e a, § € R, entdo aa + (b € g.

e Temos um produto antissimétrico denotado por [a, b] tal que se a,b € g entdo [a,b] =
_[ba Cl] €y

e O produto assim definido obedece a identidade de Jacobi para quaisquer trés elementos de

g,ouseja, sea,b,ceg

[a, [b, c]] + [c, [a, b]] + [b,[c,a]] =0 3.1

Tal como em um espaco vetorial nés podemos escrever os elementos do espago como uma
combinacao linear dos chamados vetores de base, os elementos de uma dlgebra de Lie podem
ser escritos como a combinacao linear de elementos especificos dessa dlgebra. Desse modo, se
g € uma dlgebra de Lie de base M ,, um elemento genérico u dessa dlgebra pode ser escrito da

seguinte forma

u = A\"M,. (3.2)

Logo uma combinagdo linear dos M,, sendo os \,s os elementos que parametrizam u (na

analogia ao caso vetorial 0s \,s seriam as componentes de « na base M,).

Um grupo de Lie GG é uma estrutura matematica que abrange outras trés classes de estruturas.
Primeiramente, como o préprio nome indica, trata-se de um grupo, satisfazendo portanto os
axiomas de grupo e possuindo as propriedades derivadas dessa classe. Além disso os elementos
deste grupo formam um espaco topoldgico. Por fim eles constituem uma variedade analitica, de
modo que ele pode ser localmente especificado por um nimero especifico de parametros igual

a dimensao da variedade.

Como o proprio nome indica existe uma relagdo intima entres os grupos e algebras de Lie.
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De fato, a todo grupo de Lie G existe uma algebra de Lie g, de mesma dimensao. Essa conexao

entre dlgebras de Lie e grupos de Lie € dada pelo seguinte mapa exponencialﬂ

A= M (33)

onde A € um elemento do grupo de Lie e \“ M, é um elemento genérico da associada dlgebra.
Note portanto que todo elemento da dlgebra de Lie pode ser mapeado em algum elemento
do grupo de Lie, contudo vale frisar que o oposto ndo € necessariamente verdade. Nem todo

elemento de um grupo de Lie pode ser mapeado num elemento da respectiva algebra.

Dito isto, o produto de Lie dentre quaisquer dois geradores ¢ uma combinagdo linear dos

geradores de G, de modo que

[Ma, Mp] = fap®Mc (3.4)

onde f45° sdo as chamadas constantes de estrutura do grupo, que caracterizam completamente
a estrutura local de G. Calculando os colchetes na identidade de Jacobi somos induzidos ime-

diatamente a seguinte relagdo entre as constantes de estrutura

fec” far™ + fap” for" + foa® fee" = 0. (3.5)

Um importante conceito para a constru¢do dos chamados tensores invariantes, importantes
na constru¢do de uma teoria de Chern-Simons € o de representacao adjunta de uma algebra de

Lie G. Se para todo a € g existe uma matriz d X d representada por I'(a) tal que
e Paratodo a,b € g e «, 5 escalares, I'(aa + 5b) = al'(a) + BT'(b) e
e Para todo a,b € g, I'([a,b]) = T'(a)I'(b),

entdo essas matrizes formam uma representacao d-dimensional de g.

Se I'(a) é definida de modo que

['(a) = ad(a) = [a, M,], (3.6)

com M, um elemento da dlgebra, chamamos essa representacdo especial de representacao ad-
junta da algebra de Lie G.

Portanto, podemos definir a representacdo adjunta da seguinte forma: Se M € um elemento

da dlgebra de Lie G, a representacdo adjunta € um M — ad,,, atuando em qualquer elemento a

2Quando trata-se de uma matriz o mapa exponencial é dado por uma expansio em série de Taylor do respectivo
argumento.
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de Lie G como ady/(a) = [a, M].

3.3 Um exemplo importante: o grupo (A)dS;

Antes de construirmos qualquer grupo de simetria devemos ter em mente qual espaco esta-
mos trabalhando e qual sua dimensdo. Num contexto classico esta de certa forma imbutido que
estamos a considerar o espago euclidiano real, que nos leva a grupos como O(n), ou 0 espaco
complexo, que pode nos levar a U(n). Num contexto relativistico ¢ importante tomarmos conta

que o espaco em questdo € o espago de Minkowski.

Quando falamos porém em relatividade geral, o espaco trata-se de uma variedade, nao
necessariamente minkowskiana. A fim de que seja vdlido o principio de equivaléncia, deve-
mos exigir que em cada ponto do espaco haja invariancia de Lorentz. Uma vez que a va-
riedade nao € necessariamente plana, isto implica em considerarmos que em cada ponto P,
de coordenadas x = x*, da variedade, consideramos um plano tangente 7p (M) que é local-
mente minkowskiano, portanto podemos definir nesse ponto um sistema inercial de coordena-
das X7 (x),I =0,...,3 onde valem as transformagdes de Lorentz, onde os X I's30 coordenadas
cartesianas de 7p. Desse modo estamos a simular a variedade na vizinhanca de P. A nao line-
aridade do movimento indica a presenga de um campo gravitacional, de modo que faz sentido

definir a grandeza

B )¢
 Oxm

chamada de vielbein, como o campo de gravitacdo no ponto .

e,()

(3.7)

Como Tp(x) é um espago de Minkowski local, de métrica n;; = diag(—1,1,1,1), com o

intervalo invariante

ds? = nydXtdX7, (3.8)

ele induz uma métrica g, em M através de ei(m). Logo temos

ds® = g, (x)datdz”, (3.9)

com g,,,, a métrica do espago-tempo dada por

g (@) = el (x)nrse) (x). (3.10)
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Fazendo-se uma transformacgdo de Lorentz, o vielbein transforma-se da seguinte maneira

el (x) = M (z)el (J) (3.11)

"

onde A(z) é a transformacdo que deixa a métrica 1);; do espago tangente invariante. Portanto,

A(z) é tal que

ATnA =1 (3.12)

No formalismo que desenvolvemos neste trabalho, ndo usamos o grupo de Lorentz SO(1, 3)
como grupo de gauge, mas sim uma extensdo deste. Neste contexto trés casos t€ém particu-
lar importancia: o grupo de Poincaré 1SO(1,3) (também denotado por P*%), que acrescenta
translagdes espaco-temporais ao grupo de Lorentz, num contexto onde temos a constante cos-
moldgica A = 0 EI ou os grupos de de Sitter ou anti-de Sitter, onde temos A > 0e A < 0

respectivamente.

As transformagdes de gauge para a gravitagdo em 50 serdo aquelas que, de forma analoga
ao grupo de Lorentz, deixam a métrica 7);; invariante. A diferenca agora € que estaremos a usar
extensdes do grupo de Lorentz (que em 5D € o grupo SO(1,4)), de modo que 7;; ndo possui
apenas 5 entradas, mas sim 6, uma vez que 0s grupos mais naturais de serem usados que contém
o grupo SO(1,4) como subgrupo sdo os grupos SO(1,5), SO(2,4) ou até mesmo ISO(1,4).
Portanto a métrica agora deixa de ser a métrica do espago tangente e passa a ser a métrica de um
espaco interno associado a cada ponto da variedade (fibrado). Assim, as matrizes envolvidas
sdo matrizes 6 x 6. O caso onde 7);; tem 1 entrada com sinal —1 correspondente a dimensao
temporal e as demais cinco entradas correspondentes as dimensdes espaciais com entrada +1,
chamamos de grupo de de Sitter, ou simplesmente SO(1, 5), ou ainda d.S;. Ja o caso em que 7
tem 2 entradas com sinal —1, correspondentes novamente a dimensoes temporais, € as quatro
entradas restantes +1 damos o nome grupo de anti-de Sitter, ou SO(2,4), ou também AdSs.

Usualmente representamos ambos os grupos pelo simbolo (A)dS5, sendo a métrica dada por

n =diag (—1,1,1,1,1, s) (3.13)

Temos que a entrada 0 refere-se ao tempo, as entradas 1, 2, 3, 4 referem-se ao espaco € a entrada
5, s = 0,£1 é um suplementar, que define o grupo como sendo Poincaré, para s = 0, de Sitter,

para s = 1 e anti-de Sitter para s = —1.

3ndo confunda a notagdo usada para a constante cosmolégica com a matriz que representa as transformagoes de

Lorentz. Apesar de terem a mesma simbologia elas possuem significado completamente diferentes. Ficara claro
qual € qual pelo contexto, ndo sendo portanto necessario usar uma notacao diferente para ambas
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A préxima questdao a se fazer é: dada a lei de formacgdo do grupo, qual a correspondente
algebra? O grupo (A)dSs trata-se de um grupo de Lie, portanto a dlgebra associada é chamada
de édlgebra de Lie GG, e a representaremos por (a)dss. Se A é um elemento genérico do grupo,

temos que sua transformacao infinitesimal é

A=T+M = AN =1+ M7, (3.14)

onde estamos a considerar apenas os termos lineares em ). Dizemos que os M sdo os geradores
de (A)dSs. Logo, substituindo em (3.12)), ficamos com

(I + M"n(I+ M) =n, (3.15)

o que nos da

(MM)" = —nM = M = —Mg;. (3.16)

Portanto, nM deve ser uma matriz antissimétrica. Como estamos a considerar matrizes
6 x 6 temos um total de 15 elementos independentes. Logo toda matriz M poderd ser escrita
como uma combinacao linear de 15 matrizes antissimétricas independentes. Portanto, podemos

escolher 15 elementos 7" que sdo uma base de (a)dss, definidos por:

(TYNMpg = =6 6 + 0p 6y (3.17)

onde os indices M N referem-se ao nimero da matriz e P() as componentes da associada matriz.
Por exemplo, (T12) pq seria a matriz 12, ou seja, a matriz antissimétrica cujos unicos elementos
diferentes de 0 sdo a2 = —aq; = 1. (Tlg) po seria a matriz 13, ou seja, a matriz antissimétrica

cujos tnicos elementos diferentes de 0 sdo a;3 = —a3; = 1, e assim por diante.

Esta é a base da dlgebra de Lie associada ao grupo (A)dSs. A esta dlgebra damos o nome

de (a)dSs. Calculando os comutadores obtemos

(Myn, Mpgl = Myping — Mugnne — Mypnvg + Myonue, (3.18)

0 que nos leva as seguintes constantes de estrutura

1
Farwp@™ = S{mup (080G — In05) + 1ne(93i0p — 030p) + nen (3g03, — 609

+nou (650x — 0p0N)}. (3.19)
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Substituindo essas constantes de estrutura em (3.5) verificamos que de fato a igualdade de
Jacobi para as constantes de estrutura obtidas acontece. Nesse caso, os indices A, B, C' de (3.5))
sdo indices coletivos e devem ser identificados como A = M N, B = PQ, C' = RS.

3.4 A expansao S

Suponha que conhecemos uma algebra de ¢ = Lie G com base {74} e constantes de estru-

tura dadas por fa 5C. Entdo os comutadores sdo

(T4, Tp) = fap“Tc. (3.20)

Agora, dado um semigrupo abeliano S = {\,}, com a = 0,1, ..., n, nés podemos mostrar
que o produto direto S x g € outra dlgebra de Lie, chamada algebra S-expandida de g, com base
Taa = AoT4. [11] [12] Basicamente definimos um produto entre todos os elementos de base
de g com cada um dos elementos de S. Desse modo obtemos uma dlgebra mais ampla que g,

sendo que esta pode ser vista como uma subdlgebra de S x g.

O produto de Lie, é definido de modo que

[TAomTB,B] = [)\(XTA7 )\ﬁTB] = )\a)\B[TAa TB] - Kaﬁ’yfABC)\'yTC (321)

onde a quantidade K,3” chamamos de 2-seletor, sendo dado por

Kag" = Ldads = Ay (3.22)
0, caso contrario

Da relagao (3.21) fica claro que as constantes de estrutura dessa dlgebra expandida sdo

faa,85"" = Kag" fa5©. (3.23)

E nitido que a combinacdo linear de dois elementos de S X ¢ ainda pertence a S' X g, bem
como seu comutador. Menos nitido € o fato de que a identidade de Jacobi realmente acontece.

Calculando os colchetes do lado esquerdo de (3.1)) somos levados a

(K, Kos® frc” fap" + Kag® Ko  fas” for® + Koo' Kas® foa® fee") Tr: (3.24)
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De acordo com a definicao de seletor vemos que o produto K /37‘5[( as” = 1se Ag A\, = A,

o que nos induz a defini¢do do tri-seletor

Kop,® = { L Aadsdy = A (3.25)
afy — 0 (e :
, €aso contrario

de modo a deixar claro que K,5," = K, 5751(&55.

Como o semigrupo € abeliano, ndo importa a ordem dos A, pois teremos sempre 0 mesmo

tri-seletor, de modo que obtemos como resultado que

Kops (fc® fap" + fag” for" + foa® fer™)Tre =0, (3.26)

devido a relagdo (3.5), verificando assim a identidade de Jacobi. Como conclusdo temos que

S x g é de fato uma algebra de Lie.

Como exemplo podemos tomar o caso de interesse particular onde g = (a)dS; e S = Z5 =

{Ao, A1} é um grupo abeliano com a tabela de multiplicagdo

ZQ ‘ )\0 )\1
X | Ao M
At | AL Ao

Seja B = Z5 x (a)dSs. Os geradores e as constantes de estrutura sdo portanto T, yn =

ATy € frinvaros™ ! = Kag? furn.po™, com Tary € fan.po™ dados por (3.17) e (3.19).
Note que M, N,...=0,1,...,bea,5,...=0,1.

Portanto passamos a ter uma dlgebra com o dobro de geradores. Isto implica o dobro de
campos na teoria. A teoria de gravitacdo de Chern-Simons em 5D que usa o grupo de Lorentz
como grupo associado, ou extensdes deste como Poincaré e (A)dSs5, de modo que os campos da
teoria sao campos de gravitacdo. Uma vez que usamos uma algebra expandida passamos a ter
mais campos na teoria, campos estes que interagem com os campos de gravitacao. Isso nos faz
interpretar esses novos campos como uma possibilidade de se introduzir a matéria nas teorias

de gravitacdo.

Vamos mostrar posteriormente que as teorias de Chern-Simons para a gravitacdo em 5D
com o grupo de calibre (A)dS; leva a uma ag¢do que € a soma da agdo de Einstein-Hilbert,
da acdo com termo devido a constante cosmoldgica e um termo quadrético na curvatura R,
conhecido como termo de Gauss-Bonnet. Nesse contexto as componentes da conexdo A sdo os

campos de gravitacao no formalismo chamado de formalismo de primeira ordem.
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3.5 Areducao H

Inspirados na se¢do anterior tomemos o semigrupo S como sendo o grupo ciclico de 2n

elementos Zs, = {Ao, ..., A2n—1}. Como vimos na se¢@o anterior o produto Z, X (a)dS; é
uma dlgebra de Lie. Se impormos a condi¢@o sobre os geradores de que T4 4n, = —1'4 o, COM
a = 0,...,n — 1, obteremos novamente uma nova algebra de Lie, dessa vez com a metade

dos geradores de Z,, x (a)dSs. Esta condigdo sobre os geradores € equivalente a se impor a
condi¢do de que \,., = —A\, sobre os elementos do subgrupo. Esta condi¢do é chamada na

literatura como condi¢do H e portanto denotamos essa nova dlgebra por (Zs, X (a)dSs) . [11]

Podemos calcular os comutadores dos geradores da maneira abaixo (o indice I" abaixo repre-
senta uma soma implicita sobre todos os geradores do grupo, logo I' = 0, ..., 2n — 1, enquanto

o indice y € uma soma implicitacom vy =0,...,n — 1):

[Taa Ts) = faa,ps”" Tor

= Kog' fas“Ter

= Kog" fap Ty + Kag" " fas T n

= (Kag" = Kap"™) fas“Tcy

= KZﬁfABCTny (3.27)

onde nés definimos K,5" = K.3" — K.5""". Logo, é claro que as constantes de estrutura sio

Sy

fMNa,PQBR KaﬁvfMMPQRS

Como exemplo tomemos novamente g = (a)dSs e S o semigrupo Z, = {Ao, A1, A2, A3},

com a seguinte tabela de multiplicagdo:

Zy | Ao A A A
A Ao A A A
At A A As Ao
Az | Az Az Ao A
Az [ Az Ao A A

A condi¢do H € equivalente a termos Ay = —Xg e A3 = —A;. Desse modo C' = (Z; x
(a)dSs)y € uma dlgebra de Liecujos geradores e constantes de estrutura 30 Ty = AaT N
e L]C]\/UVOQPQBRS7 = Kaﬁ’ny]\ﬂpQRS = (Ku5" — Koéﬁ/y—"_Q)fMN,PQRS, respectivamente, com 1), x
e fun, pQRS referindo-se a (a)dS5. Note que imposta a condi¢do H os indices «, 3,y assumem

apenas dois valores, 0 ou 1, mesmo o grupo discreto possuindo quatro elementos. Isso se deve

*Na literatura essa dlgebra é chamada de Cj, contudo como veremos adiante podemos trabalhar tanto com
B = Z3 x (a)dSs quanto com C' = (Z4 x (a)dSs)mg de maneira equivalente, de modo que guardaremos a
simbologia C'5 para quando estivermos trabalhando com ambas simultaneamente.
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ao fato desta condicdo amarrar a segunda metade do semigrupo com a primeira metade, de

modo que os quatro elementos desse exemplo ndo sao todos independentes.

Tal como antes temos o dobro de geradores de (a)dSs. No capitulo 5 mostraremos que isso
implica em termos o dobro de campos, de modo que também podemos interpretar esses campos

extras como uma possivel tentativa de se introduzir uma matéria na teoria.

Notamos ainda que como temos um numero de geradores igual a metade dos elementos

de Z, podemos, para efeitos priticos considerar o semigrupo Z, com a seguinte tabela de

multiplicacao
ZM N M
Ao Ao M
A1 A —o

Basicamente fizemos um recorte no quarto superior esquerdo da tabela de multiplicacao
de Z,, uma vez que toda a informacgdo da tabela inteira estd contida nesta parte (basta usar a

condicdo H em toda a tabela para se verificar isso).

3.6 Tensores invariantes

Como citamos no inicio do capitulo, um ingrediente importante para se construir uma acao
de Chern-Simons seria os tensores invariantes da dlgebra considerada. Basicamente, se gapc €
um tensor invariante na representacdo adjunta de qualquer dlgebra (A, B, C' podem representar
indices coletivos) com constantes de estrutura fp &', entdo ele obedece a relacdo [3]]

E E E
Jpa“9esc + fpB~ 9arc + fpo” gape = 0. (3.28)

Podemos generalizar a expressdo anterior considerando um tensor com n indices: ¢q,a,...a,,

serd invariante na representacao adjunta se obedecer a

fbalcgcag...an + fbagcgmc...an + ...+ fbancgalag...c =0 (329)

Desse modo, a condigdo de invaridncia do caso (a)d.S5 nos mostra que

P P
fMN,M1N1 QgPQMgNgMgNg + fMN,MQNQ Q9M1N1PQM3N3 +

frunatn,Cgan NN pg = 0 (3.30)
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Das constantes de estrutura obtidas em (3.19) e da relagdo anterior podemos mostrar que
IMNPQRS = EMNPQRS»> OU S€ja, o tensor invariante para a dlgebra (a)dSs € o tensor de Levi-

Civita de seis indices.

A fim de obtermos uma teoria expandida da gravitacdo, usando como algebras de Lie B =
Zy X (a)dS5 e C = (Zy x (a)dSs)u, devemos portanto calcular o tensor invariante em cada
uma dessas algebras. Contudo vale notar que ambas as dlgebras tem a mesma quantidade de
geradores (um todo de 30 geradores), sendo que as constantes de estrutura tem uma forma bem

similar.

Para a dlgebra B temos

fz(wBeroz,PQ,@RS7 = Kog" fun,pq"™ (3.31)

enquanto para a algebra C'

() RSy _ RS
fMNa,PQB 7= KaﬁvfMN,PQ

= (Kag” — Kog") fun.p™ (3.32)

Uma vez que os K's e os K's sdo sempre 0, 1 ou —1, as constantes de estrutura serdo quase
todas iguais, exceto quando os indices o, 3,y corresponderem a K = —1. Portanto basta nos
atentarmos as diferencas entre os K's e os K's para diferenciarmos as dlgebras B e (. Dito
isto temos que os K’s ndo nulos sdo Ky, = 1, K;; = K|, = 1 e K}, = 1, enquanto os K's nio
nulos sdo K, = 1, K3, = K{, = 1 e K}, = —1. Desse modo B e C apresentario resultados

diferentes apenas quando o = =1e~y = 0.

Entretanto podemos considerar ambos os casos de uma s6 vez se abrangermos a definicao de
seletor. Consideremos S o semigrupo de dois elementos Z, = {\g, \;} com a seguinte tabela

de multiplica¢do onde € = +1, onde +1 corresponde a algebra B e —1 corresponde a algebra

S [ X M
Ao | Ao A1
)\1 )\1 8)\0
C. Note que se € = +1, teremos Z5, que € de fato um grupo. Contudo para ¢ = —1, temos o

semigrupo Zs.
Desse modo € natural definirmos o bi-seletor da seguinte maneira:
L AaAg = A,
Kog? =< e, X Ag=¢€\, (3.33)

0, caso contrario
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Note que para ¢ = +1 essa defini¢do abrange a defini¢do inicial de bi-seletor. Agora, quando
e = —1 esta defini¢io nos d4 exatamente o K. Assim, podemos tratar ambas as dlgebras de

uma maneira unica. Passaremos a designa-las por C's, sendo as constantes de estruturaE]

fJ\/[Noc,PQﬁRS7 = KaBVfMN7PQRS (3.34)

com K dado pela defini¢do (3.33).

Feita esta consideragdo, a condi¢do de invariancia (3.28)) para C5 escreve-se como:

P
KaalﬁfMN,MlNl QQPQﬂ,MgNwz,M?,ng +
KaaQﬁfMJ\ﬂMzNQPQ9M1N1017PQ57M3N30¢3 + (3'35)

P
KaagﬁfMN,MgNg QngNlalMgNgocg,PQﬁ =0.

Os K's ndo nulos sdo exatamente K, = 1, K;; = K|, = 1 e K}, = ¢ e, uma vez que
os indices o, ay, ag, g = 0, 1 somente, temos 16 possibilidades de combinacgdo desses indices,
levando a 16 equacOes que os tensores invariantes precisam obedecer. Em especial, o seguinte

caso

Oé:O,Ofl:O,OéQZO,OZg:O

nos leva a

KooofMN,M1N1 PQgPQO,MgNQO,MgNgo +
P
KOOOfMN,MgNg QngNlo,PQO,MgNgo + (3.36)

0 PQ _
Koo” fMNMsNs. Gy Ny0Ma N20,PQ0 = 0,

Como gpgo,n,N,0,M5N50 Obedece a condi¢do de invariancia para (a)dSs dada por (3.30), nés

podemos concluir quC gary N10,M2N20,M3N30 — L000E M1 Ny Mo N2 M3 N3 - Agora 0 caso

a=0,a1=1,a00=0,a3=0

5Na literatura o simbolo Cj é usado apenas para a dlgebra (Z; x (a)dSs) s, contudo como vimos que ambas
podem ser tratadas da mesma forma, decidimos chamar tanto (Z, x (a)dSs)g como Z3 X (a)dSs por C5
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Nos mostra que

Kot farnvan vy 2 9P s Ny0.05 N30 +
KOOOfMN,MgNgPQngNll,PQO,MgNgo + (3.37)

0 P
Koo~ [y, v g Q9M1N11,M2N20,PQ0 =0.

Como Ko' = Kg' = 1, e como gpo1.us,n,0,15 N0 também obedece a condigdo de in-
varidncia para (a)dSs, concluimos que gz, ny1,MyNo0.MsNs0 = T100E My Ny MaNoMsNs- Ainda,
como gapc deve ser um tensor simétrico, temos que gas, N, 1,M,No1,M3 N0 deve ser da forma
9M1N10,MaN21,M3N30 = L010€ M; N1 MaNoMsN3» 4SSN COMO deveremos ter 9M;N10,MaN20,M3N31 =

L001€ My Ny MaNo Mz N3 COIM T100 = Lo10 = L001-

Outro caso de interesse é

a=0,a=1,ay=1,a3=1

P
K011fMN,M1N1 QgPQl,M2N21,M3N31 +
P
K011fMN,M2N2 Q9M1N11,PQ1,M3N31 + (3.38)

1 P
Kot faun s ng. ©gan vyinss N1 pgr = 0.

Pelos mesmos argumentos temos 9MiN11,M3No1,M3N31 — L111E My Ny MaNoMsN3- Por ﬁrn, S€

considerarmos

a=0,a1=1,a0=1,a3=0

K011fMN,M1N1 PQQPQl,M2N21,M3N30 +
KOl1fMN,M2N2PQgM1N11,PQ1,M3N30 + (3.39)

0 P _
Koo’ farnasns’ Cgan vyt Na1,pQ0 = 0.

Pelas mesmas razdes de invaridncia e simetria gas, Ny 1,MyNo1,MsNs0 = L110E My Ny Mo No Ms N3 »
GM; N11,MaN20,M3N31 = L101€ My N1 MaNaMzN3 € GMyN10,MaNo1,M3N31 = L011€ My Ny My No M3 N3z, COM
To11 = T101 = L110-

Como conclusao provisdria desta andlise nds temos que o tensor invariante de Cy deve ter a

seguinte forma
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9Mi Nya1,MaNaag,M3N3as = Lajasas€ M Ny My NoMsNs (340)

com 4 parametros independentes: xggo, 100, To11 € 111. Contudo, analisamos apensa 4 das 16
combinagdes possiveis para os indices do subgrupo em (3.33)). Falta-nos ainda analisar as outras
12. Para fazer isso vamos nos focar em apenas 6 delas, visto que as demais sdo equivalentes a
alguma destas. Usando a expressdo anterior para o tensor invariante temos os seguintes casos

(os casos equivalentes estdo indicados em parénteses):

Caso 1)
a=0,a1=0,a9=0,a3 =1

(=0, =0, =1,a3 =0)

P P
Zoo1 (fymN, My Ny Q8PQM2N2M3N3 + fMNMoN, Q€M1N1PQM3N3 +

fMN,M3N3PQ5M1N1M2N2PQ) =0 (341)

O lado esquerdo desta equacgao € identicamente zero por causa da condicdao de invariancia
de (a)dSs, dada pela equacdo (3.30). Portanto ndo tem nada de novo a acrescentar, uma vez que

nos leva a uma relacao do tipo 0 = 0.

Caso 2)
a=0,a1=0,a0=1,a3 =1

(=0, =1, a0 =0,a3 =1)

P P
517011(fMN,M1N1 Q5PQM2N2M3N3 + fMN,M2N2 Q€M1N1PQM3N3 +

P
SunssngCern NN, pQ) =0 (3.42)
Pelo mesmo motivo teremos novamente uma relagao do tipo 0 = 0.

Caso 3)

a=1,a;=0,a00=0,a3=0

P P
(fMN,MlNl QxIOOEPQMQNQMgN;s + fMN,M2N2 Q$010€M1N1PQM3N3

9U001fMN,M3N3PQ€M1N1M2N2PQ) =0 (3.43)



CAPITULO 3. GRUPOS, ALGEBRAS E EXPANSOES DE ALGEBRAS 31

Esta equacdo também nos leva a uma relagdo do tipo 0 = 0, uma vez que x199 = Zo10 = Zoo1-

Caso 4)

Oé:1,C¥1:1,CK2:1,Oé3:1

P P
(fMN,MlNl QZL’011€PQM2N2M3N3 + fMN,M2N2 QUC101€M1N1PQM3N3

P
T110MN M N5 CEM Ny My N PQ) = O (3.44)
Mais uma vez somos levados 0 = 0, uma vez que xg11 = T101 = Z110-

Caso 5)
a=1,a;=0,a9=0,a3 =1

(=1, a1 =0, =1,a3=0o0ua=1,a1 =1, a3 =0, g = 0)

P P
o1 (fyrn, v, Q€PQM2N2M3N3 + frN M N, QngNlPQMgNg) +

ExooofMN,M3N3PQ€M1N1M2N2PQ =0 (3.45)

onde ¢ é devido a defini¢do de bi-seletor (3.33)). Usando (3.30) nés temos

P P
—$011fMN,M3N3 Q5M1N1M2N2PQ + €JfooofMN,M3N3 Q5M1N1M2N2PQ =0

j2
(=011 + €Z000) FArN AN’ CErs Ny MaNs PO = O,

e como fasn, iz N3P Qe M, N1 My N, PQ N30 € zero, nds temos que Toj1 = £T0p-

Caso 6)
a=1,a1=0,a0=1,a3 =1

(a=1la=1La=0,a3=1oua=1,a1 =1, a3 =1, a3 =0)

P P
$111fMN,M1N1 Q€PQM2N2M3N3 +€$oo1(fMN,M2N2 Q€M1N1PQM3N3

NNy, ern NNy PQ) = 0 (3.46)

Usando novamente (3.30), nés obtemos

P P
96‘111fMN,M1N1 Q5PQM2N2M3N3 - €$oo1fMN,M1N1 Q€PQM2N2M3N3 =0

P
(2111 — €Zo01) frurnann, . CeportsNaats Ny = 0,

e, uma vez que farn N, PQg PQM,N,Ms N, também ndo € zero, nds temos que 131 = €Tgo1, OU
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ainda, Tool = €X111

Depois de todos esses cdlculos nés concluimos que os tensores invariantes de Cy ndo pos-
suem mais 4 termos independentes, mas em vez disso eles apresentam apenas 2. Nomeadamente
Zooo € 111 Todos os outros fatores advindos do semigrupo podem ser escritos em termos des-

tes.

Agora, podemos reescrever o tensor invariante (3.40) de forma a tomarmos essa interde-

pendéncia entre os z's se também abrangermos a defini¢do do tri-seletor para a seguinte:

L, AaAs A, = As
Kog" =3 €, Xadghy = X5 (3.47)

0, caso contrario

Desse modo, podemos escrever o, a,05 = €55, alaws‘s, com cs constante. A vantagem de se
escrever os s dessa maneira € porque fica explicito a dependéncia entre eles. Como exemplo
Tooo — C()KOOOO + ClKgool = (g, enquanto To11 — C(]KOHO + ClK()Hl = &Cp que ¢é exatamente
o que obtemos. Com isso escrevemos o tensor invariante de uma maneira mais simples com

apenas dois parametros independentes. Logo, como conclusdo

IMNa,PQB.RSy = C5Kapr EMNPQRS- (3.43)

A referéncia [11] considera o caso em que ¢ = —1, contudo o resultado obtido distoa
do encontrado neste trabalho. Os autores obtiveram um tensor invariante com 4 parametros
independentes ao invés de 2. A expressdo obtida por eles € bem similar a expressao (3.48)),
contudo com d = 0, 1,2, 3, o que leva a 4 constantes arbitrarias (no nosso caso 6 = 0, 1). Desse

modo o tensor invariante obtido em [11]] para o caso considerado, dado por

3

5
IMNa,PQB,RSy = E csKapy"EMNPQRSH
5=0

nao esta correto.

De fato mostramos explicitamente que ndo se trata de um tensor invariante. Caso fosse,
deveria obedecer a condi¢do de invariancia (3.28). Porém ele ndo obedece. O dnico modo de
que a condicdo de invariancia seja satisfeita € se tivermos relacdes entres os possiveis valores

de ¢, como mostraremos. Calculando o lado esquerdo de (3.28) temos
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3

[ 1 P
E C(S(KoccuﬂKBagO@ frvn QEPQM2N2M3N3 +
6=0

s P
KaagﬂKquag frN MaNs Q6M1N1PQM3N3 +

7% ) P
Kaozg.ﬁKoqoczﬁ JMN M N Q5M1N1M2N2PQ)-

Calculando explicitamente a soma implicita em (3 ficamos com

3
= 0 s, 1 P P
E cs[(Kaar Koasas' + Kooy Kiasas’ ) frnan v Q€PQM2N2M3N3 +
6=0
>0 5§, 1 b P
(Kaas Karoas' + Koo Kortas’) fMN Mo, Q5M1N1PQM3N3 +

> 0 s 1 b P
(Koas Kayas0' + Kaas Kayas1’) frn msng QﬁMlNlMgNQPQ].

Fazendo agora a soma implicita em ¢, para a maioria das possiveis combinagdes de «, o,
a2 € aiz, somos levados a 0. Contudo para alguns casos particulares, a expressdo anterior nao €
identicamente 0. Por exemplo, consideremos a seguinte combinagdo (0s casos entre parénteses

sdo equivalentes):

a=1a,=0,a0=0,a35=1

(=1, a1 =0, a0 =1, a3=00ra=1, a1 =1, a0 =0,a3 =0)
Ela nos retorna que

PQ PQ PQ
_COfMN,M3N3€M1N1M2N2PQ + CQ(fMN,MlngpQMQNzMaNs + fMN,M2N25M1N1PQM3N3)

P
= —(Co + €2) frrv My NaEML N Mo N2 PQ

que ndo ¢é igual a 0 a menos que c; = —cy. Outro caso é

a=1,a1=0,a0=1,a3 =1

(=1, a1 =1, a0 =0,as3=1lora=1, a1 =1, as =1,a3 =0).

Ele nos da que
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PQ PQ PQ
—C1 (AN My Ny EM N PQMs N3 T+ JarN s s EMy NI Mo N PQ) + C3FArN a1y Ny € PQM2 N M N

P
= (Cl + C3)fMC]2V,M1N1€PQM2N2M3N3’

de modo que so serd 0 se c3 = —c;.

Logo podemos concluir que nao podemos ter 4 parimetros independentes, pois isso nao
nos daria um tensor invariante. Em vez disso teremos apenas duas constantes independentes,

confirmando assim o resultado encontrado anteriormente.
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Capitulo 4
Acoes de Chern-Simons

Vimos que uma ac¢do de Chern-Simons é definida a partir de objetos chamados de formas
diferenciais. Estes objetos carregam consigo uma medida de integracdo, de modo que se torna
natural integrar uma forma de grau p em um espaco de mesma dimensdo. Assim podemos
expandir esses objetos em termos de suas componentes espaciais, de modo que (2.1)) fica da

seguinte maneira

2
S = / <Amau2Au3 - gAmAMANS> ghirms g, (4.1)

Contudo, podemos expandir ainda mais essa acdo, pois a conexao A € tanto uma forma
quanto um elemento da algebra de Lie associada ao respectivo grupo de Lie. Sendo assim ela
pode ser escrita em termos de suas componentes referentes a forma diferencial, que representa-
rei pelos indices inferiores, e de suas componentes associadas a dlgebra, que representarei por

indices superiores. Dizemos que A é uma 1-forma valorada numa algebra de Lie, de modo que

A= A M, dz", 4.2)
com M, uma base da algebra de Lie associada.

Com essa nova representagao, os termos quadraticos em A sio substituidos pelo comutador
graduado [A, A], que basicamente é o comutador usual quando a forma avaliada é de grau par e
o anticomutador quando a forma € de grau impar. De modo geral, para uma p-forma w,, ¢ para

uma g-forma w,, temos que

[wp, Wq] = wpwy + (—1)Pwyw,. 4.3)

Uma vez que A é uma 1-forma, temos que [A, A] = AN A+ A A A, de modo que



CAPITULO 4. ACOES DE CHERN-SIMONS 36

1
AQZAAAzi[A,A]. (4.4)
Logo, a a¢do expandida é
1
S = gu / (AzlawAZS + §Azl (AL, Aug]b> ghLkzhs a3 (4.5)

onde g,, € um tensor invariante da referida algebra de Lie.

4.1 A conexao l-forma A

Seja ¢ uma p-forma que também € um elemento de alguma algebra de Lie G. Dizemos

portanto que ¢-é uma p-forma valorada na dlgebra de Lie G. Assim, podemos escrever que

1
0= ngmmup“Madx“l AL N dxtr, (4.6)

onde M, é uma base da respectiva dlgebra de Lie.

A fim de termos uma teoria de calibre, devemos impor a condi¢do de que tanto ¢ quanto sua

derivada se transformem do mesmo modo sob a a¢do do grupo GG. Contudo, se g(z) € G,

¢ = gy, 4.7

enquanto,
dy' = gdyp + dgep, (4.8)

que ndo possui a mesma lei de transformacdo de ¢ devido ao termo dgy. Logo precisamos
introduzir a partir de d uma derivada D, chamada de derivada covariante, tal que ¢ e Dy

tenham a mesma lei de transformacao.

Como d nesse contexto trata-se da derivada exterior de formas diferenciais definida no
capitulo 2, quando atua numa p-forma nos retorna uma (p + 1)-forma. Assim, necessitamos
do auxilio de um campo de calibre A(z) que além de ser um elemento de g, é uma 1-forma,
tal que quando multiplicado por ¢ nos retornard uma (p + 1)-forma. Dizemos com isso que
A € g® T;(M) Desse modo, definimos

D=d+AN. 4.9)

Portanto, impondo que
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(Dp) = gDy
gdy + dgp + A'gp = gdp + gAp, (4.10)
obtemos
Algp = gAp —dgy Y. 4.11)

Desse modo, como essa equacdo € valida para todo ¢, temos que
Ag=gA—dg. (4.12)
Logo, usando que gg~ ' = 1, obtemos finalmente que

A =gAgt + gdg™t. (4.13)

Portanto, para A’ tomado dessa maneira obtemos que D¢ se transforma do mesmo modo
que . Para teorias de gauge, A é identificado como o potencial de gauge, tal como o potencial
eletromagnético A. Futuramente, quando definirmos a¢6es de Chern-Simons, mostraremos um

exemplo desse formalismo usando o caso eletromagnético.

Se considerarmos uma transformagado de gauge infinitesimal, de modo que g venha a diferir

da unidade por um pardmetro infinitesimal, ou seja g = 1 + ¢, temos por que

dJA=A— A =de+[A¢e] = De. (4.14)

4.2 Curvatura

Associada a conexdo A, temos o que chamamos de curvatura. Basicamente, a curvatura
2-forma denotada por F' € a derivada covariante da conexdo 1-forma A. Assim, para qe F’ se

transforme de maneira covariante, ou seja, para que

F' = gFg™! (4.15)

deve ter a forma:
F=dA+ANA. (4.16)

A curvatura aparece naturalmente ao calcularmos a derivada covariante de Dy, pois
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DDy =d*o +d(ANp) +ANdp +ANANp
=(dA+ANA)p=Fyp 4.17)

A curvatura F' também € conhecida na fisica como o field strength das interagdes nao abeli-

anas, que generaliza os campos elétrico e magnético do eletromagnetismo.

A covariancia de F' é uma propriedade fundamental para construirmos os chamados po-
lindbmios invariantes na conexao de gauge e na curvatura, objetos estes que dao origem as formas

de Chern-Simons.

De modo andlogo ao da secdo anterior, podemos calcular como F' se transforma infinitesi-

malmente usando a condicao de covariancia, de modo a obtermos

OF = [e, F). (4.18)

4.3 Polinomios Invariantes

Nesta secdo traremos a definicdo de polindOmios invariantes e algumas de suas carac-
teristicas, para que na se¢do seguinte possamos introduzir as formas de Chern-Simons via a
formula de transgressdo. Para tal, antes de definirmos um polindmio invariante utilizando for-
mas diferenciais valoradas numa determinada algebra de Lie, penso ser elucidativo definir um
polindmio invariante para matrizes representativas de uma determinada algebra de Lie e, em

seguida, abrangermos a defini¢do para as formas diferenciais, tal como feito em [2][13]].

Um polindmio invariante basicamente é uma fun¢ao polinomial que atende determinados
requisitos. Seja g um elemento de um determinado grupo G e {w;} um conjunto de elementos
da dlgebra de Lie G associada, se transformando portanto como w] = gw;g *. Se considerarmos
g = 1+4¢"M,, onde os € sdo apenas parametros infinitesimais e M/, os geradores de GG, temos,

infinitesimalmente que dw; = *[M,, w;|, que define a representagdo adjunta.

Podemos ainda expandir w; em termos de M, de modo a obtermos

dw; = & [My, W My) = ew;[M,, M|
— €w1l/)fabcMC
— SuwtM,, (4.19)
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com 0w¢ = ew? f°.

Dizemos que o polindmio

Pwi, ..., wiy oo, Wn) = Gay.ay..anW LWL W (4.20)

sendo Gg, .. 4,4, UM tensor na representacdo adjunta, ¢ um polinomio invariante ou um po-

linomio caracteristico se

1. P é linear e simétrico em cada par {w;,w; } ou seja, se

Plwi, ..o Wiy Wy, ooy wy) = Plwr, oo, Wy, o Wiy W), 4.21)

2. A invariancia se escreve como

P(guwig !, gwag ™, .o gwag™t) = Plwi,wa, ..., wn). (4.22)

Portanto, se fizermos uma variacio infinitesimal devemos obter que 0 P = 0, logo

OP = Gay..ay.ap, (O™ o w0 + w™0w™ ... w" 4. 0w ow™) =0
Gar...a;...an (Ebwcfbcalwaz oW WM i W
ww? .. .6bwcfbc’1") =0
Eb (fbca1§a1a2...anwcwa2 Wt fbcazﬁala%anwalwc w4

Foe" Garan..an W™ W ... w) =0 (4.23)

onde usamos (4.19). Ainda, no primeiro termo da soma podemos fazer a troca a; — ¢, ¢ — ay,
uma vez que os indices sao mudos. Do mesmo modo podemos fazer, no segundo termo, a troca
as — ¢, ¢ — ay e assim por diante, até o dltimo termo, onde teremos a,, — ¢, ¢ — a,,. Portanto,

ficamos com

5P = gb (fbalcgcag...an + fbagcjgvalc...an +...+ fbancjgvalag...c) walwa2 s wan = 0 (424)

Note que a igualdade anterior serd verdadeira caso tenhamos fpq, “Geasy..a,, + foas Garec..an +
oo+ fran“Garas..c = 0, que é justamente a condigdo definida pela equac@o (3.29) para que um
tensor seja invariante na representacdo adjunta. Desse modo, para que P seja um polindmio

invariante na representagdo adjunta, g,,q,. ., deve ser um tensor invariante.
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Se todos os w; sdo iguais, podemos usar a seguinte notacao

Pw,...,w) = P(w). (4.25)

Definido um polindmio invariante na representa¢do adjunta de uma algebra de Lie G, é
direto definirmos um polindmio invariante para formas diferenciais de uma variedade M, valo-
radas na representacdo adjunta de uma algebra de Lie G. Seja w; agora uma p;-forma. Desse

modo podemos escrever que

1
Wi = =Wy, (x)dzh ... datre = w0, (4.26)
Di' '

sendo w,, = —Wpt.pty, © Op; = dx™ ... dz"? uma base de AgiL. Contudo, w; € também um

(2
elemento de G. Logo w,, deve ser tal que possa ser expandido em termos da base 1/,. Logo,

Wy, = Wy, M. 4.27)

Dito isto, um polindmio invariante para um conjunto de p;-formas {w,, } na representagio

adjunta de uma algebra de Lie, onde p; representa um grau genérico, € definido por

Plwi, ... Wiy ooywn) = P(wpyy ooy Wy oo ywp, JoPt ool g, (4.28)
com P(wp,,...,Wp,,-..,w,,) sendo dado por (4.20) e obedecendo as condi¢des estabelecidas

por (4.21) e (4.22), bem como a condi¢do infinitesimal dada por (4.24), que estabelece que
Jajas...a, deve ser um tensor invariante. Logo fica claro que para trabalharmos com um po-
lindbmio invariante de uma forma diferencial, basta separarmos a parte referente as formas (os
o's a direita referindo-se as bases) da parte matricial, onde esta tltima é tratada como um po-

lindmio invariante de matrizes representativas de uma algebra de Lie, definido inicialmente.

Pode-se mostrar que a derivada exterior de um polindmio invariante assim definido satisfaz
a [13]

n

dP(wy, ... wp) = Y (=L Plwy, L wisy, Dwiywigt, - wn), (4.29)

=1

onde D € o operador derivada covariante ja definido. Esta ultima expressdo € a chave para se

demonstrar importantes resultados que levam as formas de Chern-Simons.
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4.4 Formas de Chern-Simons

Consideremos um polindmio invariante tal que todas as n formas diferenciais sejam iguais

a curvatura 2-forma ' € G ® AZL, com F = dA + A2%. Com isso temos que

P(F,...,F)=P,(F) = Jajag..an F* NF2 N ...\ Fa,, (4.30)
COM §q,q,..q, UM tensor invariante.

E ficil constatar que P,(F) é de fato invariante. Para isso basta considerarmos outro po-

lindmio P,(F") tal que

Pu(F") = Guras . F' A F' A A Flay, 431)
onde F' = gFg'.

Portanto, a tinica diferenca entre P e P’, se € que existe, estd no produto das curvaturas I e
F’. Escrevendo portanto a transformagio de £ para P’ e usando o fato de que F' é uma forma

par, n6s obtemos

Pl = gmaz...angF“lgflgF”g*l .. gFa”gil

- fg/alaz.‘.angFalFCL? . Fang_l
- ,g/ala?-'-anFa2 ce Fa"g_lgFm
= galag.._anF@ e

(4.32)

Fazendo a mudancga de indices ay — ay, ag — as, ..., 4, — an_1 € a1 — a,, juntamente
com a o fato de g ser um tensor simétrico, obtemos que

P' = Gua9.0, F"F*? ... F = P. (4.33)

Logo, o polindmio P € invariante mediante a acdo do grupo (7, ou, de forma mais enfética,

P.(gFg™") = P,(F). (4.34)

Este polindmio invariante construido a partir do produto das curvaturas possui dois resulta-

dos extremamente importantes conhecidos na literatura, os quais citarei a seguir:
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Resultado 1)
P, (F) é fechado, ou seja, dP, (F') = 0.

Uma vez em posse da condi¢do (4.29), basta tomarmos os w’s todos iguais a curvatura F,
n

pois desse modo teremos que dP,(F) = Z P(F,...,DF|;,...,F) = 0e, usando a identi-
i=1

dade de Bianchi DF' = 0 que demonstraremos mais a seguir [2], concluimos de imediato que
dP,(F)=0.

Resultado 2)

P,(F) é exata, ou seja, existe um (2,1 tal que P, = dQa,_1.

Do item anterior temos que P,(F') é uma forma fechada. Mas sabemos que do Lema de
Poincaré algébrico, apresentado ao final do capitulo 2, que toda forma fechada € exata, ou seja,
pode ser escrita como a derivada exterior de alguma outra forma. P,(F') é o produto de n
curvaturas, sendo cada curvatura uma 2-forma. Logo P,(F’) é uma 2n-forma. Assim, como a
derivada exterior aumenta o grau da forma em 1 unidade, gracas ao Lema de Poincaré algébrico,
existe uma (2n — 1)-forma tal que P, (F') = dQ2,_1(A, F).

A esta forma ()3,_1 damos o nome de forma de Chern-Simons. Pode-se mostrar ainda
[13] que as formas de Chern-Simons podem ser calculadas pela seguinte expressdo, conhecida

como férmula de transgressao

1
Qan-1(A F) = n/ P(A, (F)™ dt, (4.35)
0

sendo

P(A, (F)"™) = Joran.a) A" NE2 AL NES Ay =tA, F,=dA, + A?
=tdA+t?A. (4.36)

Para vermos a aplicacao pratica da férmula de transgressao podemos calcular como exemplo
as formas de Chern-Simons no caso em que n = 2 e n = 3, apenas para entendermos como

essa maquinaria funciona. Para n = 2, temos que

Jarax F N F? = dQs, (4.37)
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o que leva a
P(A, F) = Garay A" E = Go, 0, A (td A™ + 12(A?)22), (4.38)

e, consequentemente a

1
Q3(A, F) = 2/ (Jayag A% (tdA™ + t2(A?)2))dt
0
12 13 )
Q3<A, F) = 2§a1a2 (EA‘”dA“? + gAth (A2)a2> .

2
Q3(A, F) = Gaya (A“ldA” + gAal(A?)a?) : (4.39)

Agora para n = 3 temos que
Jarasas 0 N F2 AN F% = dQs, (4.40)
de modo que
P(A, (F)?) = Jasasas A" 2 F = Gayaga, A (LA™ +17(A%)"2) (1dA™ + 12(A%)™), (441)

o que implica em

3 4 5
Qs(A, F) = 3Gisonas (%AaldA@dAas PO AN (A2)RdA 4 A <A2>a2<A2>a3) ;

Qs5(A, F) = G, azes (A“ldA“QdA“S + gA‘“ (A%)2dA™ + gA“I (A?)@(A?)%) (4.42)

Em ambos os casos g representa o tensor invariante da representacdo adjunta da algebra de
Lie associada ao grupo de calibre considerado. Para formas de Chern-Simons superiores basta
procedermos da mesma maneira. Primeiro calculamos P(A, (F;)" ') e em seguida resolvemos

a integral em ¢ a fim de obtermos (J2,,_1.

Podemos fazer uma checagem rapida deste resultado a partir do caso tridimensional. Os

demais casos podem ser verificados de modo andlogo. Para D = 3 temos que P, (F) =
Jaya, 'Y N\ F? @ (3 dado por (4.39). Logo,

(FAF) = {((dA+ A*)(dA+ A%)) = (dAdA) + (dAA%) + (A%dA) + (A*)
= (dAdA) + 2 (A%dA)
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uma vez que (A* = 0),

[\]

Qs = (dAdA) + - ((dAA? — Ad(A?)))

N R

= (dAdA) + 5 (AN’ — AdAA + AAdA))

= (dAdA) + <(dAA2 + dAA® + dAA?))
= (dAdA) + 2<A2dA>,

0 que mostra que ¢ de fato valida.

4.5 Porqué usar formas de Chern-Simons na gravitacao?

No capitulo 2 vimos que a integral de uma forma diferencial € uma operacio bem definida,
uma vez que estes objetos carregam ja consigo uma medida de integragdo. Podemos portanto
definir acdes via a integracao de formas de Chern-Simons. Assim, uma forma de Chern-Simons
de grau 2n — 1 define uma a¢do numa variedade de mesma dimensao. Portanto, como exemplo
podemos expandir as formas ()3 e ()5 obtidas na se¢do anterior em termos de suas respectivas

bases e integra-las de acordo com a definicao (2.27), de modo a obtermos as seguintes acoes:

Sy = / Qs = Garas / (AZK%AM)” 3A31(A Ayy)" ) grmaadyd  (4.43)

S = [ @ = G | (AzxamAMg)@(aMA%)%+2A;11<A A (04,0

5 AZI1 (Altz A >a2 (Au4 Aus )(13) et da? (4.44)

Note que S5 € exatamente a a¢do descrita no inicio do capitulo para o caso tridimensional.
Jad a acdo S5 serd a base para a teoria que desenvolveremos no proximo capitulo, onde usaremos

a algebra C'5 como algebra de Lie associada.

As acdes assim definidas, bem como as agdes de qualquer forma de Chern-Simons tem
uma importancia fisica muito relevante. Primeiro elas definem acdes que sdo quase-invariantes
mediante transformacdes de gauge, uma vez que a variagdo infinitesimal da acdo mediante essas
transformacoes nos leva a termos de fronteira, que supomos ser nulos no infinito. De fato, se

definirmos 0 4q4y4. cOMo uma transformagio de gauge infinitesimal, entdo teremos que
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5gaugeS:/ 5gaugeQ2n—l~ (445)
M

Da se¢@o anterior vimos que o polindmio invariante P, (F') definido a partir do produto das
curvaturas é invariante mediante a transformacio de gauge A — gAg~' + gdg~', pois esta
implica que F se transforme tal que F' — ¢~ ' Fg. Contudo a condiciio de invariancia de P, (F)
nos diz que P,(g ' Fg) = P,(F). Desse modo a variacio de gauge infinitesimal de P, (F') deve

ser nula, ou seja dyqqge Lo (F) = 0.

Agora, temos também que 1, = dQ)a,—1. Assim, 0y4uge(dQ2,—1) = 0 0 que implica em
d(dgauge®@2n—1) = 0 e, do Lema de Poincaré segue que existe um C tal que 6yqygcQ2,—1 = dC.

Assim, mediante uma transformacdo de gauge infinitesimal

SgaugeS = / ac = / C. (4.46)
M oM

Se supomos que os termos da fronteira da variedade ndo contribuem, temos que mediante
uma transformagdo de gauge infinitesimal a variagdo da acdo € nula, de modo que a acdo é
considerada invariante de gauge (ou quase-invariante de gauge se considerarmos termos de
fronteira ndo nulos). Isso € de extrema importancia para a fisica pois nos leva a equacdes de

movimento que sdo covariantes.

Um segundo fato importante é que as acdes de Chern-Simons nao requerem uma estrutura
métrica pré-definida. Portanto, teorias definidas a partir de acdes deste tipo sdo promissoras
candidatas em teorias para a gravitacdo, onde a geometria € dindmica, uma vez que a métrica

depende do campo e, que € um campo dinamico, conforme nos mostra a equagao (3.10).

A essa altura, mesmo com as vantagens acima explicitadas podemos nos perguntar o porqué
de procurarmos uma teoria alternativa a teoria da gravitacdao de Einstein, uma vez que as pre-
visdes tedricas desta vem se verificando experimentalmente até os dias atuais. Para responder a
essa pergunta e vermos a vantagem de se usar uma teoria de Chern-Simons para a gravitagao,
precisamos voltar ao cendrio quadridimensional no qual se baseia a teoria de Einstein. A agao
mais geral que obedece os postulados da relatividade geral e que leva a conhecida equagdo de
Einstein € formada pelo chamado termo de Einstein-Hilbert mais um termo devido a constante

cosmoldgica, sendo dada por [3]

S = /\/—_g(ole + ag)d', (4.47)

onde R € a curvatura escalar e as constantes o € «q estio relacionadas com a constante de
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Newton da gravitacdo e com a constante cosmoldgica do seguinte modo:

P J " (4.48)

167y 201

A este formalismo damos o nome de formalismo de segunda ordem, onde a métrica é o campo

fundamental da teoria.

Sabemos que um dos principios da relatividade geral é o famoso principio de equivaléncia,
que afirma que, numa regidao do espaco pequena o bastante ¢ num periodo de tempo curto o
bastante para que qualquer inomogeneidade do campo gravitacional ndo seja percebida, ex-
perimentos realizados em queda livre sdo indistinguiveis daqueles realizados na auséncia de
gravitacdo. Dessa forma, o espaco nessa regido de validade considerado € descrito pelo espago

de Minkowisk, de modo a haver uma invariancia de Lorentz local.

Em virtude da importancia das teorias de gauge para descri¢do das forcas fraca, forte e ele-
tromagnética, mostrou-se [14] que a teoria de Einstein assim descrita pode ser escrita como
uma teoria de gauge para o grupo de Lorentz. Isso gerou a expectativa de se descrever a
gravitacdo como uma teoria de gauge para o grupo de Poincaré 1SO(1,3), que consiste das
transformacoes de Lorentz mais as translacOes espaciais. A ideia para esta possivel descri¢dao
deve-se ao fato de que os difeomorfismos, ou transformacdes gerais de coordenadas, sao des-

critos por transformagdes do tipo

ot — ' =t + £(x), (4.49)

que se assemelham muito a translagdes, para algum parametro £ que depende da posi¢ao. Por
isso a invariancia sob difeomorfismos pode ser identificada como uma simetria sobre translacoes
locais que extendem o grupo de Lorentz ao grupo de Poincaré. Entretanto, uma ac¢do local

invariante sob (4.49) nunca foi encontrada no formalismo de segunda ordem.

Por conta disso € conveniente tentarmos uma abordagem diferente da descricdo dada por
Einstein. Em vez de termos a métrica como campo fundamental, passamos a considerar o viel-
bein e definido por e a conexao de Lorentz w, também conhecida como conexao de spin.
A introducdo desses campos como campos fundamentais € devida a imposicao de validade do
principio de equivaléncia. De fato, no contexto da geometria diferencial, como discutido no
capitulo passado quando abordamos o exemplo do grupo (A)dSs, o espago trata-se de uma
variedade M ndo necessariamente plana e, ao exigirmos uma regiao do espaco pequena o su-
ficiente tal que nessa regido haja invariancia de Lorentz, estamos dizendo que em todo ponto
P de M existe um plano tangente 7p(M ) com estrutura métrica minkowskiana. Portanto ha

invariancia de Lorentz local, que é uma boa aproximac¢ao de M nas vizinhangas de P.
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A fim de se usar o formalismo das formas diferenciais, nos traz vantangens se definirmos o

vielbein como uma 1-forma local, do seguinte modo:

() = e (v)dz", (4.50)
com ¢}, (x) dado pela equagio (3.7).

Mediante uma transformacao de gauge infinitesimal o vielbein se transforma como um vetor

sob o grupo de Lorentz, pois

dee = [, €], 4.51)

e 1
com € um campo infinitesimal, dado por ¢ = §5M NTun.

A acgdo do grupo de Lorentz no espago tangente em cada ponto da variedade faz com que
tenhamos uma simetria de gauge: a invariancia sobre transformagdes de SO(1, 3) (rotagdes de
Lorentz) locais. Agora, das teorias de gauge, para levarmos um grupo de simetria do nivel
global ao nivel local devemos introduzir uma derivada covariante, construida com os campos

de gauge associados a tal simetria. [15]]

Como vimos no inicio deste capitulo, para introduzirmos uma derivada covariante D foi
necessario introduzirmos uma conexao 1-forma, que no contexto da gravitagdo chamaremos de
conexdo de Lorentz, ou conexdo de spin, e designaremos por w. Assim, como D = d +w e
visto que d aumenta o grau da forma em que atua em uma unidade, w necessita ser uma 1-forma.
Assim, para o nosso caso de interesse podemos simplesmente tomar o resultado ja obtido para
o caso geral aplicando-o ao grupo SO(1,3). Desse modo, escrevendo a conexdo w em termos

dos geradores Ty de SO(1,3) temos

1
w= inN#(x)TMNd:L'“ = WMV =MV (2)dx" (4.52)

Temos portanto que w é uma 1-forma valorada na dlgebra de Lie so(1, 3).

A partir da derivada de w podemos definir a curvatura 2-forma tal como fizemos antes, que

no contexto da gravitagdo designamos por . Assim,

1
RMN = dwMN + wMP A wpM = §RMNWd3:“dx” (4.53)

Ainda, podemos calcular a derivada covariante do vielbein e, de modo que somos levados a

definir a 2-forma 7" conhecida como torsdo. Logo,
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TV .= DeM = deM + WM eV (4.54)

Nesse formalismo conhecido como formalismo de primeira ordem, todas as propriedades
geométricas da variedade M podem ser expressas em termos de e, w™? | suas derivadas exte-
riores e seus produtos exteriores. Uma vez que estes ndo carregam indices de coordenadas, eles

sdo invariantes mediante transformacdes gerais de coordenadas de M. [16]

Para construirmos uma acao nesse formalismo devemos observar que derivadas covariantes
sucessivas de e, w, R e T' ndo nos levam a tensores independentes destes, de modo que este
quatro objetos sao suficientes para se construir as respectivas acoes, juntamente com 0s tensores
invariantes da teoria, uma vez que a derivada covariante destes ultimos € nula [3]]. De fato ja de
Dw somos conduzidos a R e de De somos levados a T'. Agora, a derivada covariante de R nos

retorna

DR = dw + [w, (dw + w)]
= dww — wdw + [w, dw] + [w, w?]

=0, (4.55)

que € conhecida como a primeira identidade de Bianchi, enquanto a derivada covariante de 7'

nos da

DT = d(de + [w, €]) + |w, de + [w, €]]
= [dw, €] — [w, de] + [w, de]| + [w, we + ew]
= [dw, €] + w?e + wew — wew — ew?
= [dw + w?, €]

=R, ¢, (4.56)

conhecida como segunda identidade de Bianchi, nos retornando uma combinag¢do dos tensores

ja citados.

Desse modo temos um ndmero bem limitado de acdes invariantes de Lorentz possiveis que

podem ser construidas. Para o caso quadridimensional, podemos por exemplo construir a a¢ao

S = /eMNpQ(&RMNePeQ + ﬁeMeNePeQ), (4.57)
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que € a acdo com o termo de Einstein-Hilbert mais o termo devido a constante cosmoldgica
escrita em termos de formas diferenciais. Para uma teoria em 50, a acdo mais geral possivel,
conhecida na literatura como agao de Lovelock [3], ndo envolve termos de torsdao, podendo ser

escrita do seguinte modo

S = /SMNPQR aeMeNePeQeReS + BRMNPeleleS 4 WRMNRPQeR). (4.58)

O primeiro termo € o termo devido a constante cosmoldgica em 5D, o segundo termo é a agao
de Einstein-Hilbert e o terceiro ¢ um termo conhecido como termo de Gauss-Bonnet, que é

quadratico nas curvaturas.

Apesar de agdes desse tipo serem invariantes mediante difeomorfismos dados por (4.49),
tentativas de se identificar transformagdes gerais de coordenadas com traslacdes locais em 4
dimensdes acabaram infelizmente por falhar, pois ndo existe uma 4-forma construida a partir
da conex@o da dlgebra de Lie de 1SO(1, 3) que € invariante mediante transformagdes locais de

Poincaré. [3]]

Portanto, uma outra tentativa seria de usar algum outro grupo de simetria diferente de
ISO(1,3) que contenha o grupo de Lorentz como um subgrupo. Portanto uma possivel es-
colha seria se usar os grupos de Sitter ou anti-de Sitter em 4 dimensdes, também conhecidos
como SO(1,4) ou SO(2,3), ou ainda dSy e AdS,, respectivamente. Todavia, ainda assim nio
€ possivel expressar a gravitacdo, num espaco quadridimensional, como uma teoria de gauge
para estas extensdes de SO(1, 3), tal como acontece quando consideramos a extensao natural

que envolve as translacdes, que € o grupo de Poincaré.

O que é animador em toda essa historia € que, diferente do que acontece em dimensodes
pares, quando consideramos um espaco de dimensao impar, temos que a gravitacdo pode ser
expressa como uma teoria de gauge para qualquer um dos grupos, de Sitter, anti-de Sitter ou até
mesmo Poincaré, uma vez que usamos acdes de Chern-Simons para sua descri¢do. A propria
defini¢do de polindmios invariantes toma conta da invariancia de gauge da acdo , como vimos

anteriormente.

Desse modo, as teorias de Chern-Simons sdo extremamente ricas para a gravitagdo. Pois,
primeiro, sdo teorias independentes de coordenadas, de modo que as a¢des sdo invariantes sob
difeomorfismos. Segundo, as a¢des sdo definidas a partir de polindmios invariantes, que sao
invariantes de gauge por constru¢do, de modo que as acdes sdo, também, invariantes de gauge.
Por fim, permite-nos extender a invariancia de Lorentz local para um grupo de simetria maior de
modo natural, com os grupos de Poincaré ou (A)dSs. A vantagem de se usar o grupo (A)dSs,

€ que este é uma “deformacdo”do grupo de Poincaré, de modo a considerar uma teoria com
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constante cosmoldgica A ndo nula, que seria justamente o pardmetro de deformagao (o caso em

que A = 0 nos retorna o grupo de Poincaré).

4.6 Acoes de Chern-Simons em gravitacao

Nesta secdo apresentarei alguns resultados importantes no que diz respeito a gravitacao
de Chern-Simons. Como os cédlculos podem ser bastantes arduos e extensos apenas apresentarei
os resultados mais importantes da literatura que sao relevantes para esse trabalho, de modo que

desenvolverei apenas os calculos que forem realmente essenciais.

Como vimos anteriormente, para interpretarmos uma teoria de Chern-Simons como uma
teoria para gravitacdo, € importante que usemos extensdes do grupo de Lorentz como grupos
de gauge associados. Contudo, apesar de termos uma teoria invariante de gauge e invariante
sob difeomorfismos, acabamos por pagar um preco: nossa descricao se dd numa variedade de
dimensao impar. Logo, se quisermos fazer uma descri¢ao quadrimensional necessitamos desen-
volver uma teoria em 5 dimensdes e, apds isso, fazer uma reducdo dimensional para voltarmos

a um cenario de dimensao 4. [[6] [9]

Contudo, antes de estudarmos uma teoria em 5D faz-se interessante ressaltarmos alguns
resultados obtidos para uma gravitacdo de Chern-Simons em 30, uma vez que as teorias em
dimensdes superiores sdo construidas de maneira andloga. Uma acdo tipica para a gravitacdo

em 3D usando o grupo (A)dS; como grupo de gauge associado é descrita por [§]]

2
S = 5MNPQ/ (A/]ZN<8M2AH3)PQ + §A/]KN(AM2AM3)PQ) €M1M2M3dx3’ (4.59)

7

onde A é a conexdo de gauge 1-forma, ao qual estd associada uma curvatura 2-forma F' e
emnpq € o tensor de Levi-Civitta completamente antissimétrico (aqui o tensor invariante €
gaB = guN,PQ = EMNPQ, onde A = M N e B = P() representam indices coletivos, de modo
que temos um polindmio invariante quadratico). O produto (A,, A#S)P @ pode ser expresso da
forma AMQPUAugUQ, usando para isso a métrica 7y;y. Os indices sdo tais que M, N,... =
0,...,3epuy,pua,pu3 = 0,1,2 e as equagdes de movimento provenientes dessa acio sdo dadas

FMN

simplesmente por = (, de modo que ndo hé graus de liberdade locais. [17]

Um fato interessante em 3 dimensoes € que os difeomorfismos ndo sido independentes do
grupo de gauge local, por conta da solucdo das equacdes de movimento. Assim, sempre existe
uma conexao de gauge tal que, dadas duas configuracdes que se diferem por um difeomor-
fismo, consegue conectar ambas por uma transformacdo de gauge [4, 3], o que, no formalismo
canodnico de Dirac [19] [20] esta relacionado ao fato de ndo haver novos vinculos independentes

oriundos por conta dos difeomorfismos.
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Agora, uma a¢do de Chern-Simons para a gravitacdo em 5D, que usa o grupo (A)dSs como

grupo de gauge € dada por (para este caso M, N,...=0,...,0e py,..., 15 =0,...,4)

3
S = 5MNPQRS/ (A%N(aNZAug)PQ(au4AM5)RS + §A%N(AN2AM3)PQ(6M4AM5)RS

3
+ gA%N (ApaAps) "2 ( A A )Rs) eIt dz?, (4.60)

De modo similar ao caso tridimensional, o tensor invariante € gapc = gMN,PQ,RS = EMNPQRS»
onde A = MN, B = PQeC = RS representam indices coletivos, de modo que temos um

polindmio invariante trilinear.

Podemos reescrever os produtos do tipo (A, A#S)P @ em termos do comutador graduado

A, A, 179, uma vez que A? = —[A, A]. Logo a acdo pode ser reescrita do seguinte modo
K2 K3 2

3
5= cuvrans [ (A2 (04 2 0uu)™ + AV Ay, 4,170y 0,0

T %A%N [Apzs Aus 7?1 Aus; Aus]RS) ghtada®, (4.61)

De forma totalmente andloga ao que ja vimos antes a conexdao pode ser decomposta do

seguinte modo

1 1
A= 5AMNTMN = §AMNVTMNdyc“, (4.62)

com a base T,y satisfazendo as relacdes de comutagao calculadas no capitulo 3,

Tvun, Trgl = —Tuprnng + Tuonne + Tneivg — Tnonavp- (4.63)
Calculando a curvatura encontramos

1 1
F=3 FMNTy Y = 3 FMN e Tnde dat, (4.64)

onde FMN — gAMN 1AM AUN Qs termos 1/2 que aparecem nas expansdes de A ¢ F
que ap P

devem-se a antissimetria em M N. As equag¢des de movimento obtidas pela variagdo de A sdo

ennpoFMNFPQ = 0. (4.65)
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Do mesmo que para interpretarmos uma teoria de CS em 3D para os grupos SO(1, 3) ou
SO(1,2) como uma teoria de gravitagdo com constante cosmoldgica [8]], precisamos identifcar
os geradores M,y do grupo (A)dSs com os geradores do grupo de Lorentz 5-dimensional

M 4p e com os geradores das translagdes P4, onde A, B =0, ..., 4, do seguinte modo [21]][6]

1
Map = Mag, Py = TMA57 (4.66)

de modo que as relagdes de comutacao ficam (lembrando que 755 = s)

[Map, Mcp] = +Macnep — Mapnpc — Mpcnap + Mppnac,
[Map, Pc] = —Panpc + Panac, (4.67)
[Pa, Ps] = 5 Tas.
Aqui [ é um parametro com unidades de comprimento (¢ = h = 1), necessdrio para que
as dimensdes do vielbein ([comprimento]') e da conexio de spin ([comprimento]”) sejam com-
pativies, de maneira que podemos agrupar tanto o vielbein 5-dimensional quanto a conexado de

spin na conexao A, de modo que

N AAB = 1B conexdo de spin
AV = 1 : (4.68
AN = 76’4, vielbein )

Assim, podemos propor a seguinte expansdo da conexao:

1
A= §wABTAB + 4Py, (4.69)

0 que nos leva a seguinte expansao da curvatura

1 1 1
F=3 (RAB - Z—ZeAeB) Tap, +ZTAPA (4.70)

onde R*Z ¢ a curvatura 2-forma no contexto da gravitacio anteriormente apresentada, e 7~

designa a torsdo, a fim de ndo a confundirmos com os geradores 7.

Feitas essa consideracdes podemos reescrever a acdo (4.60) em termos de e e R [6]]

2 1
S = k:/eABCDE (eARBCRDE — 3—;eAeBeCRDE + @eAeBeCeDeE) . 4.71)

k e [ sdo parametros que estdo relacionados com a constante cosmoldgica A e com a constante
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da gravitacdo de Newton GG em 5D. Para verificarmos a relagcdo explicita entre essas grandezas
devemos escrever as equagdes de movimento provenientes da extremizagdo da agdo e aplicar-
mos o limite de baixas velocidades, a fim de compararmos com a gravitagao de Newton. Feito

isso obtemos que [7]]

3s
2

=A k= —%TAG%D. 4.72)

O segundo e terceiro termo que aparecem em (4.71) sdo justamente o termo de Einstein-
Hilbert e o termo devido a constante cosmoldgica, ambos num espago 5-dimensional, enquanto
o primeiro termo € o termo de Gauss-Bonett j4 mencionado. Este termo nao entra na agcdo via
o acoplamento com uma constante arbitraria, mas relacionado a G e [ em virtude da invariancia
sob (A)dSs. Resultados referentes a equagdes de campo nesse formalismo bem como solugdes

de interesse fisico foram estudadas em [7]].

4.7 Dinamica das teorias de Chern-Simons

A fim de estudar a dindmica das teorias de gravitagdao via acdes de Chern-Simons, irei
considerar um caso geral onde temos uma variedade de dimensdo 2n+1 e um grupo G qualquer,
de dimensdo N. Em seguida aplicaremos os resultados obtidos para o caso (A)dS5 de interesse
e, no proximo capitulo, usaremos o resultado geral aplicado a teoria que serd desenvolvida com

o grupo (A)dSs5 expandido.

Uma forma de Chern-Simons geral para essa situacdo € descrita a partir da férmula de

transgressao (ver equagdo (4.35))), sendo obtida a partir da expressao

dQ*tt = Gay.an P o FO T (4.73)

com ¢,,. ., sendo o tensor invariante na representagao adjunta. As equacdes de movimento
1 n+1

sao

Yaay..an ' FO =0, (4.74)

que se reduzem a guq, F'* = 0 € Guaya, F*' F*? = 0, para os caso tri e penta-dimensionais

respectivamente, em total acordo com o que obtivemos nessa secao para os casos considerados.

A fim de aplicarmos o formalismo Hamiltoniano de Dirac (apresentado no apéndice A),
vamos supor que a variedade )/ admite a topologia R x X, onde R € o espaco real e 2 € uma

variedade de dimensao 2n. Vamos supor que a dimensao temporal corresponde a R enquanto
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as dimensdes espaciais correspondem as coordenadas x* de . O tratamento que se segue €
baseado na referéncia [4], para uma andlise completa e detalhes nao citados aqui, recomenda-se

a sua leitura. Assim, podemos escrever a conexao como

A = A%dxt = Ajdt + Ajda’, (4.75)
sendoquea=1,...,Nei=0,...,2n — 1.

Assim, temos que a agdo de Chern-Simons pode ser escrita como

S = / (z;(Ag.)Ag - AgKa> , (4.76)

com K, escrito em termos das curvaturas

1 11...92n & an

Ka = _%gaal...ang INTREE EQn—1i2n7 (477)

e [, uma funcdo que pode ser escrita em termos da conexdo e das curvaturas, sendo dada por

2

lé - _Fﬁaal-..angm...ZQnilA;’? Fiﬁa o 522721'27171' (4'78)

As equagdes de movimento sao portanto
K,=0 4.79)
(A} — D;Ap) =0, (4.80)

dizendo respeito as variagdes da a¢do em relacdo a Afj e A{ respectivamente. 2., é uma matriz
formada pelos parénteses de Poisson dos vinculos, a definir em seguida (conforme mostra o

apéndice A), sendo dada por

QY = —2n_1g"ﬂ‘l---@'%fz’gabalm%flFg;2 T (4.81)

A ideia € aplicarmos o formalismo Hamiltoniano de Dirac ao sistema escrito dessa forma
para estudarmos a dindmica do mesmo e, posteriormente, tentarmos passar para uma aborda-
gem quantica [10]. Assumiremos que o leitor ja esteja de certa forma familiarizado com tal
formalismo. Caso ndo esteja, o apéndice A traz uma abordagem bem resumida do caso dis-
creto, de modo que a trazer os conceitos e as defini¢des essenciais que serdo aqui usadas, com
a ligeira diferenca que aqui estamos num ambiente continuo. A transi¢do se da do seguinte

modo: uma vez que estamos num cendrio de teoria de campos, as quantidades que calcula-
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mos, como os vinculos, sdo vélidas localmente. Por isso, sdo fungdes dos pontos da variedade.
Assim, devemos escrever os vinculos como quantidades locais: (por isso £(Z) é um campo

infinitesimal)

¢ = / 7)o (7). (4.82)

Analogamente, os parénteses de Poisson das varidveis candnicas € dado agora, por

{Au(@),p"(9)} = 0,6(Z — 7)), (4.83)

enquanto o parénteses de Poisson de duas func¢des do espaco de fase é

_( ou oV ou oV ) (4.84)

5A4,(@) op" (@) oph(@) 64, ()

onde A, é a conexdo e p" sdo os momentos canonicamente conjugados aos campos A, que

calcularemos a seguir.

Dito isto, estamos aptos a utilizar os resultados do apéndice A para nosso caso. Notemos
primeiramente que a a¢do (4.75) € uma acdo de primeira ordem no que diz respeito as derivadas
em ordem ao tempo. Assim, quando passamos do formalismo Lagrangeano para o Hamilto-
niano, somos conduzidos a uma Hessiana de determinante zero, de modo que acabamos por
nao conseguir inverter todos os momentos conjugados aos campos. [22] Logo, existem relacoes
entre 0s momentos conjugados e os campos, portanto vinculos, de modo que as equagdes de
movimento ndo sdo suficientes para nos dar toda a informagao sobre a dindmica do sistema.

Por conta disso, faz-se necessario o uso do formalismo Hamiltoniano de Dirac.

Como a acdo € linear nas derivadas temporais de A{, o respectivo momento conjugado

canonico é

P, =1, (4.85)

estando sujeito, portanto, a 2n/N vinculos primérios dados por
Fo = Do — Lo = 0. (4.86)

Calculando o momento conjugado referente a Ajj, obtemos

py =0, (4.87)
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cuja condicdo de consisténcia nos da o seguinte vinculo secundério:
K, ~0, (4.88)

com K, dado pela equacao (4.77).

A fim de classificarmos os vinculos em vinculos de primeira e segunda classe, podemos

fazer uma mudanga de base dos vinculos K, para GG,, onde

Go = =K, + Di¢l, (4.89)

pois a superficie definida no espaco de fase pelos vinculos ¢;, e K, é equivalente a superficie
definida por ¢! e GG,. A vantagem de se fazer isso € que podemos identificar os vinculos G,
como vinculos de primeira classe, uma vez que eles geram as transformagdes de gauge([20]. De

fato, uma transformacgdo de gauge infinitesimal, ¢ dada por

0 AL = D, (4.90)

com € um campo infinitesimal valorado na dlgebra de Lie. Contudo, se calcularmos os parénteses

de Poisson de A com G, obtemos

{a@), [ e} = -pe. @91)

de maneira que podemos fazer a identificacao

&%:{M@y/&m@@ﬁ. (4.92)

O Hamiltoniano do sistema (equacao (A.8))) é dado por

H=/@M%Amfm%®, (4.93)

de modo que em posse deste, podemos analisar as condi¢des de consisténcia, a fim de verificar-
mos se hd novos vinculos. Como G, é de primeira classe, temos automaticamente que G = 0,
logo a condic¢d@o de consisténcia referente a este vinculo nos leva a uma equagao do tipo 0 ~ 0,
ndo trazendo nenhum novo vinculo. Relativamente a ¢!, obtemos que gb; = Q;]b)\? = 0, onde
)\?(f) sdo multiplicadores de Lagrange relativos a ¢’,. Logo somos levados a condigdes que os
multiplicadores de Lagrange devem obedecer a fim de que este vinculo seja estavel. Portanto,

nao obtemos nenhum vinculo novo.
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Assim, calculando os parénteses de Poisson, definidos em (A.9)), em relagdo aos vinculos

obtidos, encontramos que

{Ga(f)a Gb(_))} = fachc f)é(
{6a(2), Go(¥)} = fu* Ge(7)0 (7 — 7). (4.94)
{04(), 04} = ULD(T — D).

fap© sdo as contantes de estrutura da dlgebra de Lie associada. Assim, os parénteses de Poisson
de GG, em relagdo a qualquer um dos vinculos é uma combinacio linear de vinculos, logo é
fracamente igual a 0, revelando que GG, é de fato de primeira classe. Além disso, temos que
os parénteses de Poisson de GG, com o Hamiltoniano é fracamente zero. Logo, eles sdo os

geradores das transformacgdes de gauge.[22].

A questdo agora passa a identificarmos dentre os ¢'s quais sdo de primeira e de segunda
classe.Para isso € conveniente agrupar todos os colchetes de Poisson dos vinculos na seguinte

matriz

{6, 61} | {Ga, ol
{61 G} | {Gu, G}

(4.95)

ij

O bloco superior esquerdo € a matriz €2,

de dimensdo 2n/N, podendo agrupar vinculos
tanto de primeira classe quanto de segunda. Do mesmo modo, o bloco inferior direito € uma
matriz de dimensdo N que agrupa os colchetes de vinculos de primeira classe G,. Os outros dois
blocos agrupam colchetes dos vinculos G, de primeira classe, com os vinculos ¢, que podem
ser de primeira quanto de segunda classe, mas que pela defini¢do de vinculos de primeira classe,
acabam por ser fracamente iguais a 0.

Com isso, o nimero de vinculos de segunda classe em nossa teoria serd igual ao rank

ab
17
linhas linearmente independentes de Q?Jb Isso € devido ao fato de que se houver linhas de Q?f

(também chamado de posto) de €2, que € igual ao rank de €2}, ou seja, o total de nimero de
que sdo combinagdo linear de outras, significa que alguns dos vinculos ¢, podem ser expressos
como combinagdo de outros. Contudo, podemos diagonalizar a matriz em blocos, de maneira a
obtermos uma submatriz referente a todos os parénteses de Poisson nao nulos. A quantidade de
linhas nulas resultantes do processo de diagonaliza¢do nos revela a quantidade de vinculos de

primeira classe dentre os ¢'s.

Assim podemos determinar a natureza dos vinculos ¢!, determinando os autovalores de ijb
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Sabemos da algebra linear que uma matriz inversivel ndo admite autovalores nulos. Logo, se
encontrarmos algum autovalor de Q?JI? igual a 0, significa que Q?}’ nao admite inversa, de modo
que deve haver ao menos uma linha de ng que nao € linearmente independente das demais, o

que, em decorréncia da discussdo anterior, leva a algum vinculo de primeira classe.

Mostrou-se em [4] que na superficie K, ~ 0 e ¢ ~ 0, que é equivalente a superficie G, ~ 0

e ¢ ~ 0, faz-se presente a relacao

QI Fp ~ 0, (4.96)

que é uma relacdo para autovalores nulos. Logo existem 2n autovetores (vk)? associados a
esses autovalores nulos, onde £ = 0, ..., 2n. Portanto, dentre os ¢ ha um total de 2n vinculos

de primeira classe.

Ainda segundo a referéncia [4] estes sdo dados por

H; = Fi¢l, (4.97)

sendo os geradores dos difeomorfismos espaciais. Referentemente aos difeomorfismos tempo-
rais, estes nao geram vinculos de primeira classe, pois seus geradores sao uma combinacao dos

vinculos G, e H;.

Se ndo ha mais vinculos de primeira classe na teoria, podemos contabilizar o nimero
de graus de liberdade locais, conforme expressdo contida no apéndice A. Nossas varidvies
candnicas que definem o espaco de fase sdo (A?, p’). Temos portanto um total de 4n N varidveis
candnicas. Vimos que temos N + 2n vinculos de primeira classe, referentes as vinculos G, e
H;, respectivamente, além de 2nN — 2n = 2n(N — 1) vinculos de segunda classe, referentes
aos demais ¢'s que estamos a supor serem todos de segunda classe. Logo, o nimero de graus
de liberdade é

1
NGL = E(dlm EF — QVP — Vs)

= %(471]\7 —2(N+2n) —2n(N —1))=nN —n—N (4.98)

conforme indica [5].
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4.7.1 Genericidade

O conceito de genericidade [4] é de extrema importancia para uma tentativa de se
descrever uma teoria de gravitacdo no formalismo dos lacos quanticos [10], pois numa teoria
desse género, chamada de teoria genérica, o vinculo conhecido como vinculo hamiltoniano
ou vinculo escalar € uma consequéncia dos demais vinculos, tal como ocorreu no caso que

acabamos de abordar.

Vamos aqui utilizar a definicdo de genericidade dada por [21]], que apesar de mais sim-
ples que a dada em [4], generaliza esta ultima, uma vez que esta € definida com base no caso
desenvolvido nessa sec¢do. Portanto, chamaremos uma teoria de genérica caso os vinculos cor-
respondentes as transformagcoes de gauge e aos difeomorfismos espaciais formem uma base

para todos os vinculos de primeira classe da teoria.

Dessa forma, se a matriz ) € a matriz que representa os parénteses de Poisson de todos
os vinculos da teoria tem dimensao igual a R e Vp € a dimensd@o da base dos vinculos de pri-
meira classe, entao €2 deve ter o rank maximo r,,,,,, compativel com a defini¢do de genericidade

anterior. Logo,

Tmaz = Tank Q = R — Vp. (4.99)

A maior vantagem dessa abordagem € que se {2 tem o rank maximo, nio hd outros vinculos
de primeira classe na teoria além dos vinculos devidos as transformacgdes de gauge e aos dife-
omorfismos espaciais, de modo que os vinculos devidos aos difeomorfismos temporais podem
ser escritos a partir destes. Essa condicao acaba por facilitar a aplicagdo do formalismo dos

lacos quanticos.

4.7.2 Dinamica da teoria de Chern-Simons em 5D para o caso (A)dSs

A partir da andlise anterior, podemos verificar a dindmica das teorias de Chern-Simons
para gravitacdo em 5D com o grupo (A)dSs como grupo de gauge. [S] Logo a dlgebra de Lie
associada é (a)dS5, sendo o tensor invariante €,y pgrs. Assim, devemos substituir os indices
referentes a dlgebra de Lie geral por indices coletivos M N. Notemos ainda que para esse caso
temos n = 2 (pois a dimensado da variedade € 5) e N = 15, uma vez que temos 15 geradores

associados ao grupo (A)dSs.

Desse modo as equacdes de movimento sao

ennporsFPOFRS =0, (4.100)
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que sdo equivalentes a e (4.80), no caso particular em que o grupo considerado é o
(A)dSs, sendo

1

Kun = _§5MNPQR35ijleinDQFI§S (4.101)
© 1

O resto da andlise € feita de forma exatamente igual a desenvolvida para o caso geral. Logo
temos 15 vinculos secundérios K,y que nos levam aos 15 vinculos de primeira classe Gy .
Para além destes temos os (bZM ~» que consistem num total de 4 x 15 = 60 vinculos, cujos
parénteses de Poisson nos ddo Qy/npo” = Qun'pg’s que por sua vez é uma matriz 60 x 60,

considerando-se o multi-indice M Ns.

Dentre os ¢, conhecemos 4 vinculos de primeira classe H;, que geram os difeomorfismos
espaciais [3S]]. Logo, como ndo temos mais vinculos na teoria, o nimero de vinculos de segunda
classe € #¢ < 56, de modo que rank €2 < 56 Desse modo, para atendermos a condi¢ao de
genericidade, ndo podemos ter mais vinculos de primeira classe na teoria, de modo que teremos

uma teoria genérica se rank 2 = r,,q, = 56.

Agora, se encontramos uma configuracdo que obedeca aos vinculos K, ela nos retornard
um determinado rank . Contudo, como essa andlise € local teremos que o rank €2 é no minimo
r, ou seja, rank 2 > r. Juntando essa condi¢do com a condic¢ao anterior obtemos um limitante

para o rank €, pois r < rank Q0 < rp40.

Tomemos, pois, o exemplo dado em [4], onde a curvatura tem a seguinte configuracdo

F? — dotdx? + daedda?
F3 = dotda? — dzida? (4.103)
F? = datda® + dx?da?

FMN — (), caso contrdrio.

Precisamos verificar se existe uma conexao A que nos da tal curvatura. Mas isto € imediato,

pois como FMN — qAMN 4 AM - AKN pasta tomarmos AMY tal que
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A2 = 2 da? + 23dx?t
A = 2lda? — 23da? (4.104)
A% = 2lda® + 22da?

AMN — (), caso contrério.

Desse modo temos que o vinculo (4.101) € satisfeito, pois para essa escolha de F' temos que
F12F34 — F12F56 — F34F56 =0.

Queremos portanto saber qual o rank gerado por essa configuragdo, para termos um limitante

inferior para o rank de €). Para isso basta olharmos para as solugdes da equagao de auto-valores

Qunpo” VP, =0, (4.105)

pois se €2 possui linhas que sdo linearmente dependentes de outras (logo nem todos os vinculos
sdo de segunda classe), entdo det () = 0, de modo que ndo admite inversa. Assim, podem
existir VjRS que sdo diferentes de 0. Desse modo, para obtermos o rank de €2 basta calcularmos
quantas solu¢des sdo nao nulas. Mas se usarmos a relacao (#.102)), a equacdo anterior nos da a

seguinte condicao

ennpors FPVEQda’ = 0. (4.106)

Usando a configuragio dada por (4.103)), somos conduzidos a

[ennpoiza(datde® + da’da’) + ey pgas(da’ da® — da’dz®) +
emnposs(datde® + dz’da)| VP9 da’ dz' = 0, (4.107)

cuja solugio nos mostra que todos os V7 ; sdo nulos, excetos os listados abaixo:

V6, — V12, — 3,
Vo6, — 12, — 34,
VI, — 12, — 3,
V6, — 12 — 3
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Logo temos apenas 4 solugcdes independentes, o que nos revela que o rank de ) para essa
configuracio é »r = 60 — 4 = 56. Portanto, temos que 56 < rank €2 < 56, ou seja, rank {2 =

Tmaz = 00. Portanto podemos concluir que essa teoria € de fato genérica.

Chegamos a mesma conclusdo usando uma abordagem numérica. Para isso construimos um
programa de computador, utilizando o software Mathematica, que dada uma configuragcdo das
curvaturas, verifica se estas obedem as equagdes de vinculos e, apds isso, calcula o respectivo
rank de €2. O resultado obtido pelo programa coincidiu com o célculo analitico, retornando 56

como resposta. O programa utilizado encontra-se no apéndice B.

Uma vez que sabemos que o niimero de vinculos de primeira classe € 19 (15 G's, associados
as transformacgdes de gauge, mais 4 combinagdes dos ¢ que estdo ligados aos difeomorfismos
espaciais) e o numero de vinculos de segunda classe € 56, podemos obter o numero de graus
de liberdade da teoria, de acordo com (4.98)), sabendo que a dimensao do espaco de fase é 120.

Assim,

Ngr = = (120 — 38 — 56) = 13. (4.108)

N —
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Capitulo 5

Gravitacao de Chern-Simons para a

algebra C';

Como vimos no capitulo anterior, as formas de Chern-Simons nos fornecem um bom ferra-
mentério no que diz respeito ao contexto da gravitacdo: Produzem agdes que sdo invariantes de
gauge e invariantes sob transformacdes gerais de coordenadas, além de permiterem extensoes
do grupo de Lorentz. A fim de tentarmos obter uma teoria de gravitacdo que reproduza a te-
oria de Einstein, necessitamos contruir uma a¢do em 50. Como vimos 0 menor grupo que
contém o grupo de Lorentz como subgrupo num cendrio penta-dimensional é o grupo (A)dSs.
A vantagem de se usar este grupo € que, tal como comentamos anteriormente, ele pode ser visto
como uma deformacao do grupo de Poincaré, de maneira que podemos passar para um teoria
com constante cosmoldgica. Nesse sentido, A é o pardmetro de deformacdo, de modo que se
tomarmos A = 0, temos o grupo de Poincaré. Mas ainda podemos pensar também em utilizar
extensoes de (A)dS5, pois uma vez que estas extensdes contenham (A)dSs, também irdo conter
Lorentz. Desse modo iremos usar as expansdes propostas no capitulo 3, que nos levaram a

algebra Cf.

Mas qual a vantagem dessa extensdo para gravitacao? Como mostramos no capitulo anterior,
no formalismo de primeira ordem, agrupamos tanto o vielbein quanto a conexao de spin na
conexdo 1-forma A, conforme mostra a equagdo (4.68). Assim, os campos associados a esta
teoria s@o interpretados como campos de gravitacdo. Contudo a dlgebra C5 possui o dobro
de geradores de (A)dSs, logo o dobro de campos. Assim, 0s campos extras que aparecem
numa teoria de Chern-Simons construida a partir desta dlgebra acabam por interagir com os
campos de gravitacdo, de modo que podemos interpreti-los como uma possivel matéria. Assim,
a vantagem de se usar essa expansao seria justamente a possibilidade de se introduzir a matéria

nas teorias de gravitagao.
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5.1 Construindo a acao de Chern-Simons para ('

A fim de relembrar o leitor dos resultados obtidos no capitulo 3, vamos resumir as principais
caracteristicas da dlgebra C5: Possui como base Ty no = AoTyn, coma = 0,1 e MN os
indices de (A)dSs, logo um total de 30 geradores, sendo que o semigrupo finito associado

possui a seguinte tabela de multiplicacdo (¢ = +1)

S [ X M
Ao | Ao A1
/\1 /\1 Ef)\(]

As constantes de estrutura sdo fisna, pQgRS7 = Ko fun, PQRS , onde K,3" é dado pela
equagio (3:33) e furv.po™ as constantes de estrutura de (A)dSs dadas por (3.19). Por fim,
o tensor invariante de C’5 na representacdo adjunta € ga/na, PQB RSy = c(;Kaﬂfs MNPQRS»> COM

dois parametros arbitrarios ¢q e ¢; (o, 5,7,0 = 0, 1).

Assim, a conexdo de gauge € escrita do seguinte modo

1 1 1
.A - §AMNQTJ\/[NQ - §AMNOTMN0 + QAMNlTMNl. (51)

Assumindo que os campos referentes aos campos de gravitagao estdo relacionados com o
indice 0 da conexdo e os campos referentes a matéria com o indice 1, é conveniente para nds
separarmos, desde o inicio, o que seria proveniente da gravitacao e o que seria proveniente da

matéria, de modo que vamos definir

AMN . — AMNO gravitacao (5.2)

BMN .— gMN1 matéria (5.3)

A eventual pergunta que podemos nos fazer € o porqué dessa escolha particular e ndo a
escolha contraria, ou seja, o porqué de ndo tomarmos B como sendo a parte gravitacional e A
como sendo a matéria. A resposta dessa pergunta se torna mais evidente quando calculamos
como A e B se transformam mediante transformagoes de gauge infinitesimais. Como A € a

conexdo de (5, transforma-se, infinitesimalmente como

0A =dO + [A, 0], (5.4

onde O é um campo infinitesimal que admite a expansdo O = A\qw + A17. Sendo assim temos
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que

5./4 = )\odw + )\1d77 + [)\oA + )\13, )\0(.&.) + )\177]
= )\Odw + )\1d77 + )‘O{A7w] + )‘1["47 77] + )‘I[Ba w] + 8>\0[B7 7]] (55)

Uma vez que A = M\gA + A\ B, temos que

Logo,
JA=dw+[Aw|+¢[B,n] =06,A+6,A (5.7)
0B =dn+[A,n +[B,w| =6,B+6,B, (5.8)
onde
0pA = dw + [A,w], dwB = [B,w] (5.9)
0,A =€[B,n, 6, B =dn+[A,n)]. (5.10)

Portanto, podemos observar que 6, A € a lei de transformacgdo de uma conexao para o grupo
(A)dSs, enquanto 6, ¢ um termo que aparece devido ao processo de expansdo. Contudo, nao
podemos identificar nem 9,3 nem 9, B como a transformacao infinitesimal de uma conexao.
Ao invés disso B transforma-se de maneira covariante na representacdo adjunta. Desse modo
nao podemos identificar B como sendo o campo de gravitagdo, podendo identifici-lo apenas
como um campo que interage com este, logo um campo de matéria. Assim, A é o campo

relacionado a geometria € B o campo associado a matéria.

Poderiamos ainda nos perguntar em relacdo a natureza da matéria associada ao campo B.
Ou seja, se B representa a matéria usual tal como estamos habituados, ou algum outro tipo de
matéria, como a matéria escura por exemplo, ou ainda, uma mescla de ambas. Para fazermos
essa andlise € preciso estudarmos os possiveis modelos cosmoldgicos provenientes dessa teoria,
bem como as possiveis solucdes que estes nos apresentam. Contudo ndo faremos isto neste

trabalho, de modo que pretendemos responder essa questdao em trabalhos futuros.

Feita essa andlise, podemos calcular a curvatura F = d.A + A2, para isso precisamos de
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1 1
A2 = ZAMNQAPQﬁTMNaTPQﬂ = g.AMNaAPQB [TMNou TPQB]

1
= gAMN“APQBAaAﬁ [Tww, Trq)- (5.11)

Fazendo a soma implicita em « e e tendo em mente a tabela de multiplicacdo de .S,

podemos escrever A? em termos de A e B. Assim,

A? = = (N AMNAPC Ty n, Trg) + MAYN BP9 Tyy, Tpg) — MAMY BP9 [Tpg, Ty +
8)\()BMNBPQ [TMN, TPQ] )

1 1
= g)\oAMNAPQ [Ty, Tro] + ZMAMNBPQ [Tvn, Trol +

ol —

1
é?g)\oBMNBPQ[TMN, TPQ]; (512)
ou, de forma mais compacta,
A? =X (A* +eB?) + Mi[A, B]. (5.13)

1
Mas ainda, podemos escrever A = \,.A%, com A% = §AM Nep, . Logo,

dA = NdA + \dB. (5.14)

Portanto, a curvatura € escrita do seguinte modo

F = XodA+ MdB + \g (A* + eB?) + )\ [A, B]
= (dA+ A2+ eB?)  + )\ (dB + A, B))
= MF + MG (5.15)

com
F:=dA+ A* +eB? G :=dB + [A, B] (5.16)

O préximo passo € calcular a acdo de Chern-Simons para C;. A expressdo (4.42)) aplicada a
algebra expandida nos permite obter a seguinte acao
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S = CéKa,Bq/aEMNPQRS/ (AMNadAPQﬁdARS’Y + gAMNa(A2>PQBdARS’Y+
gAMNa(A2)PQﬂ<A2)RS’Y) ) (517)

Portanto a acao de Chern-Simons para esse caso possui dois parametros independentes: ¢ € ¢y,
de modo que temos duas acdes possiveis. Assim, a agdo mais geral possivel € uma combinagdo

destas duas.

A fim de ficar evidente quais termos na acdo sao devidos a parte gravitacional e quais sao
devidos a matéria, devemos fazer a expansdo de .4 em termos de A e B. Para isso temos de nos
atentar que os tnicos K's ndo nulos sdo Ky, = 1, Kgy = Kg1o = Kigo = 1, Kiyy = Koy =
K}, = ¢ e K{;; = ¢. Assim, a soma implicita em o, 3, 7y ir4 retornar termos n@o nulos apenas

quando os indices admitirem uma combingdo que nos retorna algum dos K's listados.

Como temos muitas possibilidades de combinacao, penso ser elucidativo separarmos a acao
em cada uma das possiveis combinagdes que nos dardo algum termo nao nulo, de modo a tornar

a analise mais facil. Para isso irei definir

Saﬁ“/ = EJV[NPQRS/ (A]V[NadAPQﬁdARS’y + gAMNOC(AQ)PQBdARSW“‘

gAMNa(A2)PQB(A2)RSfy) 7 (518)

onde deixei de fora o fator cs5 K, aﬁ»yé, afimde termos S = ¢s K, am‘sSaﬁ”. Desse modo precisamos

obter S°% SO §010 " GM1 O primeiro termo nos retorna
SOOO _ 5MNPQRS/ (.AMNOd.APQOdARSO + gAMNO(A2)PQOdARSO+
3
g_AMNO(\/42)PQO(J42>RSO) .

De (5.13) e (5.14), fica evidente que (A*)M"? = A2 +eB%e (A%)MN! = [A, B], bem como
dAMNO — gAMN & g AMNT — (B. Portanto, substituindo na expressdo anterior obtemos que
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SOOO _ SMNPQRS/ (AMNdAPQdARS + gAMN(A2>PQdARS + ggAMN(B2)PQdARS+

gAMN(A2)PQ(A2>RS + g&AMN<A2)PQ(BZ)RS + g&AMN(B2>PQ(A2)RS+

gAMN(Bz)PQ(BQ)RS) .(5.19)

De forma similar, S*! nos retorna
3
8001 — EMNPQRS/ (AMNOdAPQOdARSI + §AMNO(A2>PQOdARSI+
3
_AMNO ./42 PQO AQ RS1 7
AMNO( 2P0 42)

que em termos dos campos A e B nos da

S% = epnpPoRS / (AMNdAPQdBRS + gAMN(AQ)PQdBRS - ;aAMN(B2)PQdBRS+

gAMN(AQ)PQ[A, B + geAMN(B2)PQ A, B]RS) . (5.20)

Procedendo da mesmo modo obtemos 0s termos restantes:

SOlO — EMNPQRS/ (AMNdBPQdARS + gAMN[A, B]PQdARS+

gAMN[A, B)PQ(A%)RS 1 geAMN[A, B]PQ(B2)RS> : (5.21)

5100 _ 5MNPQRS/ (BMNdAPQdARS + gBMN(AZ)PQdARS + ;gBMN(Bz)PQdARS—l—

gBMN(A2)PQ(A2)RS + gﬁBMN(AQ)PQ(BQ)RS + gf—:BMN(BQ)PQ(AQ)RS—f-
gBMN(BQ)PQ(B2)RS) .(5.22)
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3
SOH = 5MNPQRS/ <AMNdBPQdBRS + QAMN [A, B]PQdBRS+

gAMN[A, BJF9[A, B]RS> : (5.23)

3 3
glo1 _ €MNPQRS/ (BMNdAPQdBRS i 5BMN(Az)PQalBRS + §5BMN(BQ)PQdBRS

%BMN(Az)PQ[A, B + geBMN(B2)PQ[A, B]RS) . (5.24)

3
SIIO — EMNPQRS/ <BMNdBPQdARS + §BMN[A, B]PQdARS+

gBMN [A, B)P9(A% RS 4 geBMN[A, B]PQ(BQ)RS> : (5.25)

3
51111 _ EMNPQRS/ (BMNdBPQdBRS + §BMN[A, B]PQdBRS+

25 B9 5. (5.26)

Uma vez obtidos todos os termos fica facil calcular S = ¢5 K, am‘sS “%7 Basicamente serd a
soma dos termos obtidos vezes ¢ ou ¢y, atentando-se para qual destas constantes retornard um

K ndo nulo. Logo, podemos finalmente escrever a acdo de Chern-Simons para a algebra C.

S = co[Sooo + £(So11 + S101 + S110)] + 1[(Soor + So1o + S100) + £S111]
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S = COEMNPQRS / {AMNdAPQdARS + ;AMN(A2)PQdARS + gaAMN(BQ)PQdARS+

gAMN(A2>PQ(A2)RS + g&AMN<A2)PQ(B2)RS + §€AMN(B2)PQ(A2)RS—I—
3 3

SAMN(BPUB 4 (AMNdBPQdBRS + SAYYA, B]POdB T+

gAMN[A’ B]PQ[A, B]RS +BMNdAPQdBRS + ;BMN<A2)PQCZBRS+

g&BMN(B2)PQdBRS + gBMN(Az)PQ[A,B]RS + ggBMN(B2)PQ[A7 B]RS+
BMNABPRdARS 4 gBMN [A, B]"9dARS 4 gBMN [A, B]"9(A%)R5+
g&BMN[A, B]PQ(BQ)RS> } +

ClgMNPQRS/ {AMNdAPQdBRS + gAMN(AQ)PQdBRS + SSAMN(BQ)PQdBRS—F
gAMN(AZ)PQ[A, B]RS + g&AMN(BQ)PQ[A, B]RS + AMNdBPQdARS—{—
S AVVIA, BIPOAARS 1 S AMN[A, BIPO(AN)RS 4 DAV A, BIFO(BY)S

BMNAAPOARS gBMN(AQ)PQdARS + gaBMN(BQ)PQdARS+

gBMN(AQ)PQ(A2)RS + g&BMN(A2)PQ(B2)RS 4 g€BMN(B2)PQ(A2)RS+

3 3
EBMN(B2)PQ(B2)RS +e (BMNdBPQdBRS + 5BM]V[‘/47 B]PQdBRS+

gBMN[A, B]F9[A, B]Rs) }

Podemos melhorar o aspecto da expressao anterior se agruparmos os termos que estdo mul-
tiplicados pela mesma fragdo, uma vez que sdao bem similares. Podemos nos atentar também ao
fato de que alguns termos sio iguais a outros, tais como BMNdAP?qBRY ¢ BMN(BFRgARS,
que aparecem no termo que contém cgy, pois como sdao forma pares o segundo termo € igual a
BMNgARS(BPQ e uma vez que estdo sendo multiplicados por €/ PQRs este ultimo fica inva-
riante a troca P(Q — RS, sendo portanto igual ao primeiro. Assim, a acdo pode ser reescrita

como
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S = CoffMNpQRs/ { AMNdAPQdARS + €AMNdBPQdBRS + 2€BMNdAPQdBRS+

g (AMN(A2)PRAARS 4 c AMN(B2)PRARS 4 e AMN[A, B|PRABTS +
eBMN(A)PRqBRS 4 pMN(B2)PRqBRS 4 e BMN[A, B]P9dARS) +

g (AMN(A2)PQ(A2)RS 4 AMN(B2)PQ(B2)RS 4 oo AMN(42)PQ(B2)RS
e AMNA, B)POA, BIS 4 2o BMV[A, BIPARRS 1 2B8MV (A, BFO(BY)RS) L+

CLEMNPQRS / { BMNgAPQIARS 4 cBMNgBPRIBRS 1 9 AMNgAPQgBRS 1

3
2 (AMN(A2)PQdBRS + e AMN(B2YPQIBRS | AMN[4 BIPQGARS
BMN(A2)PQARS 4 cBMN(B2)PQARS 4 cBMN[ A B}PQdBRS) +
3
5 (BMN(A2)PQ(A2)RS 4 BMN(BQ)PQ<B2)RS 4 2€BMN(A2)PQ(BQ)RS—|—
eBMN[A, BIP?[A, B]S + 2AMN[A, B)P9(A%)RS + 2e AMN[A, B)P9(B?)RS) } (5.27)
Logo, temos uma acao com 30 termos, dos quais 15 sdo referentes a ¢y e 15 sdo referentes
a c¢;. Perceba que se descartarmos todos os termos com alguma contribui¢cdo de matéria, que
corresponde a tomar B = (, recuperamos a a¢do de Chern-Simons em 5 dimensdes obtida

para o caso puramente gravitacional, dada pela equagio (4.60). Podemos concluir que a parte

puramente gravitacional é dada por
3
S = coEMNPQRS / {AMNdAPQdARS + §AMN(,42)1’%4RS+

gAMN(A2)PQ(A2)RS} 7 (528)

sendo todo o restante a interacdo com a matéria.

Assim, podemos proceder do mesmo modo que no capitulo 4 e tentar identificar a teoria
de Chern-Simons para C5 no caso sem matéria (B = () como uma teoria de gravitacio com
constante cosmoldgica. Para isso temos de agrupar tanto o vielbein 5-dimensional e quanto a
conexdo de spin w na conexdo A, de modo exatamente igual ao dado pela equacdo (4.68):

A2 = 4B conexdo de spin

1
A = ZeA vielbein

[

comM,N =0,...,5e A,B =0,...,4, sendo [ um pardmetro com a dimensido de um com-

MN
A ,
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primento.

Uma vez que a agdo (5.27) com B = 0 é exatamente igual a agdo para o grupo (A)dSs, dada
por ([@.60), quando expandida em termos de w”” e ¢!, nos retornara exatamente o resultado do

capitulo anterior, dado pela equacdo (4.71), ou seja

2 1
S = k/sABCDE (eARBCRDE — 3—;6AeBeCRDE + @eAeBeceDeE) ,

onde como ja mencionamos, k e [ sdo pardmetros relacionados a constante cosmoldgica e a
constante da gravitagdo de Newton. Como podemos ver temos a presenca do termo de Einstein-
Hilbert (segundo termo) e do termo da constante cosmoldgica (terceiro termo), sendo o primeiro
termo do tipo Gauss-Bonnet. Logo mostramos que a acdo de Chern-Simons para C’5 nao é livre

do termo de Gauss-Bonnet.

Este resultado contradiz o resultado obtido em [[11]], uma vez que os autores obtiveram, no
caso onde ha a auséncia de campos de matéria, que a a¢do nao possui o termo de Gauss-Bonett,
consistindo apenas do termo de Einstein-Hilbert mais o termo devido a constante cosmoldgica.
Acontece que, como mostramos no capitulo 3, os autores utilizaram como tensor invariante
da teoria um tensor com quatro parametros arbitrarios para construir a a¢cao de Chern-Simons
referente a Cs. Porém, como vimos, o tensor invariante é dado por (3.48), com apenas dois
parametros arbitrarios. Assim, a escolha especifica dos parametros tomada pelos autores de
[11], leva a uma agdo que nao € invariante sob C5, uma vez que o tensor utilizado ndo é um

tensor invariante, de modo que o resultado obtido por eles ndo pode estar correto.

Agora, em vez de tomarmos os campos de matéria como sendo nulos na agao (5.27), se
tomarmos os campos de gravitacdo como zero, ou seja, se fizermos A = 0, obtemos os termos

de auto-interacdo da matéria, sendo essa a¢ao dada por

3
EMNPQRS (Co/§BMN(BQ)PQdBRS+01/{€BMNdBPQdBRS—|—

3 HMN P RS

=BYN(BY)"(B?) : (5.29)
onde aparecem os dois parametros arbitrarios da nossa teoria. Esta acdo € bem similar a acdo
de Chern-Simons para o caso (A)dSs simples, onde em vez dos campos A temos os campos B.
Contudo, para que a a¢do anterior seja andloga a acdo em (4.60) precisamos impor que ¢y = ¢;

e que € = 1, confirmando o fato de que B ndo pode ser tomado como campo de gravitacdo.

Os demais termos que nao contém apenas A ou apenas B sdo os termos de interagdo dos

campos de gravitacdo com os campos de matéria.
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5.2 Dinamica

A andlise que sera feita nesse capitulo € similar ao estudo da dindmica das teorias de Chern-
Simons que fizemos no capitulo passado. Contudo agora tomaremos a dlgebra C'5s como algebra
de Lie associada. Desse modo substituiremos os indices a, D, ... do caso geral pelos multi-
indices M Na, PQf, ... da expansdo. Desse modo faremos a troca a — M Na,b — PQf e

assim por diante.

Como estamos num espaco 5-dimensional, iremos assumir que a variedade admite a topolo-
gia R x X2, onde R corresponde a reta real e corresponde ao tempo, enquanto > € uma variedade
de dimensio 4, correspondendo as 4 dimensdes espaciais, cujas coordenadas admitiremos ser
z',onde i = 1,2, 3,4. Uma vez feita essa folheaciio, podemos decompor a conexio do seguinte

modo

AMNe: — pAMNo g0 4 AMNe g0 (5.30)

Do mesmo modo que o obtido em [4], a acdo pode ser escrita em termos da curvatura F, da

conexdo A e as derivadas temporais de A, sendo dada por

S = / (lfMNa(Af QB AMNe _ A%N“KMNQ) . (5.31)

K v pode ser escrito como fungdo de F, sendo dado por
1 iy
Kyna = _3_2C(SKa,B'y(ngNPQRSi?Z]klﬁ?QBFSSVa (5.32)

e I’ uma fungio que pode ser escrita em termos de A e de F, sendo dada por

- 1 |
lvina = _ZCﬁKaB'y(ggMNPQRSgUklAfQﬁ.F,ﬁSW- (5.33)

MNa«a
AO

Fazendo-se as variagdes funcionais da agdo em relagdo a obtemos a seguinte equagao

de movimento

Kyna =0, (5.34)

enquanto que a variacio funcional em respeito a A" nos d4

inarasl A%~ D,AP) =0 539
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onde

i 1 5 1 RS
MNaPQs = _ZC6Ka67 emnporse M F . (5.36)

A fim de passarmos da abordagem Lagrangeana para a Hamiltoniana, conforme explicado
no apéndice A, necessitamos calcular os momentos conjugados relativamente aos campos.
Lembrando que como estamos no caso continuo, as derivadas parciais serdo substituidas por
derivadas funcionais. Com isso, uma vez que a a¢do € linear em Afw Ne o momento canonica-

7

mente conjugado a AN ¢

Phune = lunas (5.37)

o que nos leva a 120 vinculos primarios dados por

MNa = PMNa — luna = 0. (5.38)
Agora, visto que a acio ndo possui termos em A5 ¥*, 0 momento canonicamente conjugado
a AY'Ne ¢
0
pMNOé - O, (5.39)

cuja condi¢do de consisténcia nos da 30 vinculos secundarios dados por

Kyna = 0. (5.40)

Logo, temos um total de 150 vinculos em nossa teoria. Os vinculos dados por (5.40) nos
retornam condi¢des que as curvaturas J devem satisfazer, de modo que nem todos os F sdo
independentes. Ja os vinculos dados por (5.38)), uma vez dadas as curvaturas, estabelece quem

sd0 0s p's.

Assim, apés fazer a soma implicita em (3, , § em (5.32)), temos que a equagdo anterior pode

ser decomposta em dois casos, « = 0 e o = 1, que nos dé, respectivamente

1 .

Kino = —seunranse™ [(Ff QRRS | 5G§QG,§S) co+2FF QG,@%J ~0, (5.41)
1 ..

KMNl = —EEMNPQRsﬁwkl [2€E5QG,ZSCO + (F;];QF;;?S + EGZQGZS> 01] ~ 0. (542)

A condigdo (5.40) quando escrita dessa forma torna mais fécil a andlise que faremos a seguir
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quando considerarmos uma curvatura especifica para calcularmos um limitante para o rank de
Q.

Como vimos é oportuno para nés fazer a mudanca na base dos vinculos de Ky, para

GriNa» onde este é dado por

Grna = —Kuna + Didlynas (5.43)

pois podemos identificar os Gy, como sendo de primeira classe. De fato, é evidente que a
superficie de vinculos definida por K;n, € @prnve € @ mesma que a definida por Gy € darnva-
A vantagem desta mudanga pode ser vista quando calculamos os parénteses de Poisson de A

com G:

{ama), [0 @6m0sti) | = -2, 644
de modo que

Gy AN = {AZ-M”C“(@? / nPQﬂ@gmﬁ@)}, (5.45)

sendo 77 um campo infinitesimal que nos permite calcular o vinculo localmente. Logo os

vinculos G geram as transformagdes de gauge, sendo portanto de primeira classe.

O Hamiltoniano do sistema é dado, portanto, por

H = / (pé\/[NaAZJ'WNa - A(])\/[NagMNoz - )‘ﬁwNa(bé\/[Na> . (546)

Calculando os parénteses de Poisson, temos, tal como antes, que estes obedecem a

{gMNOé(f)’ gPQﬁ(g)} = KaﬁvfMNPQRSgRS'y(f)(S(_’ - ﬂ),
{Phina(T), Grs(D)} = Kag" frunpg™ drs, (D)0(Z — 7), (5.47)

{¢§\/[No¢(f)a ¢§3Q5(?j)} = Qé\]/'[NaPQB(f)é(f — ),

com Qé@ Napgp dado por (5.36).

Do mesmo modo que no capitulo anterior, {2 € uma matriz obtida a partir do parénteses
de Poisson dos vinculos, sendo desta vez, uma matriz 120 x 120, se considerarmos o multi-
indice M Nt como um unico indice matricial. Isso porque temos 30 geradores associados a
algebra expandida, pois M N possui 15 combinagdes antissimétricas distintas e o admite apenas

2 valores, 0 e 1. Os indices espaciais admitem 4 possibilidades 0, 1,2, 3. Desse modo temos
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que 2 é uma matriz 120 x 120, sendo dada por (5.36).

As constantes de estrutura K,3” farn pQRS que aparecem no calculo dos parénteses de Pois-
son sdo referentes a C5. Como os vinculos sdo fracamente iguais a zero, os dois primeiros
parénteses de Poisson sdo fracamente zero, e como o Hamiltoniano é uma combinacgdo de
vinculos, temos que o parénteses de Poisson de G com H é também fracamente zero, o que

mostra que G € de fato de primeira classe.

A estabilidade do vinculo G/n,, dada por G MmNa = 0 €& automaticamente satisfeita pelo
fato de G ser um vinculo de primeira classe, enquanto a estabilidade referente a ¢, apenas
leva a restricoes sobre os multiplicadores de Lagrange, de modo que a teoria ndo admite mais

vinculos.

Com isso temos um total de 30 vinculos de primeira classe, dados pelos G e mais 120
vinculos dados pelos ¢'s que podem ser tanto de primeira quanto de segunda classe. Vimos
que o nimero de vinculos de primeira classe dentre os ¢'s € igual ao nimero de linhas nulas
resultantes do processo de diagonalizacdo em blocos da matriz €2, de acordo com a equacio
(5.47). Portanto, o nimero de vinculos de segunda classe serd igual ao nimero de linhas nao-
nulas resultantes deste processo, logo igual ao rank de €2. Sabemos ainda, do capitulo anterior,

da existéncia de 4 vinculos de primeira classe dentre os ¢'s, dados por

H; = F/"Ne S Nes (5.48)

de modo que rank €2 < 116. Desse modo, a fim de termos uma teoria genérica, em principio,
deveriamos obter que () tem um rank igual a r,,,, = 116. Procedemos entao de maneira andloga
ao capitulo passado e tomamos uma configuragdo particular a fim de obtermos um limitante para
o rank €.

Inspirados no exemplo de [4], tomamos uma curvatura com a seguinte configuracao

F12 = datde? + dada® = G2
F3' = datds? — daddat = G (5.49)
F35 = datda® + do?dx* = GP°

FMN — 0 =GMN_ caso contrério.

O primeiro passo seria verificar se existem conexdes A e B que nos ddo tais curvaturas
e, portanto, satisfazem a (5.16). Ora, mas podemos verificar facilmente que para tal basta

tomarmos
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A2 = 2lda? + 23da* = B
A3 = ptda? — 2Pdat = B (5.50)
A% — plded 1 24t — B

AMN — 0 = BMN  caso contrrio.

O segundo passo ¢é verificar se, para a configuragdo dada, os vinculos dados por (5.41) e
(5.42) sdo obedecidos. Mas isto é ficil de se verificar, uma vez que F'2F3* = GG3 =
F12G34 — G12F34 — (. bem como F12F56 — G12G56 — F12G56 — G12F56 =0e F34F56 —

GG = 3G = G3 F = 0. Assim, para essa escolha temos K, vo = 0 e Ky ~ 0.

Feita esta andlise podemos passar ao cdlculo do rank de () nesta configuracdo. Para isso

obtemos o nimero de solucdes ndo nulas da equagdo de autovalores

Q%NQPQEV}PQﬁ =0, (5.51)

com Q7 pqp dado pela equagdo (5.36). Logo

csKop ennpors FEVEPdr' = 0. (5.52)

Apds realizarmos a soma implicita em J e reagruparmos alguns termos obtemos que

[CoKaﬁoo + 1 Kapo' + CoKamO + ClKaﬁll} [5IJKL12(dI1dx2 + dr’dxt)+
ersxrsa(drtde® — deda®) + ey rse(datda® + dazzdx4)] V}PQﬁd:Bjdxi =0, (5.53)

cuja solucdo nos da 8 elementos independentes em vez de 4, de modo que o rank {2 = 112 para
esta configuracdo. Com isso temos que 112 < rank {2 < 116, para a configuracio escolhida.
Ao considerar outras possibilidades mais complexas de curvaturas que obedegam aos vinculos
e tais que existam conexdes A e B que nos retornem essas curvaturas, acabamos por encontrar,

analiticamente, um rank no minimo igual a 112.

Dessa forma, a fim de ver se existem configuracdes tais que o rank seja superior a 112,
passamos para um cdalculo computacional onde adaptamos o programa utilizado no capitulo
passado quando consideramos o caso (A)dSs. Para isso dividimos o programa em dois sub-
programas: No primeiro programa, que encontra-se no apéndice C, calcula-se os vinculos K e
a matriz 2 a partir das expressoes e para curvaturas a principio indeterminadas.
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No segundo programa, encontrado no apéndice D, resolvemos os vinculos K em funcio de
F e depois atribuimos valores aleatdrios as 90 curvaturas independentes, pois como temos 30
vinculos dados por Ky, € 120 curvaturas, ao resolver os vinculos ficamos com 90 curvaturas

independentes. Por fim, calculamos o rank de (2.

Nos € permitido atribuir valores aleatdrios para as curvaturas pelo seguinte motivo: Imagine
que conhecemos a curvatura J valorada numa &lgebra qualquer (de indices a, b, c,...) num
ponto T genérico. Queremos verificar, portanto, se existe alguma conexio A, nas proximidades
de  que nos dd F,,,(z). Em outras palavras, tal como fizemos antes, dada uma configuracdo
para a curvatura queremos verificar se existe alguma conexao que nos da essa configuracdo
tomada. Mas o valor de F/ num ponto x préximo a = pode ser obtida via uma expansao de
Taylor, de modo que F,,"(z) =~ F,,,*(7) + O(x —7) = 0, Ay, — 0, A} + A, A+ O0(x —T) =
2dp,)" + fbcachl“; +O(xz — ), onde dj,,)* € um pardmetro antissimétrico em 4, v que representa
a antissimetria nas derivadas parciais de .A enquanto os parametros cZ e ¢, sdo parametros que

advém a partir do célculo do comutador. Assim, como estamos a procura de uma solucao par-

b

ticular, podemos tomar simplesmente o caso em que ¢,

e c;, sdo nulos. Desse modo a conexao

1
a —\V a( = —\2 .
dada por A}, = 5(91: — )" Fu"(Z) + O ((z — 2)?), nos retorna como curvatura justamente
F"(z). Mostramos portanto, que dada uma configuragdo genérica para a curvatura, sempre
existe uma conexao que nos retornard tal curvatura. Logo, podemos atribuir valores aleatorias

a F tal como fizemos no programa.

Como todas as amostras de valores de F utilizadas nos retornaram um rank igual a 112, po-
demos tomar esse cdlculo computacional como uma quase demonstragdo de que temos r = 112.
De fato, como mostraremos na se¢ao que se segue, existem mais quatro vinculos de primeira
classe associados aos difeomorfismos espaciais, que aparecem de forma natural devido ao pro-
cesso de expansao utilizado, de modo que o rank méximo ndo seria 116 como pensdvamos, mas
sim 112.

5.3 Difeomorfismos cruzados

Para que o modelo expandido nos retorne uma teoria genérica, os 4 vinculos de primeira
classe sobressalentes devem ser oriundos ou de transformagdes de gauge ou de difeomorfis-
mos espaciais. Vimos que a expansdo proposta dobra praticamente todas as grandezas quando
comparamos com o caso (A)dSs simples, tais como o nimero de geradores da dlgebra de Lie
associada, o nimero de campos associados, o nimero de vinculos, etc. sendo que o nimero de
vinculos relacionados a simetria de gauge também € dobrado. Portanto, os vinculos extras ou
estdo relacionados com alguma simetria a principio ndo tao visivel, ou, o que € um tanto quanto

inesperado, estdo associados aos difeomorfismos espaciais, de modo a passar de um total de 4
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para 8. Mostraremos nessa secdo que € de fato isso que acontece.

Como discutido no capitulo 4, os difeomorfismos espaciais sao dados como derivadas de
Lie, ou seja, 6¢ A}, = L¢ A}, para um campo vetorial §. No caso onde a dlgebra € C, temos que
a conexao admite a expansdo A = A\, AY = \gA + A\ B, como vimos, bem como £ = A\, % =

Aot + A1v, onde considerei £ = u e &' = v.

Uma vez que operacionalmente £, = i¢d + di¢, para calcularmos a derivada de Lie de A

precisamos primeiro de d.A bem como i¢.A. Assim,

dA =0, A, dx" dx"?, (5.54)

ieA=¢E"A, = (Aou” + \v")(NoA, + M B,)
= u"(MA, + M By) + v (MA, +eXB))
= M(u"A, +ev”"B,) + \ (v’ B, + v"A))
= Ao(iuA + £iyB) + M (i B + i, A). (5.55)

Portanto podemos calcular

iedA = &' dA, = €0, A, dat
= (Aou” + M0") (Ao Ay, + M0, By, )dat
= Mo(u’0,A,, + £0°0, By, )dat + A\ (u”0, B,, + v"0,A,,)
= Xo(iudA + £iydB) + M\ (iydB + i,dA), (5.56)

dig A = No(diy A+ edi,B) + i (diy, B + di, A), (5.57)

de modo que fica claro que

0eAd = LeA = N(LyA+eL,B) + M (LB + L,A),

onde
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0A=L,A+¢eL,B, 0B =L,B+ L,A. (5.59)

Dessa forma temos que
0WA=L,A e 6,B=L,B (5.60)

correspondem aos difeomorfismos espaciais, enquanto os termos
bfA=eL,B e 0,B=L,A (5.61)

correspondem a uma espécie de difeomorfismo cruzado que aparece como resultado do processo
de expansdo. Como u e v sdo vetores, possuem 4 componentes cada, de modo que temos um

total de 8 difeomorfismos generalizados, como haviamos adiantado.

Sendo assim, o rank médximo de 2 é 112. A fim de que os Unicos vinculos de primeira
classe da teoria estejam associados as transformacgdes de gauge e aos difeomorfismos espaciais,
devemos ter rank 2 = r,,,, = 112. Ora, mas este € justamente o rank que obtemos quando
tomamos a configuracdo dada por (5.49), bem como o rank obtido para muitas configura¢des
a partir do nosso cdlculo nimerico. Sendo assim obtemos que 112 < rank 2 < 112, de modo

que ndo ha outra op¢ao a nao ser rank {2 = 112, mostrando que a teoria é de fato genérica.

E facil mostrar que a a¢do de Chern-Simons € de fato invariante sob estes difeomorfismos.
Como S = / @5 e ()5 € uma H-forma num espago de dimensdo 5, sua derivada exterior € nula.

Por isso

uma vez que supomos nulos os termos de fronteira.

Podemos estudar também a dlgebra associada a estes difeomorfismos, ou seja, estudar os
comutadores dos difeomorfismos espaciais e cruzados quando aplicados aos campos A e B.

Para isso consideremos um segundo campo infinitesimal £ = A\, &* = Mgt + \v’. Desse
modo temos, de acordo com (5.60) e (5.61) que

(60, 0u]A = 64(6A) — 60 (54 A) = Loy LA — LoLow A
= LiyanA = A, (5.63)
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onde [u, u'] é o colchete de Lie dos vetores u e u’, bem como,
(6, 6] B = — 6101 B. (5.64)

Logo, podemos concluir que operacionalmente o comutador de dois difeomorfismos espaciais

nos retorna um difeomorfismo espacial, ou seja,

[0us O] = —Ou,u- (5.65)
Procedendo de forma similar temos que

(60, 62 A = 6,(62A) — 67 (5, A) = Lo LB — eLouLyB

= —eLuB = —5[271)]14, (5.66)
sendo que quando aplicado ao campo B nos da
[0u,0, ]B = —5[2711}3. (5.67)
Por isso, obtemos que
[0u, 0, ] = —(5[2,”}. (5.68)

Ou seja, o comutador de um difeomorfismo espacial com um difeomorfismo cruzado nos retorna

um difeomorfismo cruzado. Por fim, para o comutador de dois difeomorfismos cruzados temos

(63, 0%)A = 6X(6% A) — 6%(6XA) = eLoy LoA — eLo Lo A

= —85[1)7@/]14 = —5(5[1,,1)/]14, (5.69)
onde para o campo B também obtemos que
[0, 00| B = =00 B, (5.70)
de modo que € possivel identificarmos
[55, (55,] = —6(5[1,71}/] (571)

Assim, o comutador de dois difeomorfismos cruzados nos retorna um difeomorfismo espacial.

Resumindo, obtemos que
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[51“ 5U’] = _5[%“']
[51“ 6;;] = _5[271;}
[05,05] = —€0u)

Por ultimo, como j4 identificamos o nimero de vinculos de primeira e segunda classe, pode-
mos fazer a contagem dos graus de liberdade de acordo com (A.19), pois a dimensdo do espago
de fase é dim Ey = 240, o nimero de vinculos de primeira classe é Vp = 38 (30 K's que
geram as transformagdes de gauge e mais 8 combinagdes dos ¢'s que geram os difeomorfismos
espaciais) e o numero de vinculos de segunda classe é Vs = 112. Assim, o nimero de graus de

liberdade da teoria € dado por

Ngp = = (240 — 76 — 112) = 26, (5.72)

DN | —

que € o dobro do valor obtido no caso

—~

A)dSs nao expandido.

5.4 Vinculos associados aos difeomorfismos cruzados

Como vimos, temos um total de 8 vinculos de primeira classe dentre os ¢'s, devido aos
difeomorfismos espaciais e aos cruzados. Destes 8, conhecemos explicitamente a forma de 4,
dados pela equacao (5.43)), ou seja,

_ TMNa j _ [ MN j MN j
H; = Fij MNe = Fij " Ouno T Gij T Ouna
sendo estes os geradores dos difeomorfismos espaciais, como mostraremos a seguir. Falta-
nos portanto encontrar qual combinagdo dos ¢'s irdo gerar os difeomorfismos cruzados. Para
isso iremos usar o fato de que os difeomorfismos dados por derivadas de Lie, 0 A7, = L A7,

[Ipodem ser equivalentemente representados pelos chamados difeomorfismos melhorados [4],

dados por

0e AL = ¢7FL

)

(5.73)

uma vez que estes diferem de uma derivada de Lie apenas por uma transformacdo de gauge. De

fato, temos que

'Aqui o indice a estd por questio de comodidade a representar o multi-indice M/ N« da dlgebra Cs
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& Fyu = ieF = ig(dA + A?)
=ied A+ i AA — Aic A
=LA —dieA— A i Al
= LA — 5000 A, (5.74)
Portanto temos do lado direito uma derivada de Lie mais uma transformacdo de gauge de
pardmetro i.A.

Uma vez que os difeomorfismos espaciais sdao dados por e sabendo que a curvatura
pode ser expandida em termos de F' = dA + A* + eB%*e G = dB + [A, B], temos entio que

oA =i,dA+ di, A
=i (dA + A* + £B?) — [i,A, A] — €[i, B, B] + di, A
=1, P+ 6wA|w=iuA + 577A|7]:iuBa (575)

onde usei as transformagdes de gauge dadas por (5.9) e (5.10). Analogamente, temos

0B =1,dB + di, B
— i,(dB + [A, B]) — [i,A, B] + [A, i, B] + di,B
- ZUG -+ 6nB|T]=iuB -+ 5wB‘w:iuA~ (576)

Logo, o difeomorfismo espacial melhorado de A € §,,,A = i, F, enquanto o de B € 0,,,,B =
i,G, de maneira que 6,,;.A = i, F. Portanto, os vinculos que geram os difeomorfismos espaci-

ais de C'5 devem ser necessariamente H; = .7-"1-]}4 Negl  no- De fato,
{AiMNa(a:), / uk(y)f,gQ’B(y)¢lPQﬁ} = uF AN = g, PN (5.77)

Relativamente aos difeomorfismos cruzados, temos que estes sdo dados por (5.61). Usando
novamente as expressoes de F' e G juntamente com as transformagdes de gauge (5.9) e (5.10),

obtemos que
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A =c¢i,dB+edi,B
= ¢i,(dB + [A, B]) — ¢[i,A, B + ¢[A, i, B] + edi, B
= EivG + 5wA|w:aivB + 677A|77:iw4 (578)

6XB  =i,dA+ diyA
= iy(dA+ A? +eB?) — [i,A, A] — €li, B, B] + di, A
= ZvF + 5773’71:%14 + 5wB‘w:sivB- (579)

X

Assim temos que 9,, ,

A =¢€i,G e e B = i, F', de modo os geradores dos difeomorfismos
cruzados devem ser
H = 5sz‘\j/‘1N Vno T Fi]]\‘/[NQSgWNl' (5.80)

)

De fato isto € verdade, uma vez que

{amseio). [ o) (GIR0Gha + FI2Whar) | = (GHY + FY)
= i (eGMN) i, FMN . (5.81)
Portanto, obtemos os 8 vinculos associados aos difeomorfismos generalizados: 4 H; =

MNa j : o - X _ _(MN ij MN _j
Fij MNo que geram os difeomorfismos espaciais e mais 4 H;" = G5 ¢y no+Fi - Oy

que geram os difeomorfismos cruzados.
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Capitulo 6
Conclusoes e Perspectivas

Na realizacdo deste trabalho tivemos uma série de resultados. Primeiramente fizemos uma
revisdo bibliografica sobre a teoria de Chern-Simons em 5 dimensdes aplicada a gravitacao,
utilizando o grupo (A)dS5 como grupo de calibre. Mostramos que trata-se de uma teoria cuja
acdo ¢ invariante sob difeomorfismos e sob transformacdes de gauge, de modo a nos permitir
expandir o grupo de simetria e construir uma teoria com a presenca de constante cosmoldgica.
Calculamos a agdo para o caso (A)dSs, sendo dada por (4.60), que pode ser escrita em termos
do vielbein e e da curvatura R, tal como mostra a equagdo (.71), que contém o termo de
Einstein-Hilbert, o termo devido a constante cosmoldgica e o termo de Gauss-Bonnet. Estes
resultados também foram obtidos em [3],[6]. Relativamente a dinAmica revisamos que se trata

de uma teoria genérica com 13 graus de liberdade locais. [4]

No segundo capitulo fizemos uma revisao sobre a expansdo S e a reducdo H e aplicamos
ao caso da algebra C'5, que é o produto direto de (A)dSs; com semigrupo S de dois elementos,

cuja tabela de multiplicacao é

S [ X M
Ao | Ao M
/\1 /\1 5)\0

sendo € = 1. Mostramos que trata-se de fato de uma dlgebra de Lie, com base Th;n, =
Aoy, € constantes de estrutura fasna, pQBRS”’ = Ko fun, pQRS , sendo K,3" o bi-seletor
definido por (3:33) e fan.po™™ as constantes de estrutura de (A)dSs dadas por (3.19). Até esse
ponto reproduzimos os resultados obtidos em [11] e [12]]. A novidade € que o tensor invariante
da referida dlgebra na representagdo adjunta € garna,PQs RSy = CsIK aﬁw‘sg MNPQRS> com dois

parametros arbitrarios, em vez de quatro, conforme afirmou-se em [[11].

Vimos no ultimo capitulo que a conexdo A4 = M\gA + A\ B referente a Cj transforma-se
infinitesimalmente do seguinte modo 0.4 = A0 A + A\dB, onde 0A = dw + [A,w] + €[B, 7]
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e 0B = dn + [A,n] + [B,w]. Portanto, A transforma-se como uma conexao, enquanto B nao,
de modo que identificamos A como o campo referente a geometria e B o campo referente a

matéria.

Apbs isso construimos a agdo de Chern-Simons em 5D invariante a dlgebra Cy em termos

de A,

S = C(SKaﬁ'y(ngNPQRS\/ (AMNadAPQBdARSW + ;AMNQ(_AQ)PQﬁdARSW—F
3 (0%
E.AMN (AQ)PQB(AQ)RS’Y)

que, expandida em termos de A de B nos retorna a agdo (5.27). A parte geométrica da agdo,
que € obtida se tomarmos B = 0, nos retorna a mesma agao do caso (A)dSs puro, de modo que
quando escrita em termos de e e R apresenta o termo de Gauss-Bonnet, ao contrério do obtido
em [[11]], uma vez que os autores fizeram uma escolha dos parametros independentes que leva a

uma agdo que ndo € invariante sob a dlgebra C.

Por ultimo, a andlise candnica referente a dinamica da teoria nos mostrou que a teoria desen-
volvida nesse trabalho € genérica, de modo que nao hd um vinculo independente correspondente
aos difeomorfismos temporais. Mostramos a existéncia de 8 difeomorfismos generalizados, que

consistem de difeomorfismos espaciais, cujos geradores sdo os H; = }"f}/[ Newl o, mais di-

. X MN j MN ,j
feomorfismos cruzados, cujos geradores mostramos ser os H;* = eG;; " ¢y + Fij ™ G-
Desse modo fomos levados a um total de 150 vinculos, sendo 38 vinculos de primeira classe

mais 112 vinculos de segunda classe, o que nos dd um total de 26 graus de liberdade locais.

Um possivel desdobramento deste trabalho pode consistir numa analise fenomenoldgica real
desta teoria, fazendo-se uma redu¢do dimensional de 5 dimensdes para 4. Em particular seria
o estudo de modelos cosmolégicos bem como a procura de solu¢des do tipo Schwarzschild.
Uma vez que trata-se de uma teoria genérica, talvez uma ramificagdo do trabalho possa ser a
quantiza¢dao do modelo, evitando a dificuldade de resolver o vinculo associado a invariancia sob

os difeomorfismos temporais, encontrados na quantizacao da Relatividade Geral em 4D.

Portanto, podemos destacar trés novidades que este trabalho trouxe. Primeiro foram os re-
sultados relativos aos tensores invariantes, que possuem dois parametros independentes apenas,
bem como a agdo invariante a dlgebra Cj, escrita em termos da conexdo A e dos campos A
e B, relativos a geometria e a matéria respectivamente. Em segundo lugar podemos citar a

invariancia da acao sob os difeomorfismos cruzados. E, por fim, a genericidade da teoria.
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Apéndice A
Formalismo de Dirac

A fim de elucidarmos o formalismo Hamiltoniano de Dirac utilizado durante o texto, apre-
sentaremos 0s pontos centrais deste neste anexo, de forma concisa, tentando abordar aquilo que
€ necessario para entendermos o que foi desenvolvido nos capitulos 4 e 5. Para uma abordagem

completa recomendo as referéncias [[19] e [22], bem como a referéncia [20]]

Seja L a lagrangeana que descreve um sistema fisico descrito pelas coordendas e velocidades

generalizadas ¢" e ¢", comn = 1,..., N. A a¢fo é portanto dada pelo funcional S[q, 4] =

/ L(q, ¢)dt. As equagdes de movimento sdo dadas pelas equacdes de Euler-Lagrange

d (0L oL

— (=) _- == . Al

dt <aq'n> dq" (A-D
Assim, podemos construir uma matriz /{ associada as aceleracdes, chamada de matriz Hes-

siana, da seguinte maneira:

0?L
Hmn ) ]) = . ) A2
(¢,9) S o (A.2)
pois das equacdes de Euler-Lagrange obtemos que
oL 0?L
Hmn > G" = —q" - A3
(¢:9)d or 1 grae (A3)

Logo, se H € inversivel, podemos obter as aceleragdes ¢, em funcdo de H. Caso contrério,
se H nao possuir inversa, niao € possivel obter todas as aceleragdes. Assim, se r € o rank de H,
entdo temos /N — r vetores v"", independetes independentes entre si, que satisfazem a equagao

de autovalores nulos Hv = 0.

Isso indica que as 2N variaveis do espaco de configuracdo apresentam N — r relagcdes entre
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si, de maneira que a dinAmica do sistema ndo pode ser dada unicamente pelas equacdes de Euler-
Lagrange. Uma abordagem para contornar esse problema é dado pelo método Hamiltoniano

apresentado em [19].

Para tal devemos introduzir os momentos canonicamente conjugados as coordenadas gene-

ralizadas

oL
o

Assim passamos da descri¢cdo do problema a partir das coordendas (¢", ¢") para a descrigdo

Pn (A.4)

pelas coordendas (¢", p,, ), que formam um espago 2/N-dimensional chamado de espaco de fase.
O préximo passo € passar da Lagrangeana para a Hamiltoniana, dada via uma transformacao de

Legendre da Lagrangeana

H(q,p) = png" — L(q, ), (A.5)

onde hd uma soma implicita em n, variandode 1 a V.

A dinamica do sistema passa a ser regida por 2N equagdes, ao invés de /N, sendo estas

OH _ OH
"o P Tag (A0

Estas equagdes sdo conhecidas como equacoes de Hamilton.

*n

q

Contudo, a ndo invertibilidade da matriz Hessiana leva a relagdes entre as coordenadas
generalizadas ¢" e os momentos conjugados p,,, chamadas de vinculos primdrios, nos levando

a equacgoes do tipo:

dm(q,p) =0, m=1,.... M <N (A.7)

A natureza destas relagdes, que discutiremos a seguir é de fundamental importancia nesse for-

malismo.

Desse modo, a Hamiltoniana definida em (A.5)) € equivalente a seguinte Hamiltoniana

H = H+\"¢,, (A.8)

onde os \'s sdo multiplicadores de Lagrange. Assim, as equacdes de Hamilton para H' aca-
bam por envolver os \'s. Podemos reescrever a dinimica deste sistema fazendo-se o uso dos

parénteses de Poisson.
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Se A e B sao funcdes definidas no espaco de fase, entdo definimos os parénteses de Poisson

destas quantidades do seguinte modo

0A 0B 0A 0B

A, B} = — . A9
t4, B} 9q" Opn  Opn Og" (A2
Assim, fica claro vermos que
{d", pm} = 0. (A.10)
Assim, as equagdes de Hamilton para H' podem ser escritas da seguinte maneira
" ={q" H} + X" {q", om}  Pn=A{pPn. H} + X" {Pn, o }- (A.11)

Em virtude de escrevermos as equagdes de movimento assim, ndo devemos resolver os
vinculos antes de calcular os parénteses de Poisson. Por isso iremos usar a notagdo apresentada
por Dirac para nos lembrarmos desse fato: escrevemos os vinculos com o sinal ~, que quer

dizer “fracamente igual”a 0.

Os vinculos primdrios sao escritos, pois, como

Om(q,p) =0, m=1,...,. M <N (A.12)

Assim, a evolugdo temporal de uma fungio A definida na subdvariedade de vinculos (2N —

M)-dimensional, onde ¢,,, ~ 0, também denotada por superficie de vinculos, é simplesmente

A={A H}. (A.13)

Agora, se ¢, € um vinculo primdrio, entdo temos que este deve ser 0 a todo instante, ou
seja, se num instante inicial estamos numa superficie de vinculos, devemos permanecer nela a

todo instante. Dizendo de outra forma, devemos ter que

Om = {m, H'} =2 by, = 0, (A.14)

de modo que, se 1, # 0, esta condi¢do, chamada de condicao de consisténcia da teoria, acaba

por nos fornecer outro vinculo, 1, =~ 0, chamado de vinculo secunddrio.

Mas, assim como os vinculos primdrios, os vinculos secundérios devem também gerar
vinculos estaveis que sejam nulos todo o tempo, de modo que também devemos impor condi¢des

de consisténcia sobre estes. Desse modo podemos ser conduzidos a casos onde a condi¢do
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de consisténcia sobre os 1, podem nos levar a equacdes do tipo 0 = 0 ou entdo a algumas
restri¢des sobre os multiplicadaroes de Lagrange \,,. Outra possibilidade seria nos conduzir a
novas relagdes entre os momentos e as coordenadas generalizadas, portanto a novos vinculos se-
cundarios, de modo que deveriamos aplicar a condicao de consisténcia novamente, procedendo

iterativamente dessa forma até nao nos restarem mais vinculos.

Contudo, € interessante para nos estudarmos a natureza dos vinculos relativamente ao resul-
tado apresentado quando calculamos os parénteses de Poisson destes com todos os vinculos da
teoria. Desse modo podemos tratar vinculos primdrios e secundarios do mesmo modo. Logo,
se temos M vinculos primarios e K secunddarios, temos um total de M + K = J vinculos,

denotados por

i ~ 0, j=1,...,J (A.15)

Diremos que um vinculo ¢,, onde a denota um indice fixo, € de primeira classe se seu

parénteses de Poisson com todos os vinculos e com o Hamiltoniano € nulo, ou seja, se

{¢a, 0} = 0, {¢a, H} = 0 jg=1...,J (A.16)

Caso contrdrio dizemos que ¢, € de segunda classe. Note que por conta desta defini¢do, se ¢,

é de primeira classe, entdo {¢,, ¢, } ¢ uma combinag@o linear dos ¢'s.

Existe uma maneira usual de classificarmos os vinculos segundo esta nova classificacdo.

Para isso, consideremos a condicdo de estabilidade que todos os vinculos ¢; devem satisfazer:

{¢;, H} + \'{;, b:} = 0, i,j=1,...,.J =M+ K. (A.17)

Este conjunto de equacdes nos dd as relagdes que os multiplicadores \'s devem satisfazer.
A questdo que temos eventualmente é: os A sdo ou ndo parametros arbitrarios? Para isso basta

definirmos a matriz dos colchetes de Poisson

Logo, se 2 admite inversa, podemos obter todos os \'s, de modo que ndo sdo parAmetros
arbitrdrios em nossa teoria. Contudo, caso {2;;, ndo admita inversa, deverd possuir a0 menos um
autovalor nulo, o que levara a algum autovetor nulo. Portanto nem todos os multiplicadores sdao
determinados. Assim, teremos parametros arbitrarios na teoria, de modo que podemos associa-

los a alguma simetria de gauge [22]].

Também, a ndo inversibilidade de 2 implica que ao menos uma de suas linhas é uma



APENDICE A. FORMALISMO DE DIRAC 91

combinacdo linear das demais. Desse modo, o parénteses de Poisson do vinculo associado
a esta linha com os demais vinculos pode ser escrito como uma combinagdo linear de todos
os vinculos, de modo que podemos associd-lo a algum vinculo de primeira classe. Dizendo de
outra forma o nimero de vinculos de primeira classe € igual ao nimero de autovetores nulos

independentes de €.

A importancia dessa contagem deve-se ao fato de que os vinculos de primeira classe sdo
os geradores das transformacoes de gauge, conforme mostrado em [20], o que é extremamente

importantes para descri¢ao de um sistema fisico.

Podemos ainda, sabendo o numero de vinculos de primeira e de segunda classe, contar
quantos graus de liberdade tem o sistema por nds considerado. O espaco de fase tem dimensdo
2N (N coordenadas generalizadas mais /N momentos conjugados). Contudo nés trabalhamos
apenas na superficie definida pelos vinculos, de maneira que o nimero de graus de liberdade
¢ menor que a dimensdo do espaco de fase. Assim, devemos subtrair de 2N o nimero de
total de vinculos que temos. Como os vinculos de segunda classe ndo estdo relacionados a
nenhuma simetria interna, precisamos contabilizd-los uma Unica vez. Ja os vinculos de segunda
classe, uma vez geram as transformacoes de gauge, nos ddo uma contribui¢ao decorrente destas
transformagdes. Se temos um numero V,,. de vinculos de primeira classe, temos V/,. geradores de
gauge associados a estes. Contudo, as transformagdes de gauge alteram as varidveis dinamicas
do sistema, ndo definindo uma nova subvariedade da superficie de vinculos. Em vez disso,
elas produzem trajetdrias (Orbitas) nesta superficie, de modo que podemos alterar as varidveis

dindmicas, deixando o estado fisico do sistema 0 mesmo.

O ndmero de graus de liberdade é, com isso, dado por

1
Nox = 5 (Der — 2V — Vi) (A19)
Dpgr € a dimensao do espaco de fase, V), € o nimero de vinculos de primeira classe e V. € o

numero de vinculos de segunda classe.
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Apéndice B
Exemplo Banados

"Exemplo de Banados et al.nb"

MATRIZ DOS COLCHETES DE POISSON DOS VINCULOS."

"FF=Array[F, {4,4,6,6}],"

DO[{W=AII8.Y[O, {601 60}]1FF=Table[O/ {ar 114}1 {bl 114}1 {ll ll 6}1 {jl ll 6}]1
AA=Array[A, {4,6,6}],KK=Array[K, {6,61}]

}o{iter,1,1}]

KK//MatrixForm

Elementos nao nulos de F:"

FF[([1,2,1,2]1]1=1

FF[[2,1,1,2]]=-1
FFI[[1,2,2,1]1]=-1
FF[[2,1,2,1]]1=1
FF[[3,4,1,2]]1=1
FE[[4,3,1,2]1]=-1
FF[I[3,4,2,1]]=-1
FF[[4,3,2,1]11=1
FF[[1,2,3,4]11=1
FF[[2,1,3,4]]=-1
FFI[[1,2,4,3]1]1=-1
FF[[2,1,4,3]]1=1
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FFE[[3,4,3,4]]
FFE[[4,3,3,4]1]
FE[[3,4,4,3]1]
FE[[4,3,4,3]]

-1
1
1
-1

1,3,5,6

FELI 11=1
FF[[3,1,5,6]]
FF[[ 1]
FELI 1]

-1
-1

1,3,6,5

3,1,6,5 1

FF[[2,4,5,6]]
FF[[4,2,5,6]]
FE[[2,4,6,5]]
FF[[4,2,6,5]]

1

-1
-1

1

TensorSymmetry [FF]

Tensores de Levi Civita:"

epsilond4=LeviCivitaTensor[4]

epsilon6=LeviCivitaTensor[6]

Matriz W_{JK}=W"{ab}_{ijkl} dos colchetes de Poisson:"

J=0

Do[{J=J+1, K=0, Do[{K=K+1, [[J,K]]=Sum[epsilond[[a,b,c,d]]
epsiloné6([i, j,k,1,m,n]]FF[[c,d,m,nn]], {c,1,3},{d,c+1,4},{m,1,5},
{n,m+1,6}1},{a,1,4},{1i,1,5},{3,1i+1,6}1},{b,1,4},{k,1,5},{1,k+1,6}]
W//MatrixForm

"TensorSymmetry [W] => antisymmetric. ok

Expressdo explicita em ’'Explicit_expressions.nb’

"W[[1l,60]] ="

W[[1l,60]]

Rank W ="

MatrixRank [W]
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K_{ij} = os 15 vinculos de la classe:"
Do[KK[[i,j]]=Sum[epsilond4[[a,b,c,d]] epsilon6[[i,j,k,1,m,n]]
FF[[a,b,k,1]]1FF[[c,d,m,n]],{a,1,3},{b,a+1,4},{c,1,3},{d,c+l,4},
{k,1,5},{1,k+1,6},{m,1,5}, {n,m+1,6}],{i,1,6},{j,1,6}]
KK//MatrixForm

"TensorSymmetry [W] => antisymmetric. ok

Expressdo explicita em 'Explicit_expressions.nb’

KK[[1,1]]
"K[[1,2]] ="
KK[[1,2]]
Exit[]

"Exit []"
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Apeéndice C
Calculo de Omega e K

"Calculo de Omega e K.nb"

MATRIZ DOS COLCHETES DE POISSON DOS VINCULOS.

"a =1,...,d1; i=1, ,d2" (+xDeclaracao de: a matriz dos vinculos,
curvatura, vinculos K )

dl=4

dz2=6

Do[{W=Array[o, {dl(d2-1)d2,dl(d2-1)d2}],sW=Array[so, {dl (dz2-1)d2,

dl (d2-1)d2}],FF=Array[Fx, {dl,d1,d2,d2,2}],KK=Arrayl[, {d2,d2,2}],
MM=Array[M, {dl,dl (d2-1)d2}],Ksel=Table[0, {alpha, 1,2}, {beta, 1,2},
{gamma, 1,2}, {delta,1,2}],cc=Table[0, {alpha,1,2}]},{iter,1,1}]

MATRIX OF CONSTRAINT’S BRACKETS."

Tensores de Levi Civita:"
epsilond4=LeviCivitaTensor[dl]
epsilon6=LeviCivitaTensor[d2]
Seletores Ksel_{alpha beta gamma}:"
Ksel[[1,1,1,1]1]1=1
Ksel[[1l,2,2,1]]=epsilon
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Ksel[[2,1,2,1]]=epsilon
Ksel[[2,2,1,1]]=epsilon

Ksell[[2,2,2,2]]=epsilon
Ksel[[2,1,1,2]1]1=1
Ksel[[1,2,1,2]1]1=1
Ksel[[1,1,2,2]1]1=1
Ksel//MatrixForm
epsilon ="

epsilon=-1

oo ="

cc={1,1}

"

Antisimetrizacdo de F:"
Do[FF[[a,a,i,j,alphal]l=0,{a,1,d1},{i,1,d2},{3,1,d2}, {alpha,1l,2}]
Do[FF[[a,b,1i,1i,alpha]l]l=0,{a,1,dl},{b,1,d1l},{i,1,d2}, {alpha,l,2}]
Do[{FF[[b,a,1, j,alphal]=-FF[[a,b,1i, j,alphall,FF[[a,b,],i,alphall=
-FF[[a,b,i, j,alphal],FF([[b,a,]j,1i,alphal]l=FF][[a,b,1i, Jj,alphall},
{a,1,d1-1},{b,a+1,d1},{i,1,d2-1},{3j,1i+1,d2}, {alpha,1,2}]
"simetria em FE"

TensorSymmetry [FF]

FFI[[1,2,3,4,1]1]+FF[[2,1,3,4,1]]
FF[([1,2,3,4,111+FF[[3,2,1,4,11]

FF[[1,2,2,4,1]1]

Matrix MM_{b K}=F"{ij}_{ba}:"

Do[{K=0, Do[{K=K+1,MM[[b,K]]=

FF[[b,a,1i,j,alphall},

{a,1,d1},{i,1,d2-1},{3j,i+1,d2}, {alpha,1,2}1},{b,1,dl}]
MM/ /MatrixForm

Rank MM ="

MatrixRank [MM]



APENDICE C. CALCULO DE OMEGA E K 97

"Matrix W_{JK}=W"{ab}_{ijalpha,klbeta} dos colchetes de Poisson:"

K=0

Do[{ K=K+1, J=0, Do[{J=Jd+1,W[I[J,K]]=

Sum[cc[[delta] ]Ksel[[alpha,beta,gamma,delta] l]epsilond[[a,b,c,d]]
epsilon6[[i, j,k,1,m,n]]FF[[c,d,m,n,gammal ],

{c,1,d1-1}, {d,c+1,dl},{m,1,d2-1}, {n,m+1,d2}, {gamma, 1,2}, {delta,1,2}1},
{alpha,1,2},{i,1,d2-1},{3j,1i+1,d2},{a,1,d1l}]}, {beta,1,2},{k,1,d2-1},
{1,k+1,d2},{b,1,dl}]

W

"TensorSymmetry [W] => antisymmetric. ok?"
TensorSymmetry [W]

"W[[l,dl(d2-1)d2]] ="

W[[1l,dl(d2-1)d2]]

MATRIX OF CONSTRAINT’S BRACKETS."

K_{ijalpha} = os 30 vinculos de la classe:"

Do[KKI[[i, j,alpha]]l=Sum[cc[[delta] ]Ksel][[alpha,beta, gamma, ]]
epsilond[[a,b,c,d]]lepsilon6[[i, J,k,1,m,n]]FF[[a,b,k,]1,betall
FF([[c,d,m,n,gammal], {a,1,d1-1}, {b,a+1,d1l}, {c,1,d1l-1},
{d,c+1,d1},{k,1,d2-1},{1,k+1,d2}, {m,1,d2-1}, {n,m+1,d2}, {beta, 1,2},
{gamma, 1,2}, {delta,1,2}1,{i,1,d2},{3,1,d2},{alpha,1,2}]

KK

"simetrias em KK"

TensorSymmetry [KK]

"listeqg ="

listeg=Flatten[Table[KK[[m,n,alpha]]== 0, {m,1,d2-1}, {n,m+1,d2},
{alpha,1,2}]]

"list ="

varsol = Flatten[Table[FF[[a,b,k,1,beta]],{a,1,1},{b,2,2},{k,1,d2-1},
{1,k+1,d2}, {beta,1,2}1]
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Apéndice D
Resolvendo os vinculos

"Calculando o rank de Omega.nb"

MATRIZ DOS COLCHETES DE POISSON DOS VINCULOS.

"a =1,...,d1; i=1, ,d2" (+xDeclaracao de: a matriz dos wvinculos,
curvatura, vinculos K «)

dl=4

dz2=6

Do[{Omega=Arraylo, {dl (d2-1)d2,dl (d2-1)d2}], sOmega=Array|[so,
{dl1(d2-1)d2,d1(d2-1)d2}],F¥F=Array[Fx, {dl,d1l,d2,d2,2}],

KK=Array|[, {d2,d2,2}],MM=Array[M, {dl,dl (d2-1)d2}],

Ksel=Table[O0, {alpha,1,2}, {beta,1,2}, {gamma, 1,2}, {delta,1,2}1,
cc=Table[0, {alpha,1,2}]},{iter,1,1}]

MATRIX OF CONSTRAINT’S BRACKETS."

Tensores de Levi Civita:"
epsilond4=LeviCivitaTensor[dl]
epsilon6=LeviCivitaTensor [d2]

"

Seletores Ksel_{alphabeta}lgamma:"
Ksel[[1,1,1,111=1
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Ksel[[1l,2,2,1]]=epsilon
Ksel[[2,1,2,1]]=epsilon
Ksel[[2,2,1,1]]=epsilon

Ksel
Ksel

2,2,2,2
2,1,1,2
Ksel[[1,2,1,2
Ksel[[1,1,2,2
Ksel//MatrixForm

=epsilon

[ 1]
[l 11=1
[ 11=1
[ 11=1

epsilon ="

epsilon=-1

"o ="

"cc={RandomInteger[{0,10}],RandomInteger[{0,10}]}"

cc={1,-1}

"

Antisimetrizacado de F:"
Do[FF[[a,a,1,]j,alphal]l=0,{a,1,d1},{i,1,d2},{3,1,d2}, {alpha,1,2}]
Do[FF[[a,b,i,1i,alpha]l]l=0,{a,1,d1},{b,1,d1},{i,1,d2}, {alpha,1l,2}]
Do[{FF[[b,a,i, j,alphal]l=-FF[[a,b,1i,]j,alphall,FF[[a,b,],1i,alphall=
-FF([[a,b,1,]j,alphal],FF[[b,a, j,1i,alphall=FF[[a,b,1i, J,alphalll,
{a,1,d1-1},{b,a+1,d1},{i,1,d2-1},{3j,1i+1,d2}, {alpha,1l,2}]
"simetria em FE"

TensorSymmetry [FF]

FF[([1,2,3,4,111+FF[[2,1,3,4,11]

FFI[[1,2,3,4,1]1]+FF[[3,2,1,4,1]1]

FF[[1,2,2,4,1]]

Matrix MM_{b K}=F"{ij}_{ba}:"

Do[{K=0, Do[{K=K+1l,MM[[b,K]]=

FF[[b,a,1i, j,alphall},

{a,1,d1},{i,1,d2-1},{j,i+1,d2}, {alpha,1,2}1},{b,1,dl}]
MM/ /MatrixForm

Rank MM ="
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MatrixRank [MM]

"Matrix Omega_ {JK}=Omega”{ab}_{ijalpha,klbeta} dos colchetes
de Poisson: (Calculado em ’'Calculos de Omega e KK.nb’)"
Omega:=(*Colocar aqui o resultado para a matriz Omega dos
colchetes de Poisson obtido no programa ’'Calculo_OMEGAeK.nb’ x)

(O resultado sera uma expressao grande x)

MATRIX OF CONSTRAINT’S BRACKETS."

"

K_{ijalpha} = os 30 vinculos de la classe: (Calculado em ’'Calculos de
Omega e KK.nb’)"

KK:=(xColocar aqui o resultado para os vinculos K_{ijalpha} obtido

no programa ’'Calculo_OMEGAeK.nb’ x)

(O resultado sera uma expressao grande x)

(xResolvendo os vinculosx*)

"listeqg ="

listeg=Flatten[Table[KK[[m,n,alpha]]l== 0, {m,1,d2-1}, {n,m+1,d2},
{alpha,1,2}]1]

"list ="

varsol = Flatten[Table[FF[[a,b,k,1l,betall, {a,1,1}, {b,2,2},{k,1,d2-1},
{1,k+1,d2}, {beta,1,2}1]1]

Do[{Print[iter, ™) "],
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Clear[FF,Fx],

FF=Array[Fx, {dl,dl,d2,d2,2}],

"

Antisimetrizacao de F:",
Do[FF[[a,a,1i,]j,alphal]=0,{a,1,d1},{1i,1,d2},{3j,1,d2},{alpha,1,2}],
Do[FF[[a,b,i,1i,alpha]l]l=0,{a,1,d1},{b,1,d1},{i,1,d2},{alpha,1,2}],
Do[{FF[[b,a,i, j,alphal]l=-FF[[a,b,1,j,alphall],FF[la,b, j,1i,alphall=
-FF[[a,b,1,]j,alphal],FF[[b,a, j,1i,alphall=FF[[a,b,1i, J,alphalll,
{a,1,d1-1}, {b,a+1,d1},{i,1,d2-1},{3j,1+1,d2}, {alpha,1,2}],

Valores numéricos para os parametros:",
Do[Fx[1l,b,k,1,betal]=RandomInteger[{-100,100}],{b,3,4},{k,1,d2-1},
{1,k+1,d2}, {beta,1,2}1,
Do[Fx[2,b,k,1,betal]=RandomInteger[{-100,100}],{b,3,4},{k,1,d2-1},
{1,k+1,d2}, {beta,1,2}],
Do[Fx[3,4,k,1l,betal]=RandomInteger[{-100,100}1,{k,1,d2-1},{1,k+1,d2},
{beta,1,2}1,

FF//MatrixForm,

(xPrint ["simetria em FF: ", TensorSymmetry [FF]], %)
sol=Solve[listeq,varsol],

n=0,
Do[{n=n+1,Fx[1,2,i,j,alphal=sol[[1l,n,2]]},{i,1,d2-1},{]j,1+1,d2},
{alpha,1,21}1],

(%"

Rank Omega ="x)

rankOmega=MatrixRank [Omega],

(%"

Submatrix sOmega:"x)

sOmega=Take [Omega, {1, rankOmega}, {1, rankOmegal}l],
(x"sOmega//MatrixForm" x)

"

Rank sOmega = ",

ranksOmega=MatrixRank [sOmegal,

Print ["rank (Omega) = ", rankOmega," rank (sOmega) = ", ranksOmega]
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},{iter,1,100}]

"Exit ("
Exit[]
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