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RESUMO

FERNANDES, Rodrigo Lopes, M.Sc., Universidade Federal de Viçosa, fevereiro de 2020.
Omodelo de Heisenberg bidimensional: skyrmions de dois merons em antiferromagnetos
e o ferromagneto com interação dipolar. Orientador: Afrânio Rodrigues Pereira.

Na primeira parte desse trabalho, investigamos a estabilidade de skyrmions constitúıdos

de dois merons (skyrmions 2𝐶𝑆) no modelo de Heisenberg 2𝐷 via integração das equa-

ções de movimento para cada spin. O estudo se deu na rede antiferromagnética (𝐴𝐹𝑀).

A influência de um campo magnético e de impurezas não magnéticas na dinâmica desses

sólitons também foram investigadas. Nossos resultados indicam que os skyrmions de dois

núcleos na rede 𝐴𝐹𝑀 são mais instáveis do que os seus contrapares ferromagnéticos e que

estes, ao contrário do que se observa na rede 𝐹𝑀 , não possuem um movimento de rotação

ao redor de seu centro. Também obtivemos que skyrmions 2𝐶𝑆 são atráıdos por impurezas

magnéticas e colapsam ao atingi-la, semelhante ao que ocorre na rede ferromagnética. A

aplicação de um campo magnético também influenciou na sua dinâmica com a deformação

da textura em um skyrmion do tipo 1𝐶𝑆. Já na segunda parte do trabalho estudamos via

método de Monte Carlo o modelo de Heisenberg dipolar bidimensional (𝐻𝑑2𝐷), conside-

rando a constante dipolar 𝐷 = 0.2𝐽 . Técnicas como repesagem de histogramas e o método

de Ewald foram empregados para melhor eficiência da simulação, reduzindo o custo com-

putacional. Como previsto teoricamente, uma fase ferromagnética planar foi estabilizada

a baixas temperaturas. A transição para o estado ordenado se deu a uma temperatura

cŕıtica de 𝑇𝑐 = 0.975± 0.010, resultado estimado pela análise de escala de tamanho finito

(𝐹𝑆𝑆). Além disso, pela 𝐹𝑆𝑆 estimamos os seguintes expoentes cŕıticos para a transição:

𝜈 = 1.21(3), 𝛾 = 2.09(5), 𝛽 = 0.184(6), e 𝛼 = −0.44(2). Esses valores estão próximos dos

encontrados para modelos dipolares semelhantes, embora haja uma pequena discrepância

com o resultado obtido para modelo 𝑋𝑌 dipolar. Levantamos a hipótese de que essa dis-

crepância possa ter origem na anisotropia quadripolar da interação dipolar assim como se

observa nos modelos dipolares puros. Também observamos que o expoente 𝛽 do modelo

𝐻𝑑2𝐷 se encontra na janela de universalidade do modelo quadripolar 𝑋𝑌 ℎ4, sugerindo

que sistemas dipolares possam pertencer à universalidade 𝑋𝑌 ℎ4.

Palavras-chave: Skyrmions. Merons. Modelo de Heisenberg. Interação dipolar.



ABSTRACT

FERNANDES, Rodrigo Lopes, M.Sc., Universidade Federal de Viçosa, February, 2020.
The two-dimensional Heisenberg model: two merons skyrmions in antiferromagnets
and the ferromagnets with dipolar interaction. Advisor: Afrânio Rodrigues Pereira.

In the first part of this work, we investigated the stability of two merons skyrmions (skyr-

mions 2𝐶𝑆) in the Heisenberg 2𝐷 model by integrating the equations of motion for each

spin. The study took place in the antiferromagnetic lattice (𝐴𝐹𝑀). The influence of a

magnetic field and non-magnetic impurities on the dynamics of these solitons were also in-

vestigated. Our results indicate that the two-core skyrmions in the 𝐴𝐹𝑀 lattice are more

unstable than their ferromagnetic counterparts and that, unlike the 𝐹𝑀 lattice, they do

not rotate around their center. We also found that 2𝐶𝑆 skyrmions are attracted by mag-

netic impurities and when one of the cores falls into the vacancy, the 2𝐶𝑆 collapses com-

pletely, similar to what occurs in the ferromagnetic lattice. The application of a magnetic

field also influenced its dynamics with texture deformation in a 1𝐶𝑆 skyrmion. Already in

the second part of the work we studied via Monte Carlo method the two-dimensional di-

polar Heisenberg model (𝐻𝑑2𝐷), considering the dipolar constant 𝐷 = 0.2𝐽 . Techniques

such as histogram re-weighing and the Ewald method were employed for better simulation

efficiency, reducing the computational cost. Just as in theoretically predicted, a planar fer-

romagnetic phase was stabilized at low temperatures. The transition to the ordered state

took place at a critical temperature of 𝑇𝑐 = 0.975±0.010, the result estimated by finite size

scale analysis (𝐹𝑆𝑆). In addition, by 𝐹𝑆𝑆 we estimate the following critical exponents

for the transition: 𝜈 = 1.21(3), 𝛾 = 2.09(5), 𝛽 = 0.184(6) and 𝛼 = −0.44(2). These values

are close to those found for similar dipolar models, although there is a slight discrepancy

with the result obtained for 𝑋𝑌 dipolar model. We hypothesized that this discrepancy

may originate from the quadripolar anisotropy of dipolar interaction as observed in pure

dipolar models. We also note that the 𝛽 exponent of the 𝐻𝑑2𝐷 model falls into the uni-

versality window of the quadripolar model 𝑋𝑌 ℎ4, suggesting that dipolar systems may

belong to the 𝑋𝑌 ℎ4 universality.

Keywords: Skyrmions. Merons. Heisenberg model. Dipolar interaction.
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nética localizada no śıtio (12𝑎,10𝑎). As cores indicam a intensidade da
componente 𝑧 do spin na subrede 𝐴. O ćırculo preto corresponde a
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INTRODUÇÃO . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

I SKYRMIONS E MERONS NO ANTIFERROMAGNETO DE HEISENBERG 16
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INTRODUÇÃO

Neste quase um século de f́ısica da matéria condensada, magnetismo consolidou-

se como uma das áreas de maior interesse, tanto do ponto de vista da ciência fundamental

quanto de aplicações tecnológicas. Com o advento da eletrodinâmica em 1880 e, princi-

palmente, da mecânica quântica no ińıcio do século 20, o magnetismo passou a ser bem

compreendido, possibilitando grandes avanços tecnológicos ligados, sobretudo, ao desen-

volvimento de dispositivos de memória. A sua origem está relacionada à interação entre

spins dos elétrons que constitui o material de modo que o fenômeno é intrinsecamente

quântico. Atualmente, um novo ramo do magnetismo tem despertado muito interesse en-

tre os pesquisadores, a spintrônica, que utiliza, além da carga do elétron, o seu spin, no

desenvolvimento e aprimoramento de dispositivos eletrônicos [11].

Muitas das propriedades magnéticas dos materiais pode ser entendida com o

uso de modelos para descrevê-los. Em uma versão simplificada, um sistema magnético

constitui-se de spins dispostos no śıtio de uma rede 𝐷 dimensional, interagindo com os

outros spins do sistema. Essa interação pode ser dada de várias maneiras. A principal

delas é a interação de troca (exchange), resultado da superposição das funções de onda

dos elétrons. Essa interação é de curto alcance e tende a alinhar o spin com seus vizinhos.

A Hamiltoniana que descreve o modelo é dada abaixo [1]:

𝐻 = −𝐽
∑︁

⟨𝑖,𝑗⟩

𝑆𝑖 · 𝑆𝑗, (1)

onde ⟨𝑖,𝑗⟩ indica que a soma é realizada somente entre os primeiros vizinhos e 𝐽 é a

constante de troca cujo sinal determina o estado fundamental do modelo, sendo ferro-

magnético (𝐽 > 0) ou antiferromagnético (𝐽 < 0). Considerando que o spin dos ı́ons que

constitui o material possui valor elevado, podemos aproximá-lo por um vetor clássico com

três componentes sujeito ao v́ınculo,

|𝑆𝑖| = 1. (2)

Assim, defini-se nas Eq.(1) e Eq.(2) o modelo de Heisenberg clássico isotrópico.

Esse modelo (com a inclusão de anisotropias, etc) é usado como ponto de partida para
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descrever as propriedades magnéticas de muitos sistemas em matéria condensada e será o

modelo base para esse trabalho.

A versão cont́ınua do modelo de Heisenberg é o modelo sigma não linear 𝑂(3).

Conforme será mostrado no caṕıtulo 1, as equações de campo para esse modelo condu-

zem a interessantes soluções não lineares do tipo sólitons (energia finita) cuja textura

é diferente do vácuo ferromagnético. Esses sólitons são conhecidos como skyrmions de

Belavin-Polyakov e possuem a caracteŕıstica de serem topologicamente protegidos [1,12].

Grosso modo, significa que essas configurações não podem ser levadas ao estado funda-

mental (com todos os spins alinhados) via deformação cont́ınua do campo de spins. Na

década de 1990, a presença desses objetos em magnetos planares foi analisada por suas

posśıveis contribuições indiretas para alguns observáveis, como o calor espećıfico [13, 14]

e função dispersão de nêutrons [15–17]. Hoje em dia, skyrmions individuais e cristais de

skyrmions são vistos diretamente em magnetos quirais [4, 18].

Com o desenvolvimento da spintrônica, o interesse nessas estruturas cresceu de-

vido, sobretudo, à alta estabilidade que esses objetos apresentam. Cogita-se, entre outras

aplicações, a utilização de skyrmions como bits em dispositivos de armazenamento de

informações. Além disso, skyrmions podem ser manipulados via corrente de spin polari-

zada, possibilitando sua utilização em memórias do tipo “racetrack”, onde quem move são

os bits, superando muitos problemas que as memórias mecânicas como os 𝐻𝐷𝑠 apresen-

tam [11,19–21].

A maioria dos estudos relacionados à textura de skyrmions em materiais mag-

néticos refere-se àqueles de um centro (1CS) e, particularmente, em ferromagnetos (FM)

quirais. Contudo, um outro tipo de skyrmion, formado por um meron e um anti-meron

(skyrmion 2CS), também é posśıvel numa teoria cont́ınua e muito menos atenção tem sido

dedicada a ele. No entanto, recentemente, o interesse em texturas do tipo meron e anti-

meron cresceu devido a predições teóricas de sua emergência em magnetos quirais com

alta anisotropia planar [22, 23]. Em 2018, Yu et al., através de sofisticados experimentos

envolvendo microscopia de Lorentz de transmissão de elétrons em filmes finos magnéticos,

observaram experimentalmente, pela primeira vez, uma textura de spins do tipo meron e

anti-meron [24]. Assim sendo, nesse trabalho vamos investigar alguns problemas associa-

dos à estabilidade desses solitons topológicos em redes discretas e finitas. Concentramos

nosso estudo no sistema antiferromagnético 𝐴𝐹𝑀 visto que o caso ferro já foi estudado
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por Amaral et al. em [25].

Conforme ficará evidente ao longo desse trabalho, skyrmions 2𝐶𝑆 em redes 𝐴𝐹𝑀

discretas são muito instáveis, mesmo para grandes sistemas. Portanto, além do termo de

Heisenberg isotrópico, outras interações são necessárias para estabilizar a textura. Pen-

samos inicialmente que a interação dipolar fosse capaz de estabilizar a excitação. É fato

conhecido na literatura que a interação dipolar, apesar de muito menor que a interação de

troca, desempenha um papel importante em magnetos planares, uma vez que essa favorece

configurações onde os spins tendem a permanecer no plano do filme [6, 26]. Uma vez que

o tipo de skyrmion estudado nesse trabalho apresenta majoritariamente spins apontando

paralelamente ao plano, acreditávamos que a interação dipolar pudesse estabilizá-lo. No

entanto, quando considerada, o skyrmion tornava-se ainda mais instável. Mesmo assim,

como a interação dipolar é negligenciada na maioria dos modelos que descrevem sistemas

magnéticos, sobretudo por ser uma interação de longo alcance e, portanto, complexa de se

tratar, tanto de forma anaĺıtica quanto através de simulações, resolvemos estudá-la no mo-

delo de Heisenberg do ponto de vista termodinâmico e estat́ıstico. Portanto, esse trabalho

pode ser dividido em duas partes: na primeira, utilizamos simulações de dinâmica de spin

para estudar a estabilidade de skyrmions no antiferromagneto de Heisenberg isotrópico

e na segunda parte, usamos técnicas de Monte Carlo para estudar a termodinâmica do

modelo de Heisenberg com interação dipolar.

O modelo de Heisenberg isotrópico, conforme explicaremos mais à frente, não

apresenta ordem de longo alcance em qualquer temperatura finita 𝑇 e, portanto, ne-

nhuma transição do tipo ordem-desordem [27]. Já considerando a interação dipolar, uma

fase ordenada a baixas temperaturas é estabilizada e, consequentemente, uma transição

se manifesta. No entanto, a natureza dessa transição ainda é controversa. Enquanto os

resultados numéricos de Mol e Costa [10,28,29] indicam um decaimento algébrico da mag-

netização e do comprimento de correlação na região cŕıtica, Maier e Schwabl [9], usando

técnicas de renormalização, obtêm um comportamento exponencial para essas quantidades

(semelhante ao modelo 𝑋𝑌 ) [30].

Desse modo, apesar dos estudos numéricos e teóricos concordarem com a existên-

cia de uma transição de fase induzida pela interação dipolar, eles obtêm expoentes cŕıticos

muito distintos um do outro. Assim, para corroborar com a discussão, performamos simu-

lações de Monte Carlo para o modelo Heisenberg dipolar bidimensional 𝐻𝑑2𝐷 e, através
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de técnicas de repesagem de histogramas, procuramos estudar o comportamento cŕıtico do

sistema. Pretendemos comparar nossos resultados com modelos semelhantes na literatura,

principalmente os estudados por Mol e Costa, nomeadamente o Heisenberg anisotrópico

dipolar 𝐴𝐻𝑑 [10] e o Heisenberg anisotrópico dipolar bilayer 𝐴𝐻𝑑𝑏𝑖𝑙𝑎𝑦𝑒𝑟 [28]. Devido à ani-

sotropia planar da interação dipolar, acredita-se que o modelo 𝐻𝑑2𝐷 apresente o mesmo

comportamento cŕıtico do modelo 𝑋𝑌 dipolar, no entanto, de acordo com Tomita [31],

no contexto dos sistemas dipolares puros (sem a interação de troca) essa inferência não

é verdadeira. Portanto, também vamos comparar nossos resultados com os obtidos por

Mol e Costa para o 𝑋𝑌 dipolar [29] para verificarmos se algo semelhante também ocorre

nesses sistemas.



PARTE I

SKYRMIONS E MERONS NO ANTIFERROMAGNETO DE HEISENBERG
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1 SKYRMIONS NO HEISENBERG ISOTRÓPICO

Neste caṕıtulo introduzimos o modelo sigma-não-linear O(3) e em sequência, mos-

tramos como suas equações de campo conduzem a soluções do tipo skyrmions. A diferença

entre as texturas 1CS e 2CS foi enfatizada. Trazemos também algumas justificativas para

o estudo de skyrmions, princialmente aqueles do tipo 2CS na rede 𝐴𝐹𝑀 . Na última seção,

sintetizamos os principais objetivos da primeira parte desse trabalho.

1.1 O MODELO SIGMA-NÃO-LINEAR

O estado fundamental (𝑇 = 0) do modelo de Heisenberg, como definido na Eq.(1),

corresponde a um alinhamento de todos os spins em paralelo ou anti-paralelo consoante

o sinal da interação 𝐽 . Uma vez que o modelo possui invariância rotacional, o sistema

é continuamente degenerado sob rotação global dos spins [12]. Acima de 𝑇 = 0 e no

regime de baixas temperaturas, os spins apresentam pequenas flutuações em relação aos

seus vizinhos, formando as ondas de spin, também conhecidas como magnos ou modos

de Goldstone. Esses modos possuem grandes amplitudes e baixas energias e, quando ex-

citados, tendem a restaurar a simetria perdida do sistema, similar aos fônons em sólidos

cristalinos. De fato, em dimensões 𝐷 <= 2, a excitação térmica desses modos levam à

divergência das flutuações do campo de spin, causando a destruição da ordem de longo

alcance (OLA). Assim, o modelo de Heisenberg isotrópico em 𝐷 <= 2 não apresenta

ordem de longo alcance em qualquer temperatura finita 𝑇 . Esse resultado foi provado

rigorosamente por Mermin-Wagner [27] num importante teorema:

Teorema de Mermin-Wagner: Não existe quebra espontânea de uma simetria

cont́ınua, a qualquer temperatura finita 𝑇 , em sistemas com interação de curto alcance

em dimensões 𝐷 <= 2 .

Salienta-se que esse teorema é geral, não estando limitado somente a sistemas

magnéticos. Qualquer modelo com uma simetria cont́ınua em baixas dimensões não exibe

ordem de longo alcance em uma temperatura finita 𝑇 . Já sistemas com simetria discreta,

como por exemplo o de Ising, 𝑂𝐿𝐴 pode ser estabilizada.

Para investigarmos as excitações de mais baixa energia do modelo, começamos
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reescrevendo a Hamiltoniana Eq.(1) da seguinte forma [32]:

𝐻 = −𝐽
∑︁

⟨𝑖,𝑗⟩

𝑆𝑖 · 𝑆𝑗 = −𝐽
∑︁

⟨𝑖,𝑗⟩

(︃

1− (𝑆𝑖 − 𝑆𝑗)
2

2

)︃

. (3)

Uma vez que em baixas temperatura as flutuações entre os spins vizinhos são

pequenas, a diferença na Eq.(3) pode ser substitúıda por um gradiente para sistemas

suficientemente grandes. Assim, no limite cont́ınuo, obtemos o famoso modelo sigma não

linear O(3):

𝐻𝜎 =
𝐽

2

∫︁

𝑑2𝑥(∇S)2, (4)

onde �⃗� é um campo vetorial com três componentes �⃗� = (𝑆𝑥,𝑆𝑦,𝑆𝑧) sujeito ao v́ınculo

�⃗� · �⃗� = 1. Aqui, redefinimos o estado fundamental somando uma constante. O gradiente

do campo �⃗� na equação acima é calculado como
∑︀3

𝑖=1

∑︀2
𝜎=1 = 𝜕𝜎𝑆𝑖𝜕𝜎𝑆𝑖, onde o ı́ndice

𝜎 refere-se às coordenadas espaciais 𝑥,𝑦. Além desse modelo ser invariante sob rotações

globais O(3) no espaço dos spins, ele também é invariante de escala com respeito à trans-

formação �⃗� → 𝑘�⃗�, onde 𝑘 é uma constante arbitrária. Como veremos a seguir, esse modelo

possui interessantes soluções estáticas e com energia finita designada de sólitons.

1.2 SOLUÇÕES DE SKYRMIONS

Com base na Hamiltoniana Eq.(4), demonstra-se que equação de campo no regime

estático e em 𝐷 = 2 dimensões é dada por [12]:

∇2�⃗�− (�⃗� · ∇2�⃗�)�⃗� = 0. (5)

A presença do v́ınculo �⃗� · �⃗� é de fundamental importância na obtenção das equa-

ções não lineares acima. Trataremos agora das soluções da (5). Vamos inicialmente consi-

derar as soluções triviais, de energia zero. Claramente pela Hamiltoniana Eq.(4), para se

ter uma configuração com energia zero, o campo deve satisfazer para todo x a condição

𝜕𝜎�⃗� = 0, ou seja, o campo deverá ser uniforme em todo o espaço das coordenadas. Isso

corresponde a todos os spins apontando numa mesma direção. Esse estado é conhecido

como vácuo ferromagnético e por causa da simetria rotacional é altamente degenerado,

ou seja, temos uma famı́lia de soluções com 𝐸 = 0 correspondente a diferentes direções

em que �⃗� aponta [1, 12].
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Já soluções mais interessantes, com energia diferente de zero, são obtidas conside-

rando que o campo �⃗� deva satisfazer, quando x → ∞ à condição de que 𝜕𝜎�⃗� = 0, evitando,

assim, que sua energia dada pela Eq.(4) divirja. Logo, �⃗� deve tender a uma constante no

infinito, ou seja, o campo �⃗� deve apontar na mesma direção e sentido em todos os pontos

do infinito espacial. Isso permitirá definirmos um mapeamento único do espaço f́ısico R𝑓𝑖𝑠

no espaço interno dos spins S𝑖𝑛𝑡
2 , resultando nas famosas soluções de skyrmions.

Uma vez que temos lim𝑟→∞ �⃗�(𝑥) = �⃗�(0) (�⃗�(0) é um vetor constante), o plano de

coordenadas R𝑓𝑖𝑠 pode ser compactado em uma superf́ıcie esférica S𝑓𝑖𝑠
2 , onde o ćırculo no

infinito é reduzido ao polo norte da esfera (projeção estereográfica). Do mesmo modo, o

espaço interno S𝑖𝑛𝑡
2 , isto é, o espaço dos campos �⃗� sujeito ao v́ınculo �⃗� · �⃗� = 1 é também

uma superf́ıcie esférica de raio unitário. Então, qualquer configuração do campo �⃗� com

energia finita é apenas um mapeamento de S𝑓𝑖𝑠
2 em S𝑖𝑛𝑡

2 . Os skyrmions de Belavin-Polyakov

são o resultado desse mapeamento, ilustrado na Fig. 1, e possuem uma energia finita de

4𝜋𝐽 . Em 1975, usando um elegante truque, Belavin e Polyakov demonstraram que tais

configurações satisfazem as equações de campo Eq.(5), para o modelo 𝑂(3) [1, 33].

(a) (b)

Figura 1 – a) Mapeamento da esfera dos spins no plano f́ısico bidimensional (x,y) e b) Resultado desse
mapeamento formando o skyrmion do tipo 1CS. Figuras extráıdas de [1] e [2].

Um resultado bem conhecido em topologia, o qual apresentaremos sem provas,

diz que qualquer mapeamento não singular de uma superf́ıcie S2 em outra S2 pode ser

classificado em setores homotópicos [12]. Configurações de um dado setor não podem

ser transformados em configurações do outro via deformações cont́ınuas do campo. Cada

setor é, portanto, topologicamente protegido. Além disso, existe um número infinito de

tais setores caracterizados por um conjunto de inteiros positivos, negativos ou nulos. Esses

setores homotópicos formam um grupo no qual são isomorfos ao grupo dos inteiros.

Assim, as configurações de skyrmions definidas pelo mapeamento S𝑓𝑖𝑠
2 →S𝑖𝑛𝑡

2 são

agrupadas em setores topologicamente distintos, caracterizados por um ı́ndice topológico

𝑄 designado de carga ou número topológico do skyrmion. Essa quantidade corresponde
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a quantas vezes a esfera de spins S𝑖𝑛𝑡
2 cobre o espaço f́ısico S𝑓𝑖𝑠

2 e é matematicamente

expressa por [34]:

𝑄 = − 1

4𝜋

∫︁

𝑑2𝑥s · (𝜕𝑥s× 𝜕𝑦s) = 𝑁
𝑠𝑧(∞)− 𝑠𝑧(0)

2
= 𝑁 · 𝑃, (6)

em que 𝑁 é o 𝑤𝑖𝑛𝑑𝑖𝑛𝑔 𝑛𝑢𝑚𝑏𝑒𝑟 relacionado à vorticidade do núcleo do skyrmion e 𝑃 =

(𝑠𝑧(∞)−𝑠𝑧(0))/2 é chamado de polaridade, definida como a diferença entre a componente

𝑧 do spin na fronteira da excitação e no seu núcleo [34]. Assim, a carga topológica pode ser

definida como um produto entre sua vorticidade 𝑁 e sua polaridade 𝑃 e assume valores

inteiros de 𝑄 = ±1 ± 2 ± 3... . A energia de cada configuração é dada por 𝐸 = 4𝜋𝐽 |𝑄|.
Em f́ısica da matéria condensada, estamos mais interessados em skyrmions com carga

topológica 𝑄 = 1, uma vez que possuem menor energia e, portanto, são mais fáceis de

serem excitados.

1.3 SKYRMIONS 1CS E 2CS

Observe que as soluções de skyrmions obtidas anteriormente requerem condições

de fronteira em x → ∞, portanto sua geometria está intimamente relacionada a esse

fato [1]. Por exemplo, considerando �⃗� = (0,0,1) em x → ∞, isto é, considerando que os

spins da fronteira apontam perpendicularmente ao plano do filme, obtemos o skyrmion

de um núcleo (1𝐶𝑆) ilustrado na Fig. 2.

Figura 2 – Configuração de skyrmion 1CS em uma rede ferromagnética.

Nos últimos anos, essas estruturas foram observadas experimental-

mente em vários sistemas magnéticos, especialmente em magnetos quirais como

𝑀𝑛𝑆𝑖, 𝐹𝑒𝐺𝑒, 𝐹𝑒1−𝑥, 𝐶𝑜𝑥𝑆𝑖 [35]. A ausência de simetria de inversão nesses materiais ativa
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a interação de Dzyaloshinski-Moriya que favorece uma textura de spins do tipo hélice,

como ilustrado na Fig. 3 a seguir. Aplicando um campo magnético perpendicular ao

plano do filme, skyrmions são estabilizados [11, 19–21]. Em materiais centro simétricos,

a interação Dzyaloshinski-Moriya não é relevante, mas skyrmions ainda podem ser

estabilizados pela competição entre a interação dipolar e uma anisotropia de eixo fácil [3].

Figura 3 – Representação esquemática de uma rede de skyrmions estabilizada a partir da aplicação de
um campo magnético. Figura extráıda de [3].

Outra textura de spins completamente diferente (mas com mesma energia) pode

ser obtida considerando �⃗� = (1,0,0) em x → ∞, ou seja, com os spins nas bordas da

estrutura apontando paralelamente ao plano do filme. Isso resulta no skyrmion de dois

núcleos (2𝐶𝑆) ilustrado na Fig. 4. Basicamente, essa estrutura consiste de dois merons,

um meron tem quiralidade 𝑞 = 1 para configurações do tipo vórtice e 𝑞 = −1 para

configurações do tipo anti-vórtice, além de uma polaridade 𝑝 que pode ser de±1. Portanto,

pela Eq.(6) cada meron possui uma carga de skyrmion fracionária dada por 𝑝𝑞
2
= ±1/2.

Assim, um meron (1,𝑝) e um anti-meron (−1,− 𝑝) se juntam formando um skyrmion com

carga topológica 𝑄 = 1. Essa textura pertence a um setor topologicamente distinto do

trivial de tal maneira que não pode ser deformado continuamente no estado fundamental.

Na Fig. 4, o meron é indicado pela cor azul e o anti-meron pela cor vermelha. O campo

�⃗� para a textura 2𝐶𝑆 é dado por:

�⃗� =

(︂

𝑟2 −𝑅2

𝑟2 +𝑅2
,

2𝑅𝑥

𝑟2 +𝑅2
,

2𝑅𝑦

𝑟2 +𝑅2

)︂

, (7)

onde 𝑟2 = 𝑥2 + 𝑦2 e 𝑅 é o tamanho do skyrmion. Sua energia é de 4𝜋𝐽 e é independente

de 𝑅.
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Figura 4 – Configuração de skyrmion 2CS em uma rede ferromagnética.

Skyrmions têm recebido muita atenção no meio técnico cient́ıfico por pelo menos

três razões [11, 36]. Primeiro, essas estruturas são bastante estáveis devido a sua prote-

ção topológica. Segundo, skyrmions são extremamente finos, da ordem de nanômetros,

possibilitando sua utilização em futuras nanotecnologias. Por fim, essas texturas podem

ser facilmente movidas por corrente de spins polarizadas com alta eficiência energética.

Assim, considera-se promissor sua utilização na área de spintrônica, mais especificamente

em dispositivos de armazenamento e transmissão de informações.

Mais recentemente, Parkin et al. [37] propuseram um novo tipo de memória base-

ada em bits móveis, designada de memórias “racetrack”. Esses dispositivos são formados

basicamente por um fio ferromagnético no qual as informações são associadas à direção

de domı́nios magnéticos. Através de uma corrente de spin polarizada, esses domı́nios são

movidos pelo fio. Estudos indicam que a substituição desses domı́nios por skyrmions mag-

néticos podem trazer grandes vantagens tecnológicas, como a redução da energia e da

densidade de corrente necessária para mover os bits [38]. A presença ou não dessa textura

em um local espećıfico de memória estaria associada à informação não-volátil de 0/1 bit.

A maior parte dos estudos teóricos e experimentais envolvendo skyrmions referem-

se àqueles do tipo 1𝐶𝑆, os primeiros detectados experimentalmente em sistemas de ma-

téria condensada. No entanto, muito recentemente, texturas magnéticas do tipo merons e

anti-merons começaram a receber maior interesse dos pesquisadores. Em 2018, uma rede

quadrada de merons e anti-merons foi observada experimentalmente pela primeira vez no

espaço real via Lorentz TEM, em um filme fino do magneto quiral 𝐶𝑜8𝑍𝑛9𝑀𝑛3, mos-
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trado na Fig. 5 [24]. Salienta-se que esse tipo de textura também já havia sido estudado

em alguns trabalhos teóricos em anos anteriores [5, 23, 39]. Citamos aqui o trabalho de

Ezawa [39], demonstrando a existência de compactos bimerons em filmes finos magnéticos

com anisotropia planar, e também o trabalho de R. L. Silva et al. [5], que, através de si-

mulações de Monte Carlo, demonstraram a emergência de redes de skyrmions e bimerons

em filmes magnéticos quirais com impureza não magnética. A estrutura de um bimeron

pode ser observada na Fig. 6, extráıda de [5]. Espera-se, portanto, que além dos usuais

skyrmions e anti-skyrmions, texturas do tipo merons como os skyrmions de dois núcleos

possam receber cada vez mais atenção.

Figura 5 – Rede quadrada de (anti)merons em um filme de Co8Zn9Mn3 observado experimentalmente
via Lorentz TEM. Figura retirada de [4].

Figura 6 – Visão esquemática de um bimeron. As setas indicam a magnetização no plano enquanto as
cores referem-se a componente z do spin. Figura retirada da referência [5].

1.4 OBJETIVOS

Pelo fato de as observações experimentais de texturas do tipo merons em magne-

tos serem recentes, pouca atenção tem sido dedicada aos skyrmions de dois núcleos. De

fato, apesar dos skyrmions apresentarem uma estabilidade topológica, geralmente isso não
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implica em uma estabilidade f́ısica. As propriedades topológicas estão intimamente rela-

cionadas ao caráter cont́ınuo do campo, de modo que os efeitos de discretização e finitude

dos sistemas reais levam à perda dessas propriedades. Para uma completa estabilização

dessas texturas, interações adicionas como a Dzyaloshinski-Moriya (caso dos skyrmions

1𝐶𝑆) e anisotropias são necessárias. Entretanto, à parte dessas interações, é útil estudar a

dinâmica de skyrmions isolados em filmes finos reais de modo a compreender quais efeitos

a discretização, as anisotropias e as impurezas têm sobre essa textura. Para o skyrmion

2𝐶𝑆 Amaral et al. [25] realizaram simulações de dinâmica de spin em redes discretas

no ferromagneto (𝐹𝑀) de Heisenberg isotrópico 2𝐷. Seus resultados indicam uma alta

estabilidade dessa estrutura no 𝐹𝑀 . No entanto, a caracteŕıstica estática da solução é

perdida, uma vez que os merons passaram a girar em torno do centro do skyrmion com

uma frequência bem definida 𝜔 que depende do tamanho 𝐿 da rede [25].

Portanto, nesse trabalho, investigaremos numericamente alguns problemas associ-

ados à estabilidade de skyrmions 2𝐶𝑆 em filmes finos magnéticos descritos pelo modelo de

Heisenberg isotrópico Eq.(1). Como na referência [25] essa textura foi investigada na rede

ferromagnética (𝐹𝑀), dedicaremos nosso estudo na rede antiferromagnética 𝐴𝐹𝑀 qua-

drada, esperando obter algumas diferenças fundamentais. O interesse em sistemas 𝐴𝐹𝑀

cresceu nos últimos anos, sobretudo pela descoberta de que skyrmions 𝐴𝐹𝑀 não sofrem

o efeito Hall de Skyrmion (SkHE) como os seus contrapares ferromagnéticos [40, 41]. Ou

seja, impulsionados por uma corrente de spin polarizada, essas estruturas na rede 𝐴𝐹𝑀

podem ser movidas por longas distâncias nos racetracks sem tocar suas bordas e colapsar,

o que é bastante vantajoso tecnologicamente. De fato, antiferromagnetos têm emergido

como um novo campo de interesse em spintrônica. Portanto, esperamos que esse trabalho

possa contribuir futuramente para o entendimento das propriedades das excitações de dois

núcleos em materiais 𝐴𝐹𝑀 2𝐷, estudados experimentalmente.

Como sistemas 𝐴𝐹𝑀 apresentam intrinsecamente duas estruturas de sub-rede,

toda a fundamentação teórica dessa seção, desenvolvida com base num sistema 𝐹𝑀 ,

ainda é válida, bastando substituir o campo �⃗� pelo vetor de 𝑁𝑒𝑒𝑙, �⃗�𝑖 =
�⃗�2i−�⃗�2i+1

2
, onde os

subscritos referem-se a diferentes sub-redes do sistema.
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2 METODOLOGIA

Dedicamos esse caṕıtulo para apresentação dos métodos numéricos adotados no

estudo do skyrmion 2𝐶𝑆 na rede 𝐴𝐹𝑀 . Explicamos inicialmente o método preditor cor-

retor, usado na integração das equações de movimento de cada spin do sistema e, por fim,

definimos as versões discretas dos observáveis carga topológica 𝑄 e tamanho da textura

𝑅.

2.1 DINÂMICA DE SPIN

Como mencionado anteriormente, a primeira parte do nosso trabalho consiste em

investigar como o skyrmion 2𝐶𝑆 se comporta em redes discretas e finitas. Portanto, para

explorarmos seu comportamento dinâmico, devemos realizar a integração numérica das

equações de movimento para cada spin da rede. Essas equações são dadas por [42]:

𝑑

𝑑𝑡
S𝑖 = −𝜕ℋ

𝜕S 𝑖
× S𝑖, (8)

onde ℋ = −𝐽
∑︀

𝑖,𝑗 S𝑖 · S𝑗 é a Hamiltoniana do modelo de Heisenberg isotrópico. Como

estamos lidando com um sistema 𝐴𝐹𝑀 devemos ter 𝐽 = −1.

Existem diversos métodos numéricos para a integração da Eq.(8), cada qual com

diferentes erros de truncamento. Um bom método deve, além de ser eficiente, observar as

leis de conservação do modelo. Por exemplo, como vamos impor condições de contorno

periódicas, a energia deve ser uma quantidade conservada ao longo do tempo. Outra

quantidade muito importante a ser conservada é o comprimento de spin |�⃗�𝑖| = 1 visto que é

parte importante da definição do modelo. Portanto, utilizaremos, nesse trabalho, o método

predictor-corrector de quarta ordem. Esse método é bastante estabelecido na literatura

pela sua boa performance em integração numérica de problemas de valor inicial [42, 43].

Para descrever o método, reescreveremos a Eq.(8) como �̇� = 𝑓(𝑦) onde 𝑦 é uma

notação simplificada para uma completa configuração de spins, ou seja, um vetor com

3𝑁 dimensões para uma rede com 𝑁 śıtios. A configuração inicial é representada por

𝑦0. O passo predictor do esquema é então dado (neste trabalho) pelo método expĺıcito
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Adams-Bashforth de quatro passos [43]:

𝑦(𝑡+ 𝛿𝑡) = 𝑦(𝑡) +
𝛿𝑡

24
[55𝑓(𝑦(𝑡))− 59𝑓(𝑦(𝑡− 𝛿𝑡)) + 37𝑓(𝑦(𝑡− 2𝛿𝑡))− 9𝑓(𝑦(𝑡− 3𝛿𝑡))] (9)

que tem um erro local de truncamento de (𝛿𝑡)5. O passo corrector consiste tipicamente

em uma iteração do método impĺıcito de três passos Adams-Moulton [42,43]:

𝑦(𝑡+ 𝛿𝑡) = 𝑦(𝑡) +
𝛿𝑡

24
[9𝑓(𝑦(𝑡+ 𝛿𝑡)) + 19𝑓(𝑦(𝑡))− 5𝑓(𝑦(𝑡− 𝛿𝑡)) + 9𝑓(𝑦(𝑡− 2𝛿𝑡))] (10)

que também possui um erro de truncamento da ordem de (𝛿𝑡)5. Observe que inicialmente

precisamos saber o valor de 𝑦(𝛿𝑡),𝑦(2𝛿𝑡) e 𝑦(3𝛿𝑡) à parte da condição inicial 𝑦(0) = 𝑦0.

Assim, executamos os primeiros três passos da integração com o método de Runge-Kutta,

que não pode ser usado no processo inteiro devido ao rápido acúmulo dos erros de trun-

camento (a menos que utilizemos um valor muito pequeno para o passo 𝛿𝑡) [42].

Figura 7 – Configuração de skyrmion 2CS em uma rede antiferromagnética.

O estado inicial 𝑦(0) = 𝑦0 é dado pela textura de skyrmion Eq.(7). No entanto,

como estamos tratando de um sistema antiferromagnético, devemos dividir a rede em duas

sub-redes A e B. Na sub-rede A, a configuração é dada diretamente pela fórmula Eq.(7) e

na sub-rede B, pela mesma equação, mas com sinal de menos. Se considerarmos o vector
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de Néel �⃗�, a configuração deverá ser similar a somente uma sub-rede A ou B. Na Fig.

7 acima mostramos a textura resultante considerando 𝑅 = 4𝑎 (𝑎 é o parâmetro de rede

considerado 1 nesse trabalho).

2.2 VERSÃO DISCRETA DE Q E R

Skyrmions podem ser caracterizados pela sua carga topológica 𝑄, como definido

na equação (6), e pelo seu tamanho1 R . Enquanto no limite cont́ınuo essas quantidades são

estáticas, em redes discretas e finitas elas podem variar com tempo, indicando a perda das

propriedades topológicas da textura. Portanto, importantes informações sobre a dinâmica

do skyrmion podem ser extráıdas dessas duas quantidades. Numericamente, para o cálculo

da carga topológica 𝑄 devemos empregar uma versão discreta da Eq. (6):

𝑄 =
1

8𝜋

𝑁
∑︁

𝑖=1

�⃗�𝑖 ·
[︁(︁

�⃗�𝑖+𝑥 − �⃗�𝑖−𝑥

)︁

×
(︁

�⃗�𝑖+𝑦 − �⃗�𝑖−𝑦

)︁]︁

(11)

onde 𝑁 é o número de spins do sistema e o subscrito (𝑖 ± 𝜎), com 𝜎 = 𝑥,𝑦, indica o

primeiro vizinho do spin �⃗�𝑖 na direção ±�̂�.

Já para uma estimativa numérica do tamanho 𝑅𝑑 do skyrmion, utilizamos a com-

ponente 𝑆𝑥 de todos os spins da textura, como definido abaixo:

𝑅2
𝑑 = (𝑚− 1)(2𝑚𝜋)−1

∑︁

𝑖

(1− 𝑆𝑥
𝑖 )

𝑚 (12)

onde 𝑚 > 1 é um inteiro arbitrário e o somatório é sobre todos os spins do sistema.

Essa expressão é motivada considerando o fato de que, no limite cont́ınuo, substituindo o

somatório em (12) por uma integral sobre 𝑑𝑥𝑑𝑦/𝑎 e usando a textura de skyrmion como

definido em (7), obtemos a identidade 𝑅𝑑 = 𝑅 [44].

1 Para o skyrmion 2CS, o tamanho R é definido como a distância entre o meron e o centro do skyrmion.
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3 RESULTADOS E DISCUSSÕES

Nesse caṕıtulo apresentamos os principais resultados referente à dinâmica do skyr-

mion 2𝐶𝑆 na rede antiferromagnética (𝐴𝐹𝑀). Os resultados foram comparados com

aqueles obtidos por Amaral et al. [25] na rede ferromagnética. Nas duas últimas seções

investigamos o comportamento da textura próximo a uma impureza não magnética e na

presença de um campo magnético externo.

3.1 ENERGIA

Conforme mencionado anteriormente, as propriedades topológicas estão intima-

mente relacionadas à caracteŕıstica cont́ınua do campo, de modo que numa rede discreta

e finita, esperamos que os skyrmions percam algumas de suas propriedades. A Fig. (8)

apresenta o resultado da energia do Skyrmion 𝐸, calculada via Eq.(1), como função do

inverso do comprimento da rede 𝐿. Diferentes curvas se referem a diferentes tamanhos 𝑅

do skyrmion. A energia do estado fundamental foi redefinida a zero, subtraindo o valor

de −2𝑁𝐽 .

Figura 8 – Energia do Skyrmion como função do comprimento L da rede.

Observamos pelo gráfico Fig. (8) que a energia do skyrmion não é de longe cons-
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tante, conforme dado na teoria cont́ınua, mas passa a depender do tamanho 𝐿 da rede.

Assim, de acordo com o gráfico, para um comprimento fixo 𝑅, quanto menor a rede, maior

a energia 𝐸 da excitação. Observe também que a relação entre 𝐸 e 1/𝐿 é aproximada-

mente linear. Outro fato importante é a quebra da invariância de escala do modelo, com

a energia do skyrmion dependendo também de seu tamanho: para um 𝐿 fixo, a energia

da excitação 𝐸 cresce com 𝑅.

Através de uma regressão linear, realizamos uma extrapolação dos resultados no

limite 1/𝐿 → 0, o que corresponde ao tamanho 𝐿 da rede indo a infinito. Neste limite, a

aproximação cont́ınua é recuperada e todas as retas referentes a distintos 𝑅 se interceptam

num mesmo ponto, correspondente ao valor de energia 𝐸 = 4𝜋𝐽 ≈ 12,57𝐽 . Portanto, a

invariância de escala é recuperada e a energia da textura passa a não depender do seu

tamanho 𝑅 nem do tamanho 𝐿 da rede.

Não é surpresa a dependência da energia 𝐸 da textura com o tamanho 𝐿 do

sistema. Uma vez que a rede é discreta, spins apresentam grandes diferenças em suas

direções, tanto maior quanto menor for a rede. Isso implica em uma energia maior, como

podemos notar facilmente pelo produto escalar entre spins dada em Eq. (1). Para uma

rede infinitamente grande, essa diferença se reduz a pequenas flutuações e a energia da

textura se aproxima do valor predito pela teoria cont́ınua.

3.2 DINÂMICA

Passamos agora ao estudo de como o skyrmion 2𝐶𝑆 evolui ao longo do tempo na

rede 𝐴𝐹𝑀 . Para isso, integramos as equações de movimento para cada spin como definido

na Eq.(8). Os resultados foram comparados com os obtidos por Amaral et al. [25] para a

rede ferromagnética 𝐹𝑀 .

Inicialmente fixamos o tamanho inicial do skyrmion em 𝑅 = 10 e realizamos si-

mulações para vários tamanhos de redes 𝐿. O primeiro resultado observado foi a grande

instabilidade da textura, marcada pelo seu rápido colapso, sobretudo em pequenas redes.

Por exemplo, na rede 1000×1000, a excitação colapsou em um tempo de 125~/𝐽 , diferen-

temente do observado no sistema 𝐹𝑀 , onde a excitação é praticamente estável ao longo

do tempo. Aqui, à medida que o tempo evolui, os dois merons se aproximam cada vez mais

rápido, até se encontrarem no centro do skyrmion e a estrutura decair em ondas de spin.

A perda da estabilidade topológica da textura se deve a efeitos de discretização e finitude
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da rede. Com o aumento de 𝐿, gradativamente o tempo de vida do skyrmion aumenta,

indicando que, possivelmente, no limite 𝐿 → ∞ a estrutura se estabilize. O processo de

fusão e aniquilação dos merons pode ser visto na Fig. (9), na qual mostramos a evolução

da textura nos tempos 𝑡 = 0~/𝐽 , 𝑡 = 100~/𝐽 , 𝑡 = 125~/𝐽 e 𝑡 = 130~/𝐽 , numa rede de

tamanho 𝐿 = 1000.

(a) (b) (c) (d)

Figura 9 – Evolução do skyrmion 2CS na rede AFM , indicando a aproximação dos merons com
subsequente colapso da estrutura. As cores indicam a componente z do spin em uma

subrede.

Figura 10 – Evolução do tamanho R(t) e da carga topológica Q(t) do skyrmion. Observe que enquanto
seu tamanho decresce gradativamente com o tempo, sua carga topológica permanece

constante até ir a zero no colapso.

Como consideramos condições de fronteira periódicas, durante toda simulação a

energia do sistema permanece aproximadamente constante. Já o tamanho do skyrmion

𝑅(𝑡), que inicialmente é 𝑅 = 10, diminui gradativamente com o tempo (resultado da

atração dos merons), indo a zero no momento do colapso, conforme mostrado na Fig. (10).

No mesmo gráfico, plotamos também a evolução da carga topológica 𝑄. Esta permanece

com valor igual a 1 durante todo o tempo, indo a zero somente quando o skyrmion colapsa.
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Analisando a dinâmica do skyrmion 2𝐶𝑆 na rede antiferromagnética, percebemos

outra importante diferença com relação ao caso ferro: aqui, a textura não apresenta um

movimento de rotação em relação ao seu centro. De fato, como obtido por Amaral et

al. [25], skyrmions 2𝐶𝑆 em redes discretas ferromagnéticas não são estáticos como prediz

a teoria cont́ınua. Ao contrário, os dois merons giram ao redor do seu centro com uma

frequência caracteŕıstica 𝜔 que depende do tamanho 𝐿 da rede. Os autores obtiveram

também que no limite 𝐿 → ∞, a frequência 𝜔 tende a zero de modo que o skyrmion

torna-se estático e com energia igual a 4𝜋𝐽 . Já na rede 𝐴𝐹𝑀 , como vimos, os dois

merons se aproximam cada vez mais rápido, sem qualquer movimento de rotação, até

se encontrarem no centro da excitação. Na Fig. (11) a seguir mostramos a dinâmica do

skyrmion na rede ferromagnética. É viśıvel ao longo do tempo a rotação dos merons em

relação ao centro do skyrmion.

Figura 11 – Evolução do skyrmion 2CS na rede FM indicando a rotação dos merons em relação ao
centro do skyrmion. As cores indicam a intensidade da componente z do spin.

Além do tempo de colapso 𝑡𝑐 do skyrmion 2𝐶𝑆 depender do tamanho da rede, ele

também depende de seu tamanho inicial 𝑅0. Isso já era esperado, uma vez que merons mais

separados demoram mais tempo para se encontrarem no núcleo. Portanto, quanto maior

for o tamanho do skyrmion, maior é seu tempo de colapso. Para investigar de forma

mais detalhada a relação entre 𝑡𝑐 e 𝑅0, fixamos o comprimento da rede em 𝐿 = 1000

e performamos simulações para vários tamanhos iniciais 𝑅0 da textura. Os resultados

obtidos para o tamanho 𝑅(𝑡) e para a carga topológica 𝑄(𝑡) são sintetizados nos gráficos

da Fig. (12) a seguir. Observe que para todos os valores de 𝑅0 a carga topológica 𝑄

permanece constante até o colapso enquanto 𝑅 varia continuamente a zero.

Através da variação de 𝑅0 com 𝑡, estimamos como o tempo de colapso 𝑡𝑐 do

skyrmion escala com o tamanho inicial 𝑅0. Assim, para os cinco tamanhos de skyrmions

simulados, indicamos na inserção do gráfico (12)(𝑎) os valores de 𝑡𝑐, correspondente ao

tempo em que a carga topológica vai a zero, em função de 𝑅0. Observamos que na escala
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(a)

(b)

Figura 12 – (a) Tamanho do skyrmion R(t) em função do tempo de simulação t para diferentes
tamanhos iniciais R0. No gráfico em inserção indicamos em escala log-log o tempo de
colapso tc da estrutura em função do seu tamanho inicial R0. (b) Evolução da carga

topológica Q(t) como função do tempo de simulação t para diferentes tamanhos inicias R0.

log-log, a relação entre essas grandezas é aproximadamente linear. Isso indica que podemos

estimar 𝑡𝑐 como uma lei de potência da forma 𝑡𝑐 ∝ 𝑅𝛼
0 com 𝛼 > 0. Assim, realizando um

ajuste linear, obtemos para o coeficiente 𝛼 o valor de 2.25. Esse valor é muito próximo

do obtido em [44] para o skyrmion de um núcleo na rede antiferromagnética. Isso sugere

que skyrmions 1𝐶𝑆 e 2𝐶𝑆 possuem comportamentos similares. De fato, embora esses

dois tipos de textura não sejam topologicamente distintos, as propriedades do material,
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como por exemplo, suas anisotropias, podem favorecer a estabilização de uma estrutura

em detrimento da outra. Por fim, salientamos que, para o caso ferromagnético, o valor

do coeficiente 𝛼 é aproximadamente 5 (segundo [44]), portanto muito maior que na rede

𝐴𝐹𝑀 . Isso significa que para um mesmo tamanho 𝑅0, o tempo de vida do skyrmion na

rede 𝐹𝑀 é cerca de três ordens de grandeza superior que na rede 𝐴𝐹𝑀 .

3.3 REDE COM IMPUREZAS

Em adicional ao efeito da discretização na estabilidade e na dinâmica do skyrmion,

é também útil verificar como essa textura se comporta na presença de impurezas não

magnéticas. De fato, muitos estudos mostram que vacâncias afetam a dinâmica de sólitons,

especialmente de skyrmions 1𝐶𝑆 [5, 25] e também de vórtices no modelo 𝑋𝑌 [45, 46]. A

interação skyrmion-vacância pode ser útil na manipulação desses objetos, abrindo novas

possibilidades para aplicações tecnológicas. Então, consideramos em nosso sistema uma

configuração de skyrmion 2𝐶𝑆 com tamanho inicial 𝑅0 = 10 localizado na origem da rede

(0,0) e uma vacância de spin localizada no śıtio (12,10). A simulação foi performada numa

rede de tamanho 𝐿 = 1000. A evolução temporal da estrutura está indicada na Fig. (13)

até o tempo de 𝑡 = 130~/𝐽 .

Figura 13 – Evolução temporal do skyrmion na rede AFM com uma impureza magnética localizada no
śıtio (12a,10a). As cores indicam a intensidade da componente z do spin na subrede A. O

ćırculo preto corresponde a localização da vacância de spin.

Como podemos ver na Fig. (13), o centro do skyrmion não é mais estático e, sim,

vai em direção à impureza, ou seja, o skyrmion como um todo é atráıdo pelo defeito da rede.

Durante esse processo, a vacância de spin não deforma os dois merons, apenas os atraem.

Um comportamento similar foi encontrado por Pereira 𝑒𝑡 𝑎𝑙. [47] no contexto de vórtices

planares no modelo 𝑋𝑌 . Neste trabalho os autores encontraram tanto por simulações de

Monte Carlo, quanto por cálculos anaĺıticos que vórtices individuais planares são atráıdos

e aprisionados por impurezas não magnéticas, estes trabalhando como potencial atrativo
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para os vórtices. Isso ocorre porque a interação de troca entre os spins é maior no centro

do vórtice do que na sua periferia. Então, para minimizar a energia, é melhor que o centro

do vórtice esteja localizado na vacância de spin. Eles também obtiveram que a estrutura

do vórtice não muda apreciavelmente com a presença da impureza. No entanto, no caso

do skyrmion temos encontrado uma importante diferença. Quando seu centro atinge a

impureza, a sua estrutura colapsa em ondas de spin. Portanto, o tempo de vida da textura

reduz consideravelmente. É importante pontuar que, à medida que o skyrmion é atráıdo,

seu tamanho 𝑅 vai reduzindo com o tempo devido aos efeitos de discretização, como

previamente mencionado. Por fim, observamos que em distância superiores a 𝑑 = 2𝑅, o

centro de massa da estrutura não move apreciavelmente, indicando uma fraca interação

skyrmion-vacância.

3.4 SKYRMION 2CS EM UM CAMPO MAGNÉTICO

Nós também investigamos o skyrmion 2𝐶𝑆 na presença de um campo magné-

tico externo. Uma vez que essa textura não é cilindricamente simétrica, dois casos serão

analisados, a saber: a) o campo é aplicado perpendicularmente à linha que une os dois

merons; b)o campo é aplicado paralelamente à linha que une os dois merons. Em ambos

os casos a dinâmica do skyrmion é fortemente afetada. Primeiro, nós apresentamos o caso

a). Um campo magnético constante é aplicado ao longo da direção �̂�, isto é, alinhado com

os spins da borda. Basicamente, o efeito desse campo é induzir uma rotação dos núcleos

do skyrmion ao redor de seu centro de massa, com uma frequência definida 𝑤 ∝ 𝐵𝑥. Nesse

processo, o centro do skyrmion não move. Além disso, o campo não afeta o tempo de vida

da estrutura, a qual colapsa em um tempo 𝑡𝑐 igual ao caso prévio, sem o campo.

Em contrapartida, aplicando um campo magnético ao longo da direção 𝑦, (caso

b)) nós observamos um comportamento mais interessante. Inicialmente, os núcleos do

skyrmion estão localizados em (0, − 10) e (0,10). Após aplicar um campo magnético, os

spins começam a precessar ao redor do campo de modo que a estrutura é continuamente

deformada em um skyrmion 1𝐶𝑆. Como os spins permanecem precessando, o 1𝐶𝑆 é

continuamente transformado em 2𝐶𝑆 e esse processo se repete periodicamente com uma

frequência 𝜔 ∝ 𝐵𝑦 até se dar o colapso da estrutura.

A Fig. (14) indica a componente 𝑧 do spin (pertencente à sub-rede A) como função

da posição ao longo de 𝑦 (mantendo 𝑥 = 0) para dois diferentes instantes, nomeadamente,
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Figura 14 – Componente z do spin SzA em função da posição ao longo do eixo y (mantendo x = 0) por
dois instantes diferentes de tempo (t = 0 e t = 2π).

𝑡 = 0~/𝐽 e 𝑡 = 2𝜋~/𝐽 . Em 𝑡 = 0~/𝐽 (linha preta), os dois picos no gráfico correspondem

aos dois núcleos do skyrmion 2𝐶𝑆. Com o tempo evoluindo, a sua configuração muda

de tal forma que em 𝑡 = 2𝜋~/𝐽 esses picos tornam-se somente um (e os spins na borda

do sistema passam a apontar na direção 𝑧). Esse é exatamente o skyrmion com somente

um núcleo (1𝐶𝑆). Assim, a configuração 1𝐶𝑆 torna-se 2𝐶𝑆 e vice-versa em um processo

ćıclico. Topologicamente, isso é posśıvel, pois, como já dito, essas estruturas pertencem a

um mesmo setor topológico. Esse processo também está representado na Fig. (15) com a

componente z do spin indicada por cores.

Figura 15 – Componente z do spin SzA em função da posição ao longo do eixo y (mantendo x = 0) por
dois instantes diferentes de tempo (t = 0 e t = 2π).

Ressalta-se que algo similar a essa transformação foi recentemente observado por
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Yu et al. em magnetos quirais que exibem uma anisotropia planar (𝐶𝑜8𝑍𝑛9𝑀𝑛3) [24].

Nesse composto, uma rede bidimensional de merons e anti-merons emerge à baixas tem-

peraturas de um estado de hélice. Com aplicação de um campo magnético, esse estado

transforma-se em uma rede hexagonal de skyrmions 1𝐶𝑆.



PARTE II

O FERROMAGNETO DE HEISENBERG BIDIMENSIONAL COM INTERAÇÃO

DIPOLAR
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4 O HEISENBERG DIPOLAR

Dedicamos esse caṕıtulo à apresentação do modelo de Heisenberg dipolar e alguns

aspetos referentes à transição de fase nesse modelo. Também discutimos algumas caracte-

ŕısticas das interações de longo alcance, em especial a interação dipolar, e sua importância

em sistemas de matéria condensada.

4.1 INTRODUÇÃO

Interações de longo alcance desempenham um papel importante no modelamento

de diversos sistemas f́ısicos. A força gravitacional, por exemplo, importante na formação

das estruturas do Universo, é uma interação de longo alcance. Em escalas microscópicas,

especialmente em sistemas de matéria condensada, interações de longo alcance como a

força eletrostática, van der Waals, dipolar, etc, aparecem conectados, por exemplo, a

problemas referentes à transição de fase em sistemas de matéria condensada [48], aos

efeitos Casimir [49], Kondo [50], entre outros. Em sistemas magnéticos, como o Spin Ice,

a interação dipolar é a principal responsável pelas propriedades exóticas exibidas por esses

sistemas [51].

No entanto, a interação dipolar, geralmente por ser muito menor que a interação

de troca (curto alcance), é, por vezes, desconsiderada na maioria dos modelos que descre-

vem sistemas magnéticos. No entanto, tem ficado claro na literatura que ela desempenha

um papel importante nas propriedades de muitos sistemas, sobretudo em filmes finos

magnéticos. Assim, o interesse em sistemas dipolares tem sido renovado nos últimos anos.

A seguir, citamos alguns exemplos que ilustram a relevância dessa interação em alguns

sistemas magnéticos: 1- Ocorrência da transição de reorientação [52]: experimentalmente

observa-se que filmes finos de ferro (Fe) depositados sobre cobre (Cu) apresentam uma

fase de baixas temperaturas onde todos os spins encontram-se alinhados perpendicular-

mente ao plano do filme. Aumentando-se a temperatura, o sistema sofre uma transição

para uma fase onde os spins estão alinhados paralelamente ao plano. Essa transição, de-

signada de transição de reorientação, é devida à interação dipolar que compete com a

interação de troca e com uma anisotropia de eixo fácil. 2- Sistemas de Spin Ice: nesses

materiais, a interação de troca é despreźıvel, de modo que as propriedades do sistema são
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inteiramente descritas pela interação dipolar. Esses materiais possuem grande interesse

tecnológico devido as suas excitações de mais baixa energia se comportarem como mo-

nopolos magnéticos [53]. 3- Emergência de texturas complexas de spin: estabilização em

alguns materiais de texturas complexas de spins como as bolhas magnéticas [54] e stripes

(isto é, fase laminar e modulada de spins), devido à interação dipolar.

Assim, dessa listagem não exaustiva, conclúımos que, juntamente com termos de

curto alcance, a interação dipolar leva a fenômenos interessantes e a diagramas de fases

complexos em sistemas magnéticos. O interesse transcende o campo acadêmico com a

possibilidade da utilização desses modelos para o desenvolvimento de novos dispositivos

de memória [6].

Portanto, nesse trabalho estudaremos o modelo de Heisenberg 2𝐷 ferromagnético

(𝐽 > 0) levando em consideração a interação dipolar entre os spins. Conforme mostra-

remos adiante, apesar de estudos teóricos e experimentais concordarem que esse sistema

exiba uma fase ferromagnética planar a baixas temperaturas, aspectos referentes ao seu

comportamento cŕıtico ainda não foram totalmente elucidados.

4.2 INTERAÇÕES DE LONGO ALCANCE VS. CURTO ALCANCE

Antes de introduzirmos o modelo de Heisenberg dipolar, cabe fazer aqui uma

rápida discussão sobre alguns aspectos envolvendo interações de curto e de longo alcance.

Em primeiro lugar, na teoria de fenômenos cŕıticos, define-se de forma rigorosa interações

de longo alcance com base no comportamento dos seus momentos 𝑚𝑛 definidos como [55]:

𝑚𝑛 =

∫︁

𝑉 (�⃗�)𝑟𝑛𝑑𝐷𝑟, (13)

onde 𝑉 (�⃗�) é o potencial de interação. Assim, dadas duas part́ıculas separadas por uma

distância 𝑟 em uma rede 𝐷 dimensional, dizemos que a interação entre elas é de longo

alcance caso para algum 𝑛 suficientemente alto, 𝑚𝑛 divirja [56]. Portanto, interações que

decaem como lei de potência, isto é, 𝑟−𝑝 com 𝑝 ≥ 0 são de longo alcance enquanto

interações exponencias 𝑒−𝑟/𝑟0 são de curto alcance. Para além disso, dado o potencial

de interação da forma 𝑉 (�⃗�) = 1/𝑟𝑑+𝜎 admite-se uma subdivisão das interações de longo

alcance em [57,58]:

• Forte: quando −𝑑 ≤ 𝜎 ≤ 0
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• Fraca: quando 0 < 𝜎 ≤ 𝜎𝑐(𝑑)

onde 𝜎𝑐(𝑑) = 2 para 𝑑 ≥ 4 e 𝜎𝑐(𝑑) = 𝑑/2 para 𝑑 < 4. Para 𝜎 > 2 o caráter de longo

alcance da interação não interfere nos valores dos expoentes cŕıticos, de modo que estes

exibem seus valores de curto alcance [56].

Enquanto sistemas com interações fracas seguem a estat́ıstica padrão de

Boltzmann-Gibbs (BG) baseada na extensividade (aditividade) dos potenciais termodinâ-

micos (entropia, energia livre, energia interna, etc), o mesmo não é válido para sistemas

com interações de longo alcance fortes [58]. Nesses sistemas, os potenciais termodinâmicos

deixam de ser aditivos. Assim, por exemplo, a entropia do sistema composto não é mais

igual à soma da entropia de suas partes. Com efeito, a estat́ıstica 𝐵𝐺 pode não ser válida.

Portanto, esses sistemas devem ser abordados numa perspectiva da termodinâmica não

extensiva, como na estat́ıstica generalizada de Tsallis [59]. Além disso, para que o limite

termodinâmico seja bem definido, o sistema deve apresentar uma energia livre por part́ı-

cula finita, ou seja, a energia livre 𝐹𝑁 deve ser assimptoticamente proporcional ao número

de part́ıculas 𝑁 . No entanto, em sistemas cujas interações decaem muito lentamente com

a distância, 𝐹𝑁 cresce com potências superiores de 𝑁 , implicando uma divergência de

𝐹𝑁/𝑁 , ou seja, o limite termodinâmico é indefinido [59].

No caso particular dos sistemas dipolares bidimensionais (foco desse trabalho), a

interação entre spins é proporcional a 1/𝑟3, ou seja, 𝑑 = 2 e 𝜎 = 1 de modo que a interação

é classifica como fraca. Por conseguinte, o sistema é extensivo e a estat́ıstica 𝐵𝐺 usual

pode ser empregada. A mesma não é válida para sistemas dipolares em 𝑑 = 3 dimensões

(𝜎 = 0).

4.3 DESCRIÇÃO DO MODELO

Conforme mencionado anteriormente, o modelo de Heisenberg isotrópico 2𝐷 não

apresenta ordem de longo alcance (𝑂𝐿𝐴) em qualquer temperatura finita 𝑇 . Isso se deve à

divergência das amplitudes das ondas de spins (teorema de Mermin-Wagner) que destroem

a ordem magnética [27]. No entanto, 𝑂𝐿𝐴 pode ser estabilizada quando consideramos a

interação dipolar. De fato, mesmo sendo fraca, sua caracteŕıstica anisotrópica e de longo

alcance quebra a invariância rotacional da interação de troca. Com efeito, o espectro das

excitações é modificado, tornando as flutuações finitas, e consequentemente, estabilizando
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ordem de longo alcance. De fato, numa abordagem de ondas de spins, considerando 𝐽 <<

𝐷 (𝐷 é a constante da interação dipolar) e para um suficiente pequeno vetor de onda

�⃗� , a energia das ondas de spins tem a forma não usual 𝜀(�⃗�) ≈ 2𝜋𝐷| sin𝜑(�⃗�)|
√
2𝑎𝑘,

isto é, proporcional a 𝑘1/2 (em contraposição ao caso da interação de troca puro onde

𝜀(�⃗�) ∼ 𝑘2) [6]. Isso leva a flutuações pequenas em torno da magnetização de saturação

em uma ampla variedade de temperaturas implicando ordem de longo alcance em 𝑇 ̸= 0,

conforme mostrado rigorosamente por Maleev (1976) [6, 26]. Portanto, conclui-se que,

mesmo inferior à interação de troca, o termo dipolar desempenha um papel importante

nos espectros de excitações do sistema, por conseguinte, tal não deve ser negligenciado no

estudo de sistemas magnéticos.

Desse modo, considerando a interação entre os momentos dos dipolos dos spins

na Hamiltoniana de Heisenberg Eq.(1), definimos a seguir o modelo Heisenberg dipolar

bidimensional (𝐻𝑑2𝐷) que estudaremos nesse trabalho:

𝐻𝑑 = −𝐽
∑︁

⟨𝑖,𝑗⟩

𝑆𝑖𝑆𝑗 +𝐷
∑︁

(𝑖,𝑗)

(︃

�⃗�𝑖 · �⃗�𝑗

𝑟3𝑖𝑗
− 3

(�⃗�𝑖 · �⃗�𝑖𝑗)(�⃗�𝑗 · �⃗�𝑖𝑗)
𝑟5𝑖𝑗

)︃

(14)

onde �⃗� é um vetor de três componentes representando o spin de Heisenberg clássico e �⃗�𝑖,𝑗

é o vetor posição conectando o śıtio 𝑖 ao 𝑗. O parâmetro 𝐽 é a constante de interação de

troca, restrita somente aos primeiros vizinhos. Como estamos interessados num sistema

ferromagnético, limitamos aqui ao caso 𝐽 > 0. Já o parâmetro 𝐷 > 0 é a constante de

interação dipolar, proporcional aos momentos de dipolo 𝜇𝑖 de cada átomo. Enquanto o

primeiro somatório é restrito aos primeiros vizinhos de cada spin, o segundo deve ser

realizado sobre todas as part́ıculas do sistema e suas infinitas imagens periódicas.

Importante notar que a parte dipolar da Eq.(14) apresenta termos ferromagnéticos

e termos antiferromagnéticos. Portanto, qualquer arranjo de spins é incapaz de satisfazer

por completo as interações, ou seja, o sistema é inerentemente frustrado. Isso leva a uma

sensibilidade do sistema quanto ao seu arranjo espacial de modo que geometrias distintas

apresentarão diferentes ordens magnéticas e comportamento cŕıtico distintos [60,61].

Ao passo que a interação de troca (com 𝐽 > 0) em Eq. (14) favorece um ali-

nhamento paralelo dos spins (fase ferromagnética), a interação dipolar favorece uma fase

antiferromagnética [6]. Caso a interação de troca seja suficientemente forte para superar os

efeitos da interação dipolar, o estado fundamental do modelo será ferromagnético (𝐹𝑀),

do contrário, será antiferromagnético (𝐴𝐹 ). Além disso, podemos verificar diretamente
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que o termo dipolar na Eq.(14) leva a uma quebra da simetria entre as componentes de

spins no plano e fora do plano. Consequentemente, tanto para a fase 𝐹𝑀 quanto para

a fase 𝐴𝐹 , a energia será menor para um arranjo planar dos spins. Na tabela a seguir,

adaptada da referência [6], trazemos a energia dipolar (por spin) de diferentes configura-

ções de spins, numa rede quadrada. De fato, as fases planares estão associadas às menores

energias.

Sistema Configuração de Spin Energia dipolar

FM planar
Sx = 1
Sy = 0 E = −2.2584D
Sz = 0

AF planar
Sx = (−1)i

Sy = 0 E = −2.5495D
Sz = 0

FM uniaxial
Sx = 0
Sy = 0 E = 4.5168D
Sz = 1

AF uniaxial
Sx = 0
Sy = 0 E = −0.4678D

Sz = (−1)i

Tabela 1 – Energia dipolar por spin de diferentes configurações de spins, em uma rede quadrada.
Tabela adaptada de [6].

Portanto, conforme está claro na tabela, espera-se que as fases planares, de menor

energia, sejam favorecidas pela interação dipolar em detrimento às fases uniaxiais. A

respeito de qual fase, FM ou AF, será estabilizada, isso dependerá dos valores relativos de

𝐽 e 𝐷. De maneira grosseira, podemos estimar que para valores de 𝐷 < 2𝐽/(−2.2584 +

2.5495) ≈ 6.87𝐽 a estabilidade da fase 𝐹𝑀 é superior ao da fase 𝐴𝐹 . Discutiremos cada

uma dessas fases a seguir.

4.3.1 Fase planar antiferromagnética 𝑝𝐴𝐹

No limite𝐷 >> 𝐽 (aproximação de dipolos puros), a interação dipolar domina sob

a interação de troca e em 𝑇 = 0 a fase estabilizada (estado fundamental) é a antiferromag-

nética planar 𝑝𝐴𝐹 , mostrada na Fig. 16(a). Esse estado é continuamente degenerado sob

uma rotação global dos dipolos em direções opostas à rotação de seus vizinhos, conforme

mostrado na Fig. 16(b) [61]. O modelo de dipolos puros foi investigado por Corruccini e

White [62] no contexto da teoria linear das ondas de spins. Seguindo essa abordagem, os

autores demostraram que esse sistema não apresentava ordem de longo alcance (𝑂𝐿𝐴).

No entanto, este problema foi revisitado por outros autores, indicando que correções de
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ordens superiores na teoria devem levar a uma estabilização da 𝑂𝐿𝐴 [6, 63, 64].

(a) (b)

Figura 16 – Em (a): estado fundamental de uma rede de dipolos puros. Em (b): rotação global dos spins
gerando outros posśıveis estados fundamentais. Figuras extráıdas de [6].

De fato, a anisotropia da interação dipolar parece desempenhar um papel crucial

nas excitações do modelo de dipolos puros. Assim, apesar de o estado fundamental ser

continuamente degenerado sob uma rotação global de todos os spins, as flutuações térmicas

removem essa degenerescência e ordem antiferromagnética emerge a baixas temperaturas

[61]. Os primeiros autores a demostrarem esse fato foi Prakash e Henley [7], numa versão

de curto alcance para interação dipolar (preservando o caráter anisotrópico da interação).

Em um dado śıtio da rede o estado fundamental 𝑝𝐴𝐹 do sistema apresenta spins nas

direções 𝜑,− 𝜑,𝜋+ 𝜑,𝜋− 𝜑. Usando métodos aproximativos, os autores demostraram que

os efeitos térmicos produzem termos na energia livre que favorecem estados particulares

na rede quadrada de dipolos, por exemplo, os estados 𝜑 = 0 ou 𝜑 = 𝜋/2, reduzindo a

degenerescência cont́ınua a uma simetria discreta quadrupolar (fourfold). Eles designaram

o fenômeno de ordem magnética induzida termicamente [7]. Mais tarde, Bell et al. [63],

baseado nos trabalhos de Prakash e levando em consideração a natureza de longo alcance

da interação, demostraram a existência de uma fase antiferromagnética em temperaturas

finitas para a rede de dipolos.

Dado que o sistema é ordenado a baixas temperaturas, uma transição de fase

para um estado paramagnético ocorre em uma temperatura cŕıtica 𝑇𝑐. Devido à aniso-

tropia da interação dipolar induzida termicamente, acredita-se que essa transição per-

tença à mesma classe de universalidade do modelo 𝑋𝑌 com campo cristalino quadrupolar

𝐻4 = −ℎ4

∑︀

(
√︀

𝑠4𝑥 + 𝑠4𝑦) (modelo 𝑋𝑌 ℎ4) [8, 61]. Esse modelo apresenta um comporta-

mento cŕıtico convencional, com singularidades do tipo leis de potências nas quantidades

termodinâmicas, mas com expoentes cŕıticos não usuais. Além disso, o modelo é conhe-
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Figura 17 – Alguns dos estados fundamentais posśıveis para uma rede quadrada de dipolos. Efeitos
térmicos destroem a degenerescência cont́ınua, selecionando estados com φ = 0 ou φ = π/2

em detrimento dos demais. Figura extráıda de [7].

cido por apresentar expoentes não universais, ou seja, eles dependem da força efetiva do

campo anisotrópico ℎ4 [8, 65]. Na referência [66] os autores estimaram para um sistema

de dipolos planos um valor de ℎ4 ≈ 0.5 para a anisotropia efetiva induzida termicamente.

De fato, como notado por Bell et al. na referência [63] e também por F. Fernández e J.

Alonso em [61], o modelo planar de dipolos puros e o modelo 𝑋𝑌 ℎ4 guardam muitas se-

melhanças, indicando o papel chave da anisotropia quadripolar no comportamento cŕıtico

do sistema.

4.3.2 Fase planar ferromagnética 𝑝𝐹𝑀

Embora existam sistemas que possam se comportar como dipolares puros (por

exemplo o Spin Ice [51,67]), a maioria dos sistemas magnéticos apresenta uma fraca intera-

ção dipolar comparado à intensidade da interação de troca. Assim, nesse trabalho, estamos

interessados na região 𝐷 < 𝐽 , onde julgamos que a Hamiltoniana (14) providencia um mo-

delo mais reaĺıstico para filmes finos magnéticos. Como mencionado anteriormente, apesar

de pequena, a interação dipolar é responsável pela estabilização de uma fase ferromag-

nética planar 𝑝𝐹𝑀 em sistemas descritos pelo modelo 𝐻𝑑2𝐷. A fase 𝑝𝐹𝑀 é mostrada

na Fig. 18 a seguir. Aqui, o estado fundamental é também degenerado sob uma rotação

global dos spins.

Embora a estabilização de uma fase ferromagnética planar seja fato estabele-

cido tanto teoricamente quanto experimentalmente, a natureza da transição ainda é con-

troversa. Mol e Costa realizaram extensivos estudos via simulação de Monte Carlo em

vários modelos dipolares incluindo o Rotor Planar (𝑑𝑅𝑃 ) e o Heisenberg anisotrópico

(𝐴𝐻𝑑) [10, 29]. De acordo com os autores, seus resultados corroboram a existência de
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Figura 18 – Fase ferromagnética planar pFM em sistemas descritos pelo modelo Hd2D.

uma nova classe de universalidade, caracterizada por um calor espećıfico não divergente e

expoentes cŕıticos não usuais [10]. Além disso, eles obtiveram que a magnetização e com-

primento de correlação apresentam um comportamento do tipo leis de potência na região

cŕıtica. A tabela abaixo, extráıda de [10], sumariza os resultados obtidos pelos autores.

Modelo ν γ β α
AHd 1.22(3) 2.15(5) 0.18(1) −0.44(18)
AHd(bilayer) 1.22(9) 2.1(2) 0.18(5) −0.55(15)
dPR 1.277(2) 2.218(5) 0.2065(4) −1.1(1)
dPR(Maier) - 1 1/2 −2

Tabela 2 – Expoentes cŕıticos para alguns modelos dipolares obtidos via Método de Monte Carlo. Na
última linha encontram-se os resultados teóricos de Maier e Schwabl [9] utilizando grupo de

renormalização. Tabela extráıda de [10].

No entanto, os resultados de Mol e Costa divergem consideravelmente dos resul-

tados de Maier e Schwabl [9]. Usando técnicas de grupo de renormalização, esses autores

obtiveram um diagrama de fluxo muito semelhante ao que se encontra para o modelo

𝑋𝑌 , com o comprimento de correlação e magnetização decaindo exponencialmente, se-

melhante ao que ocorre na transição do tipo Berezinskii-Kosterlitz-Thouless (𝐵𝐾𝑇 ) [30].

Entretanto, os autores apontam que, ao contrário do BKT, aqui, a transição é causada

pela excitação da onda de spin e não pela desvinculação do par de vórtices-anti-vórtices.

Além disso, um conjunto diferente de expoentes cŕıticos foram obtidos por eles. Portanto,

os resultados numéricos não concordam com os resultados de renormalização, indicando

que o comportamento cŕıtico de sistemas dipolares em rede quadrada ainda é considerado

um problema em aberto [8]. Menciona-se aqui, ainda, o trabalho de Rapini et al. [68] que

propõem uma transição do tipo BKT para estes sistemas. No entanto, conforme pontuado

em [29], acredita-se que esse não é o caso, visto que, diferentemente do modelo 𝑋𝑌 , nos

modelos dipolares, ordem de longo alcance é estabilizada [26]. Esse resultado equivocado
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pode ter origem na adoção, pelos autores, de um raio de corte para a interação dipolar [29].

4.4 OBJETIVOS

Portanto, para trazer alguma luz sobre as questões mencionadas acima, realiza-

mos extensas simulações de Monte Carlo no modelo de Heisenberg dipolar 2𝐷, na rede

quadrada, com ênfase na sua região cŕıtica. Esse modelo é pouco estudado na literatura,

pois, como a interação dipolar possui uma anisotropia planar, acredita-se que efetiva-

mente ele seja descrito pelo 𝑋𝑌 dipolar [9, 29]. No entanto, essa inferência pode não ser

verdadeira. De fato, no contexto dos sistemas dipolares puros, Tomita [31] obteve para o

Heisenberg dipolar, expoentes cŕıticos distintos daqueles do XY dipolar, ou seja, apesar

dos dois modelos apresentarem a mesma quebra espontânea de simetria, eles não compar-

tilham os mesmos expoentes cŕıticos. Assim, é interessante verificar se algo semelhante

pode acontecer nos modelos dipolares com interação de troca. Portanto, este trabalho traz

como principais objetivos:

1. Realizar extensas simulações de Monte Carlo no modelo Heisenberg dipolar bidi-

mensional (𝐻𝑑2𝐷), buscando estimar seus expoentes cŕıticos e compará-los com

modelos semelhantes na literatura, principalmente o 𝑋𝑌 dipolar.

2. Sumarizar e discutir os principais resultados da literatura referente à transição de

fase em sistemas dipolares de spins cont́ınuos.

Neste estudo, o algoritmo de Metropolis foi empregado em associação com o

método de repesagem de histogramas (ambos discutidos no próximo caṕıtulo). Para evitar

erros devido à introdução de raios de corte, utilizamos a soma de Ewald [69–71], um

eficiente método para calcular a energia de sistemas de longo alcance. Salienta-se que

o emprego de cortes nas interações já se mostrou bastante inapropriado, gerando erros

significativos em vários observáveis f́ısicos [72,73].
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5 MÉTODOS DE SIMULAÇÃO

Neste caṕıtulo apresentamos de forma resumida aspectos básicos relacionados à

simulação de Monte Carlo no contexto do Heisenberg dipolar, bem como do tratamento

estat́ıstico adequado das séries temporais geradas na simulação. Também apresentamos

a soma de Ewald, uma técnica eficiente para computar a energia de sistemas de longo

alcance. Por fim, introduzimos a análise de escala de tamanho finito, técnica amplamente

utilizada em simulações para caracterização de transições de fase.

5.1 O MÉTODO DE MONTE CARLO

O formalismo da mecânica estat́ıstica é elegante na medida em que, a partir da

função de partição, podemos derivar todas as suas propriedades macroscópicas de um

sistema. Assim, considerando um sistema em equiĺıbrio termodinâmico com um reserva-

tório térmico a uma temperatura 𝑇 , a probabilidade de encontrá-lo em um dado estado

microscópico 𝜇 é proporcional a 𝑒−𝛽𝐸µ , onde 𝐸𝜇 é a energia do estado e 𝛽 = 1/𝑘𝐵𝑇 (𝑘𝐵

a constante de Boltzmann) [74]. Já o valor médio de um observável 𝐴𝜇 é dado por:

⟨𝐴⟩ = 1

𝑍

∑︁

𝜇

𝐴𝜇𝑒
−𝛽𝐸µ (15)

onde definimos

𝑍 =
∑︁

𝜇

𝑒−𝛽𝐸µ (16)

como a função de partição do sistema.

Entretanto, como a maioria dos modelos em f́ısica da matéria condensada envolve,

além da interação entre as part́ıculas, um grande número de graus de liberdade, geralmente

não é posśıvel encontrar uma expressão anaĺıtica para a função de partição. Poucas são as

exceções, como o modelo de Ising 2𝐷, resolvido analiticamente por Osanger (1944) [75].

Assim, métodos aproximativos são requeridos, como as simulações computacionais.

Um dos métodos numéricos mais empregados para obter estimativas adequadas

para as propriedades macroscópicas de um sistema é a simulação de Monte Carlo [76–

79]. O prinćıpio do método baseia-se na geração de um subconjunto de configurações,

escolhidas por meio de um algoritmo aleatório, usando uma distribuição de probabilidade
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𝑝𝜇. Esse subconjunto constitui a amostragem, a partir da qual as grandezas relevantes

do problema são calculadas como médias estat́ısticas [77]. Assim, se um dado estado 𝜇 é

gerado com probabilidade 𝑝𝜇, a equação (15) toma a forma [80]:

⟨𝐴⟩ ≈
∑︀

{𝜇} 𝐴𝜇𝑒
−𝛽𝐸µ𝑝−1

𝜇
∑︀

{𝜇} 𝑒
−𝛽𝐸µ𝑝

−1
µ

(17)

onde {𝜇} é o conjunto de configurações amostradas.

A questão está, portanto, em como escolher a probabilidade 𝑝𝜇 para cada estado.

Uma simples escolha consiste em amostrar todos os estados com igual probabilidade, ou

seja, realizar uma amostragem homogênea do espaço de configurações. No entanto, isso não

é adequado. Vejamos o porquê. Tomando como exemplo o modelo de Ising bidimensional

em uma rede de dimensão linear 𝐿 = 20, temos 𝑁 = 400 spins. Como cada spin pode ter

um valor de +1 ou −1, temos o total de 2400 ≈ 2,58 x 10120 configurações posśıveis [77].

Portanto, extrair desse número um conjunto representativo do sistema, ainda resultaria

num número gigantesco de configurações. Por outro lado, atento ao fato de que numa dada

temperatura, somente alguns estados irão contribuir significativamente para o cálculo das

médias, podemos realizar uma amostragem de importância (importance sampling), que

consiste em selecionar as regiões do espaço de configurações de onde vem as contribuições

mais importantes para o cálculo das médias. Um procedimento que permite realizar tal

amostragem é o algoritmo de Metropolis, que foi introduzido por Nicolas Metropolis e

seus colaboradores no contexto de simulações de gases ŕıgidos [77].

5.2 ALGORITMO DE METROPOLIS

Neste método, constrúımos uma cadeia de Markov, onde cada configuração 𝑥𝑙+1 é

obtida da configuração anterior 𝑥𝑙 a partir de uma função de transição adequada𝑊(𝑙−→𝑙+1).

O comportamento no tempo desse processo estocástico é descrito pela seguinte equação

Mestra [76]:

𝜕𝑃𝑙(𝑡)

𝜕𝑡
= −[

∑︁

𝑙 ̸=𝑚

𝑃𝑙(𝑡)𝑊(𝑙→𝑚) − 𝑃𝑚(𝑡)𝑊(𝑚→𝑙)], (18)

onde 𝑃𝑙(𝑡) é a probabilidade de o sistema se encontrar no estado 𝑙 no instante 𝑡. No

equiĺıbrio, temos que 𝜕𝑃𝑙(𝑡)/𝜕𝑡 = 0, ou seja, os dois termos do lado direito de Eq.(18)
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devem ser iguais. A expressão resultante é conhecida como condição de balanço detalhado

[80]:

𝑃𝑙(𝑡)𝑤(𝑙→𝑚) = 𝑃𝑚(𝑡)𝑤(𝑚→𝑙). (19)

Na estat́ıstica de Boltzmann, temos que 𝑃𝑛(𝑡) = 𝑒−𝛽𝐸n/𝑍 e, portanto, dada a

condição de balanço detalhado (19), a função de transição deve satisfazer:

𝑊𝑙→𝑚

𝑊𝑚→𝑙

= 𝑒−𝛽(𝐸m−𝐸l) (20)

Como essa condição só fixa a taxa de 𝑊𝑙→𝑚, temos uma liberdade na escolha

da função de transição, desde que esta obedeça o balanço detalhado [80]. O algoritmo de

Metropolis consiste na escolha da seguinte função de transição [77]:

𝑊(𝑙−→𝑙+1) = 𝑚𝑖𝑛

[︂

1, exp

(︂

−∆𝐸

𝑘𝐵𝑇

)︂]︂

, (21)

ou seja:

𝑊(𝑙−→𝑙+1) =

⎧

⎨

⎩

𝑒−∆𝐸/𝑘B𝑇 se ∆𝐸 > 0

1 se ∆𝐸 < 0.
(22)

Assim, dada a rede de spins, uma nova configuração do sistema é obtida a partir

da anterior por uma mudança na orientação do spin. Caso a energia do sistema diminua,

aceitamos essa mudança com probabilidade igual a 1. No entanto, também aceitamos

mudanças que aumentem a energia do sistema, mas com uma probabilidade baixa, dada

pelo fator de Boltzmann.

Por conseguinte, substituindo 𝑝𝜇 em (17) pelo peso 𝑒−𝛽𝐸µ , resulta:

𝐴𝜇 ≈
∑︀

{𝜇} 𝐴𝜇
∑︀

{𝜇} 1
=

1

𝑋

∑︁

{𝜇}

𝐴𝜇 (23)

onde𝑋 é o número de configurações amostradas. Portanto, o problema reduz-se a obter um

número 𝑋 razoável de configurações donde possamos extrair os valores das quantidades

termodinâmicas de interesse através de médias aritméticas.

Assim, para a simulação do modelo de Heisenberg dipolar, seguimos os seguintes

passos do algoritmo de Metropolis: inicialmente definimos o comprimento 𝐿 da rede e as
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condições de contorno; especificamos também a configuração inicial dos spins. Em seguida,

prosseguimos fazendo um varrimento da rede, executando os seguintes passos [77]:

1. Selecionamos um spin aleatório na rede e propomos uma nova orientação para este.

2. Calculamos a variação de energia ∆𝐸 associada com essa mudança.

3. Calculamos a função de transição 𝑊 .

4. Geramos um número aleatório 𝑟 uniformemente distribúıdo entre zero e 1.

5. Se 𝑟 < 𝑊 , aceitamos essa nova configuração, caso contrário, não. Em qualquer dos

casos, a configuração de spins obtida no fim desse passo é contada como uma nova

configuração.

6. Guardamos o resultado da configuração resultante para efeito do cálculo das gran-

dezas desejadas.

A execução dos passos de 1 a 5 para todos os pontos da rede, ou seja, 𝐿2 vezes,

encerra um ciclo de Monte Carlo (CMC), que é tomado como uma unidade de tempo

computacional. Uma vez que a configuração nova é obtida da anterior imediatamente após

a tentativa de inversão de um spin, as duas configurações estão fortemente correlacionadas.

Assim, recomenda-se a implementação do passo 6 somente no fim de cada CMC [76].

Também devemos levar em consideração o tempo necessário para que o sistema

perca a memória da configuração inicial e atinja o equiĺıbrio à temperatura escolhida

(tempo de relaxação) [76, 78]. Assim, convém rejeitar um número suficiente de CMC

antes de guardar a primeira configuração válida.

5.3 TRATAMENTO DOS DADOS

5.3.1 O método de Jackkinife

As séries temporais obtidas via método de Metropolis podem estar correlacio-

nadas, o que traz erros sistemáticos nas estimativas das médias termodinâmicas. Desse

modo, introduzimos o método de Jackkinife, que fornece estimativas menos enviesadas

para a média e a variância de sequências correlacionadas [70, 79]. Além disso, o método

traz estimativas corretas para as barras de erro dessas quantidades.
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Para implementar o método de Jackkinife, dividimos os 𝑁 pontos da série tem-

poral em 𝑁𝐴 amostras independentes (bias), contendo 𝑛𝑎 pontos cada. Assim, a média e

a variância passam a ser definidas como [70]:

�̄� =
1

𝑁𝐴

𝑁A
∑︁

𝑗=1

𝑥𝑗 (24)

e

�̄�𝑥 =
1

𝑁𝐴

𝑁A
∑︁

𝑗=1

�̄�𝑗 (25)

onde

𝑥𝑗 =
1

𝑁 − 𝑛𝑎

∑︁

𝑘/∈{𝑗}

𝑥𝑘, 𝑥2
𝑗 =

1

𝑁 − 𝑛𝑎

∑︁

𝑘/∈{𝑗}

𝑥2
𝑘 𝑒 �̄�𝑗 = 𝑥2

𝑗 − �̄�2
𝑗 , (26)

A notação 𝑘 /∈ {𝑗} indica que 𝑘 percorre toda a sequência com 𝑁 valores, exceto os 𝑛𝑎

pontos que pertencem ao 𝑗-ésimo subintervalo. Nesse trabalho, as médias principais são

a energia 𝐸 e a magnetização 𝑀 calculadas diretamente por Eq.(24), enquanto o calor

espećıfico e suscetibilidade estão relacionados com a variância Eq.(25) via 𝐶 = 𝛽2�̄�2
𝐸/𝑁

(calor espećıfico) e 𝜒 = 𝛽�̄�2
𝑀/𝑁(suscetibilidade), onde 𝛽 = 1/𝑘𝐵𝑇 e 𝑁 o número de spins

do sistema.

As estimativas para as barras de erro são obtidas pela raiz quadrada dos desvios

padrão [70]:

𝜎2
�̄� =

(𝑁𝐴 − 1)

𝑁𝐴

𝑁A
∑︁

𝑗=1

[�̄�𝑗 − �̄�]2 (27)

e

𝜎2
�̄� =

(𝑁𝐴 − 1)

𝑁𝐴

𝑁A
∑︁

𝑗=1

[�̄�𝑗 − �̄�]2. (28)

Importante salientar que os subintervalos na qual dividimos a série temporal

devem ser descorrelacionados um do outro. Isso significa que necessitamos saber depois

de quantos passos as configurações tornam-se estaticamente independentes. Para isso,

definimos uma outra quantidade, designada de tempo de autocorrelação integrada 𝜏(𝑖𝑛𝑡)

[78].
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Assim, dada uma série de 𝑛𝑘 configurações, que fornecem os observáveis 𝑋𝑖 com

𝑖 = 1,2,...,𝑛𝑘, definimos sua auto-correlação como [78]:

𝐶(𝑖) =
1

𝜎2(𝑛𝑘 − 1)

𝑛k−𝑖
∑︁

𝑠=1

(𝑥𝑠 − �̄�)(𝑥𝑠+𝑖 − �̄�) (29)

em que �̄� é a média do observável 𝑋, considerando 𝑛𝑘 pontos da cadeia e 𝜎2 sua variância.

O tempo de auto-correlação integrado 𝜏(𝑖𝑛𝑡) é definido como segue:

𝜏(𝑖𝑛𝑡) =
1

2
𝐶(0) +

𝑛k
∑︁

𝑖=1

𝐶(𝑖). (30)

O valor 2𝜏(𝑖𝑛𝑡) fornece o número médio de passos para que a sequência se torne

descorrelacionada.

5.3.2 Repesagem de Histogramas

Uma das dificuldades nas simulações de sistemas com interações de longo alcance é

o alto custo computacional. Para efeito de comparação, o tempo requerido para performar

um passo de Monte Carlo em uma rede quadrada dipolar de comprimento 𝐿 (utilizando

a soma de Ewald) é da ordem de 𝐿4 [6], tempo esse muito superior a 𝐿2, t́ıpicos de

sistemas com interações localizadas. Além disso, a necessidade de repeti-las para vários

valores de temperatura deixa a tarefa ainda mais lenta. Portanto, apresentamos nessa

seção um método que reduz consideravelmente esse tempo, possibilitando, através de um

pequeno conjunto de simulações, obter estimativas para os observáveis em um intervalo

quase “cont́ınuo”de temperatura. Esse método, designado de repesagem de histogramas,

foi desenvolvido inicialmente por Ferrenberg e Swendsen [81] e nos permite poupar muito

tempo de CPU.

De maneira resumida (ver referências [70, 79, 82] para um maior detalhamento),

dada uma série de 𝑛 medidas de um observável 𝑋𝑘, realizada numa temperatura inversa

𝛽0 e amostrada de acordo com o peso de Metropolis 𝑤𝑘 = 𝑒−𝛽0𝐸k , podemos repesar essa

série a uma temperatura 𝛽 usando o peso 𝑤𝑘 = 𝑒−𝛽𝐸k , da seguinte forma:

�̄�(𝛽) =
1

𝑍(𝛽)

𝑛
∑︁

𝑘=1

𝑋𝑘𝑒
−(𝛽0−𝛽)𝐸k , (31)

onde,

𝑍(𝛽) =
𝑛
∑︁

𝑘=1

𝑒−(𝛽0−𝛽)𝐸k . (32)
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Podemos, ainda, combinar simulações performadas em diferentes temperaturas

𝛽𝑖
0, para obter uma melhor estimativa para o observável �̄�(𝛽). A única restrição é que,

para minimizar erros numéricos, as temperaturas 𝛽0 devem estar muito próximas umas das

outras. Assim, considerando 𝑃 séries simuladas em diferentes temperaturas 𝛽𝑖
0(𝑖 = 1,..,𝑃 ),

podemos obter uma estimativa válida para �̄�(𝛽) através da combinação linear ponderada

[82]:

�̄�(𝛽) =

∑︀𝑃
𝑖=1 𝑎𝑖�̄�𝑖(𝛽)

∑︀𝑃
𝑖=1 𝑎𝑖𝑍𝑖(𝛽)

(33)

onde 𝑎𝑖=𝑎𝑖(𝛽) > 0 são os fatores de peso.

Aqui temos:

�̄�𝑖(𝛽) =
𝑛
∑︁

𝑘=1

𝑋𝑘𝑒
−(𝛽−𝛽i

0
)𝐸k (34)

e

𝑍𝑖(𝛽) =
𝑛
∑︁

𝑘=1

𝑒−(𝛽−𝛽i
0
)𝐸k . (35)

Para simplificar, impomos a condição de normalização [82]:

𝑃
∑︁

𝑖=1

𝑐𝑖 = 1, 𝑐𝑖 = 𝑎𝑖𝑍𝑖 (36)

Portanto, a Eq.(33) simplifica-se:

�̄�(𝛽) =
𝑃
∑︁

𝑖=1

𝑐𝑖�̄�𝑖 𝑐𝑜𝑚 �̄� = �̄�𝑖/𝑍𝑖 (37)

Os pesos 𝑐𝑖 são escolhidos como o inverso da variância estat́ıstica 𝑐𝑖(𝛽) ≈
1/𝜎2[�̄�𝑖(𝛽)] e os fatores de normalização são fixados pela Eq.(36) [82].

Cabe ressaltar que os argumentos das exponencias em (33) e (34) atingem grandes

valores, causando sérios problemas numéricos. Portanto, ao invés de trabalharmos com os

termos da equação (36) diretamente, lidamos com seus logaritmos através do método soma

de logaritmos, assegurando a não extrapolação dos limites numéricos do computador. A

descrição detalhada desse método pode ser encontrada na referência [83].

5.4 A SOMA DE EWALD

Uma outra dificuldade nas simulações de sistemas dipolares está no tratamento

correto e eficiente da interação dipolar. Como mencionando anteriormente, esta interação é
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de longo alcance e, portanto, a mudança de um spin afeta todos os demais spins do sistema.

Ainda mais, como consideramos condições de contorno periódicas (para minimizar efeitos

de tamanho finito), cada spin deve interagir não só com todos os outros spins do sistema,

mas também com suas infinitas imagens periódicas. Assim, a Hamiltoniana do sistema

dipolar (14) deve ser reescrita como [84]:

𝐻𝑑𝑖𝑝 =
1

2

𝑁
∑︁

(𝑖,𝑗)

′
∑︁

�⃗�=0

(︃

�⃗�𝑖 · �⃗�𝑗

(�⃗�𝑖𝑗 + �⃗�𝐿)3
− 3

�⃗�𝑖 · (�⃗�𝑖𝑗 + �⃗�𝐿)�⃗�𝑗 · (�⃗�𝑖𝑗 + �⃗�𝐿)

(�⃗�𝑖𝑗 + �⃗�𝐿)5

)︃

(38)

onde o vetor �⃗� = 𝐿(𝑛1𝑒1+𝑛2𝑒2) representa a posição de cada imagem replicada do sistema

com 𝑛1 e 𝑛2 sendo números inteiros positivos e negativos. O parâmetro 𝑁 é o número

de spins da rede e o śımbolo ’ indica que o termo 𝑖 = 𝑗 é exclúıdo do somatório quando

�⃗� = 0, impedindo a auto-interação.

Entretanto, utilizar diretamente nas simulações a Eq. (38) para o cálculo da ener-

gia dipolar não é eficiente. O somatório apresenta uma convergência muito lenta e um

grande número de réplicas é requerido. Dessa forma, passamos a introduzir a soma de

Ewald, uma poderosa técnica para lidar com a lenta convergência das somas dipola-

res [6, 70, 84, 85].

A base da soma de Ewald está na separação da interação em uma parte locali-

zada e uma parte de longo alcance. A primeira parte, por ser de curto alcance, possui

uma rápida convergência, sendo realizada diretamente no espaço real. Já a parte rema-

nescente, de longo alcance, é realizada no espaço dos momentos (rećıproco), onde possui

uma convergência mais rápida. A aplicação da técnica leva também ao aparecimento de

um termo de auto interação 𝐻𝑎𝑢𝑡𝑜 𝑖𝑛𝑡𝑒𝑟𝑎𝑐�̃�𝑜 e um termo de superf́ıcie 𝐻𝑠𝑢𝑝𝑒𝑟𝑓 �́�𝑐𝑖𝑒 [84]. Desse

modo, reescrevemos a Hamiltoniana (38) como:

𝐻𝑑𝑖𝑝 = 𝐻𝑟𝑒𝑎𝑙 +𝐻𝑟𝑒𝑐𝑖𝑝𝑟𝑜𝑐𝑜 +𝐻𝑠𝑢𝑝𝑒𝑟𝑓 �́�𝑐𝑖𝑒 +𝐻𝑎𝑢𝑡𝑜 𝑖𝑛𝑡𝑒𝑟𝑎𝑐�̃�𝑜 (39)
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onde,

𝐻𝑟𝑒𝑎𝑙 =
1

2

𝑁
∑︁

𝑖,𝑗=1

′
∑︁

|�⃗�|

𝐵(|�⃗�𝑖,𝑗 + �⃗�𝐿|)𝑆𝑖 · 𝑆𝑗 + 𝐶(|�⃗�𝑖,𝑗 + �⃗�𝐿|)[𝑆𝑖 · (�⃗�𝑖,𝑗 + �⃗�𝐿)][𝑆𝑖 · (�⃗�𝑖,𝑗 + �⃗�𝐿)]

(40a)

𝐻𝑟𝑒𝑐𝑖𝑝𝑟𝑜𝑐𝑜 =
𝜋

𝐿2

𝑁
∑︁

𝑖=1

ℎ1(𝐺)𝐹 *
//(𝐺) +

𝜋

𝐿2

𝑁
∑︁

𝑖=1

ℎ2(𝐺)𝐹⊥(𝐺)𝐹 *
⊥(𝐺) (40b)

𝐻𝑠𝑢𝑝𝑒𝑟𝑓 �́�𝑐𝑖𝑒 =
2
√
𝜋𝛼

𝐿2

𝑁
∑︁

𝑖,𝑗=1

𝑆𝑧
𝑖 𝑆

𝑧
𝑗 (40c)

𝐻𝑎𝑢𝑡𝑜 𝑖𝑛𝑡𝑒𝑟𝑎𝑐�̃�𝑜 = − 2𝛼3

3
√
𝜋
𝑁., (40d)

com 𝐺 = (2𝜋/𝐿)(𝑘1𝑒1 + 𝑘2𝑒2), sendo 𝑘1 e 𝑘2 números inteiros positivos e negativos. O

parâmetro 𝛼 é, a prinćıpio, arbitrário, embora o desempenho computacional do algoritmo

dependa desse valor. A partir dos testes de convergência que realizamos, apresentado no

apêndice A, definimos seu valor igual a 3 em todas as simulações. As funções 𝐵,𝐶,ℎ1,ℎ2,

𝐹// e 𝐹⊥ são expressas respectivamente por [84]:

𝐵(𝑟) = −𝑒𝑟𝑓𝑐(𝛼𝑟)

𝑟3
− 2𝛼√

𝜋

𝑒𝑥𝑝(−𝛼2𝑟2)

𝑟2
(41a)

𝐶(𝑟) = 3
𝑒𝑟𝑓𝑐(𝛼𝑟)

𝑟5
− 2𝛼√

𝜋

(︂

3

𝑟2
+ 2𝛼2

)︂

𝑒𝑥𝑝(−𝛼2𝑟2)

𝑟2
(41b)

ℎ1(�⃗�) =
𝑒𝑟𝑓𝑐(𝐺/2𝛼)

𝐺
𝐹//(𝐺) (41c)

ℎ2(�⃗�) =

[︂

2𝛼√
𝜋
𝑒−

G2

4α2 −𝐺𝑒𝑟𝑓𝑐

(︂

𝐺

2𝛼

)︂]︂

(41d)

𝐹//(�⃗�) =
∑︁

|�⃗�|̸=0

(�⃗� · �⃗�𝑖)𝑒𝑥𝑝(𝑖�⃗� · 𝑟𝑖) (41e)

𝐹⊥(�⃗�) =
∑︁

|�⃗�|̸=0

𝑆𝑧
𝑖 𝑒𝑥𝑝(𝑖�⃗� · 𝑟𝑖) (41f)

onde 𝑒𝑟𝑓𝑐 é a função erro complementar e o śımbolo * indica conjugado complexo.

Observando as expressões acima, percebemos que o método de Ewald envolve o

cálculo de um grande número de funções. Isso torna o método bastante intensivo do ponto

de vista computacional. No entanto, existe uma maneira de otimizar os somatórios, evi-

tando o cálculo dessas funções a cada atualização dos spins. Para isso, basta observarmos

que o argumento da maioria dessas funções não depende da configuração de spins, ou seja,
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podemos armazenar previamente seus valores em matrizes e acessá-los quando necessário.

Uma vez que essas matrizes não necessitam ser atualizadas, o ganho computacional é

grande. Para a implementação do método de armazenamento, seguimos a referência [70],

com as devidas modificações para sistemas de spins cont́ınuos.

5.5 FINITE SIZE SCALING

Para estimarmos os expoentes cŕıticos do modelo de Heisenberg dipolar a partir

das simulações de Monte Carlo, utilizamos a análise de escala de tamanho finito 𝐹𝐹𝑆 (Fi-

nite size scaling). Essa técnica permite obter os expoentes analisando como as quantidades

termodinâmicas variam com o tamanho 𝐿 do sistema. Antes de passarmos à descrição da

técnica, recordemos da teoria das transições de fase que, na vizinhança do ponto cŕıtico, as

quantidades termodinâmicas apresentam singularidades do tipo lei de potências, conforme

indicamos a seguir [76]:

𝜉 ∼ |𝑡|−𝜈 (42a)

𝜒 ∼ |𝑡|−𝛾 (42b)

𝑐 ∼ |𝑡|−𝛼 (42c)

onde 𝑡 é a temperatura reduzida, definido como 𝑡 = (𝑇 −𝑇𝑐)/𝑇𝑐. Os śımbolos 𝜉, 𝜒, 𝑐 repre-

sentam, respectivamente, o comprimento de correlação, suscetibilidade e calor espećıfico.

Já o comportamento do parâmetro de ordem 𝑚 na região cŕıtica é dado por:

|𝑚| =

⎧

⎨

⎩

0 se 𝑡 < 0

|𝑡|𝛽 se 𝑡 > 0
. (43)

Assumindo que a função 𝜉 é homogênea próxima à criticidade e que, nesta região,

esse é o único comprimento relevante do sistema, podemos derivar todas as proprieda-

des de escala envolvendo as quantidades termodinâmicas [80]. Tomando como exemplo a

suscetibilidade 𝜒. Usando (42𝑎) para eliminar 𝑡 na Eq. (42.𝑏), obtemos:

𝜒 ∼ 𝜉𝛾/𝜈 . (44)

Essa relação é válida tanto para sistemas infinitos quanto para sistemas finitos, desde que

o tamanho do sistema 𝐿 seja muito maior que o comprimento de correlação 𝜉. Já quando
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𝐿 << 𝜉, temos que:

𝜒 ∼ 𝐿𝛾/𝜈 (45)

ou seja, o tamanho do sistema assume o papel de corte para o comprimento de correlação

[76].

Baseados nessas duas considerações, escrevemos o seguinte anzatz para a escala

da suscetibilidade [80]:

𝜒 = 𝜉𝛾/𝜈𝜒0(𝐿/𝜉) (46)

com

𝜒0(𝑥)

⎧

⎨

⎩

= const. para 𝑥 << 1

∼ 𝑥𝛾/𝜈 para 𝑥 → 0
. (47)

A equação acima contém, de fato, toda a informação que precisamos saber so-

bre o sistema. No entanto, ainda não é muito útil, uma vez que contém o comprimento

de correlação 𝜉(𝑡) para o sistema infinito, parâmero esse que não conhecemos. Assim,

convenientemente, definimos uma nova função adimensional 𝜒0(𝑥) = 𝑥−𝛾𝜒0(𝑥
𝜈) de modo

que [80]:

𝜒 = 𝐿𝛾/𝜈𝜒0(𝐿1/𝜈𝑡). (48)

Essa é a equação base para o comportamento de tamanho finito da suscetibilidade

magnética (por spin). Ela nos informa como 𝜒 varia com o tamanho 𝐿 do sistema próximo

à temperatura cŕıtica. A função 𝜒0(𝑥), por sua vez, é designada de função de escala e possui

valor universal, isto é, se nós medirmos 𝜒0(𝑥) obteremos o mesmo valor independente do

tamanho 𝐿 do sistema [76].

Podemos derivar relações de escala similares à Eq. (48) para o parâmetro de ordem

e calor espećıfico, usando argumentos muito parecidos aos expostos acima. Os resultados

são:

𝑀 = 𝐿−𝛽/𝜈𝑀0(𝑡𝐿1/𝜈) (49a)

𝐶 = 𝐿𝛼/𝜈𝐶0(𝑡𝐿1/𝜈) (49b)
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onde𝑀0 e 𝐶0 são funções de escala da magnetização e do calor espećıfico, respectivamente.

Como na temperatura de transição as funções 𝑀0, 𝜒0 e 𝐶0 reduzem a meras constantes de

proporcionalidades, todas as propriedades termodinâmicas seguem simples lei de potências

de 𝐿 [76],

𝑀 ∝ 𝐿−𝛽/𝜈 (50a)

𝜒 ∝ 𝐿𝛾/𝜈 (50b)

𝐶 ∝ 𝐿𝛼/𝜈 . (50c)

Assim, para determinarmos, por exemplo, o expoente 𝛾/𝜈, plotamos o máximo

valor da suscetibilidade 𝜒 como função de 𝐿 numa escala logaŕıtmica. A curva resultante

deve ser uma linha reta e sua declividade nos dá uma estimativa para 𝛾/𝜈. Procedemos

de maneira semelhante para obtenção dos demais expoentes.

À parte das quantidades termodinâmicas usuais como a suscetibilidade e o calor

espećıfico, definimos outa quantidade designada de cumulante de Binder, simbolizado por

𝑈4 [76, 86]:

𝑈4 = 1− ⟨𝑚4⟩
3⟨𝑚2⟩2 (51)

Para transições do tipo ordem-desordem, 𝑈4 → 0 para 𝑇 > 𝑇𝑐 e 𝑈4 → 2/3 para 𝑇 < 𝑇𝑐.

Em sistemas suficientemente grandes, curvas dessa quantidade se cruzam em um mesmo

ponto fixo 𝑈* na temperatura cŕıtica 𝑇𝑐. Portanto, essa quantidade providencia uma boa

maneira de estimarmos o valor da temperatura de transição.

Apesar dos métodos acima permitirem a determinação das taxas de 𝛽/𝜈, 𝛾/𝜈,

𝛼/𝜈 e também de 𝑇𝑐, ainda é necessário conhecer diretamente o valor do expoente 𝜈

para estimar os outros expoentes. Para isso, quantidades menos tradicionais devem ser

utilizadas. Na literatura [76,87], a derivada do cumulante de Binder 𝑑𝑈4/𝑑𝑇 expressa na

região cŕıtica por:

𝜕𝑈4

𝜕𝛽
= 𝑎𝐿1/𝜈(1 + 𝑏𝐿−𝑤), (52)

e as derivadas logaŕıtmicas da n-ésima potência da magnetização,

𝜕𝑙𝑛⟨𝑚𝑛⟩
𝜕𝛽

= (⟨𝑚𝑛𝐸⟩/⟨𝑚𝑛⟩)− ⟨𝐸⟩, (53)
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providencia-nos boas quantidades para determinar o expoente 1/𝜈.

5.6 O PARÂMETRO DE ORDEM

Para estudar o comportamento cŕıtico do modelo 𝐻𝑑 devemos inicialmente definir

um parâmetro de ordem 𝑚 adequado. Essa quantidade apresenta um valor diferente de

zero em 𝑇 < 𝑇𝑐 e zero em 𝑇 > 𝑇𝑐 (ver Eq.(43)). Como estamos lidando com uma fase

ferromagnética planar, definimos 𝑚 como a magnetização no plano, expressa por [10]:

𝑚 =
1

𝑁

⎯

⎸

⎸

⎷

(︃

∑︁

𝑖=1

𝑠𝑥𝑖

)︃2

+

(︃

∑︁

𝑖=1

𝑠𝑦𝑖

)︃2

, (54)

onde 𝑁 = 𝐿×𝐿 é o número de spins do sistema. Como vimos anteriormente (seção (5.5)),

na região cŕıtica, o parâmetro de ordem exibe um comportamento singular caracterizado

por um expoente 𝛽, cujo valor revela importantes caracteŕısticas acerca da transição.

Podemos, ainda, definir a suscetibilidade do parâmetro de ordem:

𝜒(𝑇 ) =
𝑁

𝐾𝑏𝑇
[⟨𝑚2⟩ − ⟨𝑚⟩2] (55)

que também deve apresentar um comportamento singular na região cŕıtica caracterizado

por um expoente 𝛾.
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6 RESULTADOS E DISCUSSÕES

Trazemos nesse caṕıtulo os resultados obtidos da simulação de Monte Carlo no

modelo de Heisenberg dipolar bidimensional. Na primeira seção apresentamos informa-

ções básicas acerca da amostragem das séries temporais. Em seguida, apresentamos os

resultados do comportamento termodinâmico do modelo e da análise 𝐹𝑆𝑆 para a com-

putação dos expoentes cŕıticos. Na última seção, comparamos nossos resultados com os

encontrados na literatura para modelos semelhantes, buscando caracterizar a natureza da

transição de fase do modelo.

6.1 DADOS DA SIMULAÇÃO

Como estamos interessados no estudo da fase planar ferromagnética do modelo

de Heisenberg dipolar, fixamos em todas as simulações a constante da interação dipolar

𝐷 igual a 0.2𝐽 . Performamos simulações para redes de tamanhos 𝐿 = 20,30,40,50,60 e 70.

Para 𝐿 ≤ 40, cerca de 1 × 105 passos de Monte Carlo (CMC) foram considerados para

termalização e para redes de tamanhos superiores, consideramos 5 × 105 passos. A cada

temperatura 𝑇0, cerca de 1 × 106 configurações foram salvas para o cálculo das médias.

Esse valor de amostragem é suficiente para obter boas estimativas para as grandezas

termodinâmicas e as barras de erro via Jackkinife, conforme conclúımos pelas análises das

correlações das séries temporais, apresentados no apêndice B.

Para identificar a região onde o modelo apresenta o comportamento cŕıtico, re-

alizamos simulações prévias em um extenso intervalo de temperaturas. Posteriormente,

concentramos as simulações próximas à temperatura de transição, para extrair com boa

resolução o comportamento das grandezas termodinâmicas de interesse. Para cada tama-

nho de rede, cerca de cinco a sete temperaturas 𝑇0 foram consideradas para a produção

das séries temporais e, posteriormente, repesadas, utilizando a técnica de histogramas,

discutida na seção (5.3). A tabela (3), a seguir, indica as temperaturas 𝑇0 consideradas

para produção das séries temporais para cada tamanho 𝐿 de rede.
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L T0

20 0.95; 1.00; 1.05; 1.10
30 0.95; 1.00; 1.025; 1.05; 1.10
40 0.95; 0.975; 1.00; 1.025; 1.05
50 0.95; 0.96; 0.975; 1.00; 1.015; 1.05
60 0.95; 0.960; 0.975; 0.993; 1.00; 1.013; 1.05
70 0.95; 0.965; 0.975; 0.99; 1.00; 1.012; 1.015

Tabela 3 – Temperaturas T0 para cada tamanho L da rede utilizadas para a repesagem de histogramas.

É necessário salientar que, apesar da técnica de repesagem ser poderosa, ela ape-

senta pelo menos um senão. Conforme observamos na tabela (3), à medida que aumen-

tamos o tamanho da rede, menor é o intervalo de temperaturas na qual realizamos a

repesagem. De fato, dado um sistema de volume 𝑉 , o intervalo aproximado para uma

repesagem sem erros é de aproximadamente 1/
√
𝑉 [80] . Ou seja, para grandes redes,

é necessário performar simulações em intervalos de temperaturas cada vez menores, tor-

nando a técnica menos eficiente.

6.2 GRANDEZAS TERMODINÂMICAS

Nos gráficos a seguir, Fig. 19, temos os resultados do comportamento das prin-

cipais grandezas termodinâmicas de interesse, nomeadamente, energia (Fig. 19(a)), calor

espećıfico (Fig. 19(b)), magnetização (Fig. 19(c)) e suscetibilidade (Fig. 19(d)), como

função da temperatura. As médias e as barras de erro foram estimadas via método de

Jackknife (ver seção (5.3) para detalhes), sendo utilizadas 𝑁𝐴 = 100 amostras para redes

inferiores a 𝐿 = 50 e 𝑁𝐴 = 50 amostras para redes iguais ou superiores.

Observe que no gráfico da magnetização, Fig. 19(c), temos dois conjuntos de cur-

vas: as superiores, referentes à magnetização no plano (parâmetro de ordem 𝑚) e as infe-

riores, referentes à magnetização uniaxial 𝑚𝑧, perpendicular ao plano. Note que quando

a temperatura se aproxima de zero, a magnetização 𝑚 tende a 1, indicando a estabiliza-

ção de uma fase ferromagnética planar a baixas temperaturas. Nesse regime, as curvas

parecem não depender do tamanho 𝐿 da rede, indicando que essa fase é uma leǵıtima

ordem de longo alcance e não um artefato, resultado do tamanho finito da rede. Portanto,

esperamos que essa magnetização persista no limite termodinâmico 𝐿 → ∞. À medida

que a temperatura sobe, a magnetização decresce, indo a aproximadamente zero a altas

temperaturas, ou seja, o sistema sofre uma transição para um estado paramagnético. Já

a magnetização uniaxial é praticamente zero em toda a faixa de temperaturas simuladas.



62

(a) (b)

(c) (d)

Figura 19 – Comportamento das principais grandezas termodinâmicas de interesse, nomeadamente,
energia (a), calor espećıfico (b), magnetização (c) e suscetibilidade (d), como função da

temperatura.

Salienta-se que esse resultado está de acordo com os estudos teóricos de sistemas dipolares

com fraca interação dipolar. De fato, como já observado no caṕıtulo 4, nesses sistemas a

isotropia da interação de troca é quebrada, tornando finitas as amplitudes das excitações

das ondas de spin. Com efeito, ordem de longo alcance emerge em baixas temperaturas.

Já analisando o comportamento da suscetibilidade do parâmetro de ordem (Fig.

19(d)), percebemos que este apresenta picos cada vez mais acentuados à medida que cresce

o tamanho da rede, indicando uma posśıvel divergência no limite termodinâmico. Espe-

ramos, assim, que, para redes suficientemente grandes, as temperaturas pseudo-cŕıticas

(onde se localizam os máximos da suscetibilidade) convirjam para um ponto fixo 𝑇𝑐, cor-

respondente à temperatura cŕıtica do modelo. A divergência da suscetibilidade no ponto

cŕıtico também é observada em modelos de curto alcance como o de Ising ou em sistemas

dipolares semelhantes, como o 𝑋𝑌 dipolar [29]. Esse comportamento é assinatura de uma
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transição de fase de segunda ordem.

No entanto, diferentemente do que se observa para a suscetibilidade, o calor espe-

ćıfico 𝐶 (Fig. 19(b)) não apresenta picos que crescem acentuadamente com o tamanho 𝐿

da rede. Isso pode indicar uma posśıvel divergência logaŕıtmica dessa quantidade (𝛼 = 0)

ou até mesmo uma não divergência, caracterizada por um 𝛼 < 0, como ocorre na famosa

transição 𝐵𝐾𝑇 [88] ou no Heisenberg 3𝐷 [89, 90]. Estas questões serão analisadas na

próxima seção, quando determinaremos os expoentes cŕıticos do modelo.

Por fim, apresentamos na Fig. 20 abaixo duas configurações t́ıpicas do sistema,

correspondentes a duas temperaturas distintas, nomeadamente, 𝑡 = 0.15 (figura à es-

querda) e 𝑡 = 1.3 (figura à direita). Pelos snapshots, vê-se claramente a estabilização da

fase ordenada a baixas temperaturas e seu respectivo desordenamento a altas temperatu-

ras.

Figura 20 – Duas configurações t́ıpicas do sistema, correspondentes a duas temperaturas distintas,
nomeadamente, t = 0.15 (figura à esquerda) e t = 1.3 (figura à direita).

6.3 EXPOENTES CRÍTICOS

Para a determinação dos expoentes cŕıticos do modelo, utilizaremos a análise de

escala de tamanho finito (𝐹𝑆𝑆), como descrito na seção (5.5). Antes, porém, devemos

estimar a temperatura cŕıtica 𝑇𝑐, onde a transição de fase ocorre. Este parâmetro não é

uma quantidade universal, mas é necessária na análise 𝐹𝑆𝑆. Como mencionado na seção

(5.5), o cumulante de Binder 𝑈4, Eq. (51) providencia-nos uma boa estimativa de 𝑇𝑐.

Portanto, na Fig. 21, mostramos a dependência com a temperatura do cumulante 𝑈4,

para vários tamanhos de rede 𝐿. As curvas foram obtidas pela técnica de repesagem de

histogramas. Recordemos que, no ponto cŕıtico, curvas dessa quantidade para diferentes

tamanhos de rede se cruzam em um mesmo ponto fixo 𝑈* (para redes suficientemente
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grandes). Assim, a partir da comum interseção, nós estimamos a temperatura cŕıtica

como sendo:

𝑇𝑐 = 0.975± 0.010

Figura 21 – Dependência com a temperatura do cumulante de Binder U4 Eq.(51), para vários tamanhos
de rede L. No ponto cŕıtico, curvas dessa quantidade para diferentes tamanhos de rede, se

cruzam em um mesmo ponto fixo U∗.

Uma vez determinado 𝑇𝑐, passamos à computação dos expoentes cŕıticos. Inicia-

remos pelo expoente 𝛾/𝜈 relacionado à suscetibilidade do parâmetro de ordem. Assim, na

Fig. 22 apresentamos a dependência de 𝜒 Eq. (55) com a temperatura, próxima à região

cŕıtica, obtida pela técnica de repesagem de histogramas. Pela equação (50.𝑏), os picos

da suscetibilidade escalam com 𝐿𝛾/𝜈 . Portanto, plotando os máximos de 𝜒 como função

de 𝐿 numa escala logaŕıtmica obtemos uma reta cuja declividade fornece uma estimativa

de 𝛾/𝜈. Essa análise é mostrada em inserção no gráfico da Fig. 22. Assim, através de um

ajuste linear, obtemos um valor de:

𝛾/𝜈 = 1.73± 0.01.

De fato, este valor é muito próximo do obtido por Mol e Costa para modelos

semelhantes, nomeadamente, AHd (1.763(1)) [10], AHd(bilayer) (1.71(2)) [28] e dXY [29]

(1.737(1)), conforme mostrado na tabela (2). Provavelmente, o pequeno desvio pode ser

explicado por correções de tamanho finito. Portanto, esses resultados corroboram a hipó-

tese de que esses sistemas pertençam à mesma classe de universalidade.
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Figura 22 – Dependência da suscetibilidade χ (Eq.(55)) com a temperatura próxima à região cŕıtica,
obtida pela técnica de repesagem de histogramas. Na inserção: máximos de χ como função

de L em escala logaŕıtmica. A declividade da reta fornece uma estimativa de γ/ν.

Figura 23 – Comportamento do parâmetro de ordem m Eq.(54) na região cŕıtica. Em inserção, o valor
de m em T = Tc como função de L, em escala logaŕıtmica. A declividade da curva fornece

uma estimativa para β/ν.

Já o expoente 𝛽/𝜈 pode ser avaliado plotando o valor do parâmetro de ordem 𝑚

(Eq.(54)) em 𝑇 = 𝑇𝑐 como função de 𝐿, em escala logaŕıtmica. A declividade da curva

fornece uma estimativa para 𝛽/𝜈. O comportamento de 𝑚 na região cŕıtica é mostrado

no gráfico Fig. (23). Da análise 𝐹𝑆𝑆, (gráfico em inserção) obtemos o valor de:
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𝛽/𝜈 = 0.152± 0.003.

Novamente esse valor é muito semelhante àqueles das referências [10, 28, 29] em modelos

semelhantes.

Finalmente, para determinar o expoente 1/𝜈, associado à escala do comprimento

de correlação 𝜉, quantidades menos tradicionais devem ser consideradas, visto que não

podemos obtê-lo diretamente das grandezas termodinâmicas usuais. De acordo com a

literatura [76,87], as quantidades 𝑑𝑈4/𝑑𝑇 (derivada do cumulante de Binder) e a derivada

do logaŕıtmico da magnetização 𝑑(𝑙𝑛𝑚)/𝑑𝑇 (que possui a mesma propriedade de escala da

declividade do cumulante) providenciam-nos boas quantidades para determinar o expoente

1/𝜈. Portanto, plotando em escala log-log os picos de 𝑑𝑈4/𝑑𝑇 e 𝑑𝑙𝑛𝑚/𝑑𝑇 como função do

tamanho 𝐿 da rede (Fig. 24) e baseado nas relações de escala Eq.(52) e Eq.(53), obtemos,

respectivamente, duas estimativas para 1/𝜈, a saber, 0.84(2)e 0.82(3). Considerando o

valor médio dessas duas quantidades como nossa estimativa final, obtemos 1/𝜈 = 0.83(2)

ou,

𝜈 = 1.21± 0.03

Figura 24 – Valores dos picos de dU4/dT Eq.(52) e dlnm/dT Eq.(53) como função do tamanho L da
rede em escala log-log. A declividade das curvas fornecem uma estimativa para 1/ν.
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Ressaltamos que esse valor é consistente com o obtido no modelo 𝐻𝐴𝑑 e outros

(ver tabela (2)), embora difira do estimado por Mol e Costa no modelo 𝑑𝑋𝑌 , cujo valor

é 𝜈 = 1.277(2). Chama-se atenção que o desvio entre os valores está fora da barra de

erro. Portanto, parece improvável que esta discrepância seja resolvida com correções de

tamanho finito. Discutiremos essa questão na seção (6.4).

Por fim, como mencionado previamente, o calor espećıfico 𝐶 parece não apresentar

um comportamento divergente. Ao invés, seus picos tendem a um valor limite com o

aumento do tamanho do sistema, ou seja, os resultados apontam para uma singularidade

do tipo cúspide. Assim, não podemos utilizar a relação de escala como dada na Eq.(49b)

para a determinação do expoente cŕıtico 𝛼. No entanto, podemos determiná-lo de forma

indireta, através das relações de escala 𝛼 + 2𝛽 + 𝛾 = 2 e da relação de hiper-escala

𝜈𝑑 = 2 − 𝛼 dos expoentes cŕıticos. Assim, da primeira relação, obtemos 𝛼 = −0.42(6) e

da segunda 𝛼 = −0.46(5). Combinando ambas as estimativas, obtemos:

𝛼 = −0.44± 0.04.

O valor negativo de 𝛼 confirma que o calor espećıfico não diverge no limite termodi-

nâmico. Ressalta-se que esse comportamento não é exclusividade dos modelos dipolares.

Modelos com somente interação de curto alcance, como o 𝑋𝑌 e o Heisenberg 3𝐷, também

apresentam valores negativos para o expoente 𝛼 [90].

Uma vez estimado os expoentes cŕıticos, reescrevemos a tabela (2), adicionando

os expoentes cŕıticos do modelo 𝐻𝑑 2𝐷, computados nesse trabalho. A tabela resultante

é a (4) que fornece os resultados de Mol e Costa para os expoentes cŕıticos de sistemas

dipolares similares, como o Heisenberg dipolar anisotrópico (𝐴𝐻𝑑) e o 𝑋𝑌 dipolar. Na

última linha da tabela, encontram-se os resultados teóricos do grupo de renormalização

de Maier e Schwabl [9] .

Modelo ν γ β α
Hd2D 1.21(3) 2.09(5) 0.184(6) -0.44(4)
AHd 1.22(3) 2.15(5) 0.18(1) −0.44(18)
AHd(bilayer) 1.22(9) 2.1(2) 0.18(5) −0.55(15)
dXY 1.277(2) 2.218(5) 0.2065(4) −1.1(1)
dXY(Maier) - 1 1/2 −2

Tabela 4 – Expoentes cŕıticos para alguns modelos dipolares com simetria cont́ınua de spin. Os
resultados desse trabalho encontram-se na primeira linha. Na última linha encontra-se os
resultados teóricos de renormalização de Maier e Schwabl [9]. Tabela adaptada de [10].

Antes de passar à discussão dos resultados convém verificar se nossas estimativas
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para os expoentes cŕıticos são satisfatórios. Assim, plotamos as funções de escala para

a suscetibilidade, magnetização e cumulante de Binder em função da variável de escala

𝑥 = 𝑡𝐿1/𝜈 . Uma vez que estas são universais, diferentes curvas devem colapsar todas

em uma única curva próximo à região cŕıtica (ver seção (5.5)). De fato, como podemos

perceber na Fig. 25, as curvas apresentam um excelente colapso, mostrando a validade de

nossos resultados para os expoentes cŕıticos.

Figura 25 – Funções de escala para a suscetibilidade, magnetização e cumulante de Binder em função
da variável de escala x = tL1/ν .

6.4 DISCUSSÃO

Analisando a tabela de expoentes dos principais modelos dipolares de spins con-

t́ınuos (tabela (4)), algumas conclusões seguem. Primeiramente, comparando nossos re-

sultados para o modelo 𝐻𝑑2𝐷 com os obtidos por Mol e Costa para os modelos 𝐴𝐻𝑑

e 𝐴𝐻𝑑(𝑏𝑖𝑙𝑎𝑦𝑒𝑟), observamos que os três apresentam expoentes cŕıticos muito similares,

de fato, concordando dentro da barra de erro. Assim, considerando a incerteza numé-

rica, a transição de fase no modelo 𝐻𝑑2𝐷 é similar àquela observada nos modelos 𝐴𝐻𝑑

e 𝐴𝐻𝑑(𝑏𝑖𝑙𝑎𝑦𝑒𝑟). Essa transição é caracterizada por um calor espećıfico não divergente,

como na transição 𝐵𝐾𝑇 , embora, aqui, ordem de longo alcance é estabilizada a baixas

temperaturas. Isso corrobora a hipótese desses modelos pertencerem à mesma classe de

universalidade. Visto que os expoentes cŕıticos são não usuais, essa é uma nova classe de

universalidade, distinta daquelas como a de Ising ou a XY, onde se agrupam a maioria

dos sistemas magnéticos. De fato, como esses modelos apresentam uma mesma fase fer-

romagnética planar, ou seja, a mesma quebra de simetria, não é surpresa apresentarem o

mesmo conjunto de expoentes cŕıticos. Em trabalhos prévios, Mol e Costa já apontaram

a existência dessa nova classe de universalidade para sistemas dipolares [10, 29].
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No entanto, temos um resultado mais interessante quando comparamos os expoen-

tes cŕıticos do modelo 𝐻𝑑2𝐷 e 𝑑𝑋𝑌 . Apesar da interação dipolar suprimir a componente

𝑧 do spin no modelo 𝐻𝑑2𝐷 e, portanto, levá-lo a uma semelhança com o modelo 𝑑𝑋𝑌 ,

eles apresentam expoentes cŕıticos distintos. Essas diferenças extrapolam os limites da

barra de erro e, portanto, é improvável que seja devido a correções de tamanho finito.

Assim, apesar de ambos os modelos apresentarem a mesma quebra de simetria, nossos

resultados indicam que eles não pertencem à mesma classe de universalidade. Esse resul-

tado é inesperado, levando-se em conta que os expoentes cŕıticos dependem de poucos

parâmetros do sistema como sua dimensão, o número de componentes do parâmetro de

ordem, alcance das interações, etc.

Convém destacar que um resultado semelhante foi obtido por Tomita [31] no

contexto dos sistemas dipolares puros. Através de extensas simulações de Monte Carlo re-

alizadas no modelo de Heisenberg dipolar puro, o autor obteve expoentes cŕıticos distintos

do modelo XY dipolar. Esse resultado aparentemente contraditório foi explicado conside-

rando a anisotropia quadripolar da interação dipolar. É bem conhecido que em sistemas

dipolares puros, a invariância rotacional é quebrada por flutuações térmicas, dando ori-

gem a um campo anisotrópico efetivo ℎ4 que cresce com o aumento da temperatura [7,63].

Conforme demonstrado por Fernandez e Alonso [61], a transição de fase em sistemas di-

polares depende desse parâmetro, ou seja, os expoentes cŕıticos deixam de ser universais.

Levando em consideração esse fato, Tomita propôs que a anisotropia efetiva no modelo de

Heisenberg dipolar puro é diferente daquela induzida no modelo 𝑋𝑌 dipolar. Com efeito,

seus expoentes cŕıticos são diferentes. Salienta-se que, de acordo com cálculos teóricos do

grupo de renormalização [65], anisotropias de campo quadripolar afetam substancialmente

o comportamento cŕıtico do sistema 𝑋𝑌 , levando a expoentes cŕıticos não universais.

No caso dos modelos dipolares com interação de troca, não encontramos na lite-

ratura um estudo sobre os efeitos da anisotropia da interação dipolar sobre a transição

de fase. No entanto, devido às discrepâncias encontradas entre os expoentes dos modelos

𝐻𝑑2𝐷 e 𝑑𝑋𝑌 , é posśıvel que esses efeitos sejam cruciais no comportamento cŕıtico do

sistema. Além disso, nossos resultados para o expoente do parâmetro de ordem 𝛽 estão

dentro da janela de expoentes obtidos por Bramwell et al. [8] para o modelo 𝑋𝑌 ℎ4, des-

crito pela Hamiltoniana de curto alcance 𝐻 = −𝐽
∑︀

⟨𝑖,𝑗⟩ 𝑆𝑖 · 𝑆𝑗 − ℎ4

∑︀

(
√︀

𝑠4𝑥 + 𝑠4𝑦). Esse

modelo é conhecido por apresentar uma janela de universalidade para os expoentes cŕıticos
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que vão desde a classe de Ising (𝛽 = 0.125) até a classe XY (𝛽 = 0.23), dependendo da

força do parâmetro ℎ4. Experimentalmente, observa-se que todos os sistemas magnéticos

bidimensionais se localizam nos limites ou dentro dessa janela, ou seja, pertencem a uma

dessas classes de universalidade, nomeadamente, Ising, 𝑋𝑌 ou 𝑋𝑌 ℎ4, conforme observado

no histograma da Fig. 26, extráıdo do artigo [8]. Portanto, dos resultados numéricos para o

expoente 𝛽 sintetizado na tabela (4), temos para todos os modelos, 0.125 < 𝛽 < 0.23 indi-

cando que, ao contrário do proposto por Mol e Costa [10,29], os sistemas dipolares podem

não corresponder a uma nova classe de universalidade e sim pertencer à universalidade

𝑋𝑌 ℎ4.

Figura 26 – Histograma de valores β para todos os sistemas magnéticos bidimensionais reportados
em [8]. Extráıdo de [8].

No entanto, também se observa da tabela (4) que assim como os resultados de

Mol e Costa, nossos resultados também estão em desacordo com os resultados teóricos do

grupo de renormalização de Maier e Schwabl [9], indicando que a transição de fase em sis-

temas dipolares não é questão resolvida e, portanto, deve ser tratado com cuidado. Assim,

esse trabalho não tem como pretensão trazer conclusões definitivas, mas sim corroborar

com a discussão. Sobre essa discrepância, devemos ter clareza se a diferença vem ou não

das aproximações numéricas da simulação. Portanto, as próprias simulações precisam ser

refinadas de modo a produzir resultados mais confiáveis. É imprescind́ıvel, por exemplo,

realizar simulações em redes de tamanho superiores às comumente estudas na literatura de

forma a minimizar os efeitos de tamanho finito. Deve-se lembrar, no entanto, que devido

ao fenômeno de abrandamento cŕıtico, simulações em redes maiores requerem algoritmos

mais eficientes que o de Metropolis. Para sistemas com interação de longo alcance, algo-

ritmos como de Luijten-Blöte [91, 92], e mais recentemente, o algoritmo event-chain [93],
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têm se mostrado mais rápidos em encontrar o estado de equiĺıbrio em comparação com

o algoritmo de Metropolis. Portanto, adaptar esses algoritmos para utilização em siste-

mas dipolares com spins cont́ınuos é uma futura perspectiva de trabalho. Esperamos, com

isso, melhorar a performance da simulação, trazendo estimativas mais precisas acerca da

transição de fase desses sistemas.
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CONCLUSÕES GERAIS E PERSPECTIVAS

Em resumo, na primeira parte desse trabalho, investigamos o comportamento

dos skyrmions de dois merons em um sistema antiferromagnético bidimensional descrito

pelo modelo de Heisenberg isotrópico. Essa textura ainda não havia sido estudada na

rede 𝐴𝐹𝑀 . Como primeiro resultado, obtemos que devido à finitude da rede, a energia

do skyrmion é superior àquela esperada pela teoria cont́ınua, nomeadamente, 4𝜋𝐽 . No

entanto, extrapolando nossos resultados para redes infinitas, recuperamos o resultado do

limite cont́ınuo. Verificamos também que devido à discretização da estrutura, a sua esta-

bilidade topológica é perdida. Com efeito, os dois merons se atraem mutualmente até se

fundirem no centro do skyrmion, causando o colapso da textura em ondas de spins. Outro

resultado relevante está na diferença de estabilidade do skyrmion 2𝐶𝑆 na rede 𝐴𝐹𝑀 e

𝐹𝑀 . Enquanto os resultados de Amaral et al. [25] apontam para uma grande estabilidade

da textura na rede 𝐹𝑀 , os resultados obtidos aqui sugerem que skyrmions 2𝐶𝑆 são muito

instáveis na rede antiferromagnética. Mesmo em grandes sistemas, o tempo de vida do

skyrmion na rede 𝐴𝐹𝑀 é ordens de grandeza inferior ao seu contrapar na rede 𝐹𝑀 . Outra

diferença está no seu comportamento dinâmico. Não observamos o t́ıpico movimento de

rotação da textura, como observado na rede ferromagnética. Aqui, os merons se aproxi-

mam sem qualquer movimento de rotação até se encontrarem no núcleo. No entanto, não

podemos inferir que o movimento de rotação não ocorra. Talvez a frequência de rotação

seja tão baixa que a textura colapsa antes de apresentar uma rotação viśıvel.

Também estudamos a influência de uma impureza não magnética nas proximida-

des do skyrmion 2CS. O principal efeito é uma atração do skyrmion em direção à impureza

e, posteriormente, seu colapso quando a atinge. Essa atração skyrmion-vacância pode ser

explicada por argumentos energéticos: como no núcleo do skyrmion a interação de troca

entre os spins é maior, a configuração mais energicamente favorável é aquela onde o centro

do skyrmion se encontra no śıtio da impureza.

Por fim, analisamos o efeito de um campo magnético externo sobre a textura

2𝐶𝑆. O principal efeito que observamos é a deformação do skyrmion 2𝐶𝑆 no tipo 1𝐶𝑆

e vice-versa num movimento ćıclico, devido à precessão dos spins induzida pelo campo.

Isso abre uma perspectiva de se estabilizar skyrmions de dois merons a partir do skyr-

mion usual de um núcleo, com aplicação de um campo magnético planar ou na presença
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de uma anisotropia de plano fácil. De fato, estruturas semelhantes aos skyrmions 2𝐶𝑆,

chamadas de bimerons, foram preditas teoricamente [5,22] e detectadas recentemente em

magnetos quirais ferromagnéticos [24]. Esperamos, portanto, que esse trabalho adiante

algumas das propriedades das texturas de dois merons em materiais antiferromagnéticos

que futuramente poderão ser estudados do ponto de vista experimental.

Na segunda parte do trabalho estudamos a termodinâmica do modelo de Hei-

senberg dipolar bidimensional (𝐻𝑑2𝐷), bem como seu comportamento cŕıtico. Primei-

ramente, nossos resultados estão de acordo com as previsões teóricas de que a baixas

temperaturas, o modelo exibe uma fase ferromagnética planar. De fato, a interação di-

polar quebra a isotropia da interação de troca e favorece uma configuração de spins no

plano. Isso pode ser observado diretamente no gráfico da magnetização em função da

temperatura na Fig. 19(c).

Considerando 𝐷 = 0.2𝐽 , obtemos que uma transição do tipo ordem-desordem

ocorre a uma temperatura 𝑇𝑐 = 0.975± 0.010 no modelo 𝐻𝑑2𝐷, conforme estimado pelas

curvas do cumulante de Binder 𝑈4 na Fig. 21. Por sua vez, a suscetibilidade do parâmetro

de ordem apresentou picos acentuados com o aumento da rede, indicando uma divergência

no limite termodinâmico. Esse comportamento é assinatura de uma transição de segunda

ordem. Já os resultados para o calor espećıfico indicam que essa quantidade não diverge

na temperatura cŕıtica, apontando uma singularidade do tipo cúspide. Salienta-se que

esses resultados estão em acordo qualitativamente com os obtidos por Mol e Costa para

sistemas dipolares semelhantes e também com os obtidos teoricamente pelo grupo de

renormalização de Maier e Schwabl [9].

Da análise de escala de tamanho finito (𝐹𝑆𝑆) e usando a técnica de repesagem

de histogramas, computamos os expoentes cŕıticos para o modelo 𝐻𝑑2𝐷. Obtemos os

seguintes resultados: 𝜈 = 1.21(3), 𝛾 = 2.09(5), 𝛽 = 0.184(6), e 𝛼 = −0.44(2). Esses

valores são consistentes com os encontrados para modelos dipolares semelhantes, como

o 𝐴𝐻𝑑 e o 𝐴𝐻𝑑𝑏𝑖𝑙𝑎𝑦𝑒𝑟 [10, 28], embora sejam discrepantes dos encontrados por Mol e

Costa para o modelo 𝑑𝑋𝑌 [29]. O desvio encontrado excede os limites das barras de erros

e julgamos improvável que seja resolvido por correções de tamanho finito. De fato, um

resultado semelhante a esse foi encontrado por Tomita no estudo do modelo de Heisenberg

dipolar puro [31]. Apesar desse sistema apresentar a mesma fase do modelo 𝑋𝑌 dipolar,

ambos apresentam expoentes cŕıticos distintos. Esse resultado contraditório foi explicado
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considerando a anisotropia quadripolar da interação dipolar [31].

Assim, nossos resultados indicam que, mesmo nos sistemas dipolares com in-

teração de troca, a anisotropia da interação dipolar parece ser crucial no comporta-

mento cŕıtico do sistema. De fato, o expoente 𝛽 estimado nesse trabalho, nomeadamente

𝛽 = 0.184(6), está dentro da janela de universalidade 0.125 < 𝛽 < 0.23, encontrado por

Bramwell para o modelo 𝑋𝑌 ℎ4 [8]. Por conseguinte, os resultados indicam que os modelos

dipolares pertencem à classe de universalidade 𝑋𝑌 ℎ4, ou seja, ao contrário do proposto

por Mol e Costa, a interação dipolar parece não criar uma classe extra de universalidade

em sistemas magnéticos.

Convém mencionar, entretanto, que os resultados numéricos discordam daqueles

obtidos por Maier e Schwabl [9] seguindo a teoria de grupo de renormalização. Portanto,

é preciso considerar com maior cautela essas conclusões. Dadas as limitações de tamanho

de rede estudadas (à parte de considerarmos condições de contorno periódicas), seria de

todo imposśıvel tentar tecer conclusões definitivas acerca do comportamento cŕıtico do

modelo 𝐻𝑑2𝐷 e similares. Assim, para obter resultados mais precisos deve-se performar

simulações em redes maiores, possibilitando verificar se a discordância entre resultados

teóricos e numéricos (ou até mesmo discordâncias entre os resultados numéricos) têm

origem nas limitações da simulação. Portanto, estudos em redes superiores através de

adaptações de algoritmos mais efetivos que o de Metropolis, como o algoritmo Luijten-

Blöte [91,92] e o event-chain [93], são algumas de nossas perspectivas futuras de trabalho

em sistemas dipolares de spins cont́ınuos.
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53 SILVA, R C; NASCIMENTO, F S; MóL, L A S; MOURA-MELO, W A; PEREIRA,
A R. Thermodynamics of elementary excitations in artificial magnetic square ice. New
Journal of Physics, v. 14, n. 1, p. 015008, 2012.

54 NAGAOSA, N.; YU, X. Z.; TOKURA, Y. Gauge fields in real and momentum spaces
in magnets: monopoles and skyrmions. Philosophical Transactions of the Royal Society
of London A: Mathematical, Physical and Engineering Sciences, The Royal Society,
v. 370, n. 1981, p. 5806–5819, 2012. ISSN 1364-503X.

http://stacks.iop.org/0022-3719/4/i=5/a=011


80

55 RUELLE, D. Statistical mechanics of a one-dimensional lattice gas. Comm. Math.
Phys., Springer, v. 9, n. 4, p. 267–278, 1968.

56 FISHER, Michael E.; MA, Shang-keng; NICKEL, B. G. Critical exponents for
long-range interactions. Phys. Rev. Lett., American Physical Society, v. 29, p. 917–920,
Oct 1972.

57 MUKAMEL, David. Notes on the statistical mechanics of systems with long-range
interactions. arXiv preprint arXiv:0905.1457, 2009.

58 TELES, T. N. Mecânica Estat́ıstica em Sistemas com Interações de Longo Alcance:
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66 ALONSO, Juan J.; FERNÁNDEZ, Julio F. Theoretical simulation of the anisotropic
phases of antiferromagnetic thin films. Phys. Rev. B, American Physical Society, v. 74,
p. 184416, Nov 2006.

https://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRevB.62.1015


81
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APÊNDICE A – DETERMINAÇÃO DOS PARÂMETROS DA SOMA DE EWALD

No método de Ewald devemos considerar um conjunto de réplicas finitas do sis-

tema tanto no espaço real quanto no espaço rećıproco. Isso implica a atribuição de um

corte de 𝑟𝑚𝑎𝑥 e 𝑘𝑚𝑎𝑥 nos somatórios, o que introduz um erro numérico no cálculo da

energia. Portanto, faz-se necessário um estudo da convergência dos somatórios de modo

a tentar minimizar os erros de truncamento sem, no entanto, prejudicar a eficiência do

algoritmo. Além dos parâmetros 𝑟𝑚𝑎𝑥 e 𝑘𝑚𝑎𝑥, temos o parâmetro 𝛼 que controla a taxa de

convergência dos somatórios e seu valor está relacionado com os parâmetros 𝑟𝑚𝑎𝑥 e 𝑘𝑚𝑎𝑥.

Assim, para um dado conjunto de parâmetros (𝛼, 𝑘𝑚𝑎𝑥, 𝑟𝑚𝑎𝑥) definimos o erro

absoluto da energia dipolar 𝐸 = 𝐸𝑟𝑒𝑎𝑙 + 𝐸𝑟𝑒𝑐𝑖𝑝𝑟𝑜𝑐𝑜 de uma configuração de spins, como

sendo [70]:

𝜀(𝑟𝑚𝑎𝑥) = 𝜀𝑟𝑒𝑎𝑙(𝑟𝑚𝑎𝑥) + 𝜀𝑟𝑒𝑐𝑖𝑝𝑟𝑜𝑐𝑜(𝑘𝑚𝑎𝑥) (56)

com,

𝜀𝑟𝑒𝑎𝑙(𝑟𝑚𝑎𝑥) = |𝐸𝑟𝑒𝑓
𝑟𝑒𝑎𝑙 − 𝐸𝑟𝑒𝑎𝑙(𝑟𝑚𝑎𝑥)|

𝜀𝑟𝑒𝑐𝑖𝑝𝑟𝑜𝑐𝑜(𝑘𝑚𝑎𝑥) = |𝐸𝑟𝑒𝑓
𝑟𝑒𝑐𝑖𝑝𝑟𝑜𝑐𝑜 − 𝐸𝑟𝑒𝑐𝑖𝑝𝑟𝑜𝑐𝑜(𝑘𝑚𝑎𝑥)|

onde 𝐸𝑟𝑒𝑓
𝑟𝑒𝑎𝑙 e 𝐸𝑟𝑒𝑓

𝑟𝑒𝑐𝑖𝑝𝑟𝑜𝑐𝑜 são as respectivas energias de referência no espaço real e rećıproco,

calculadas considerando valores muito grandes de 𝑘𝑚𝑎𝑥 e 𝑟𝑚𝑎𝑥.

Procedemos, portanto, para a determinação dos parâmetros da soma de Ewald.

Inicialmente devemos notar que, diferentemente do somatório no espaço rećıproco, que é

realizado somente uma vez a cada varredura, o somatório no espaço real é realizado a cada

atualização dos spins. Assim convém fixar 𝑟𝑚𝑎𝑥 = 1. Por conseguinte, o erro na energia

passa a ser controlado pelo parâmetro 𝛼. Através dos nossos estudos numéricos, fixamos

em nossas simulações 𝛼 = 3, de modo a obter um erro absoluto da ordem de 10−6 para

todos os tamanhos de rede.

Portanto, na tabela 5 abaixo, mostramos os resultados da análise de convergência

dos somatórios de Ewald para a estimativa dos parâmetros 𝛼, 𝑟𝑚𝑎𝑥, 𝑘𝑚𝑎𝑥. Os erros

absolutos foram calculados conforme Eq.(56). Para cada tamanho de rede, a configuração

do sistema para o cálculo da energia foi escolhida de forma aleatória. Observe que todos
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os erros são menores ou da ordem de 10−6, como determinamos previamente.

L α rmax kmax ε
20 3.0 1.0 87 5.31× 10−7

30 3.0 1.0 127 4.24× 10−6

40 3.0 1.0 175 1.96× 10−6

50 3.0 1.0 215 6.73× 10−6

60 3.0 1.0 285 1.02× 10−7

70 3.0 1.0 310 3.77× 10−6

Tabela 5 – Resultados da análise de convergência para a soma de Ewald. Os erros foram calculados via
Eq.(56).
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APÊNDICE B – ESTUDO DAS CORRELAÇÕES DAS SÉRIES TEMPORAIS

Um dos requisitos básicos nas simulações de Monte Carlo é a obtenção de con-

figurações estatisticamente independentes para o cálculo dos valores médios das grande-

zas termodinâmicas. Assim, caso as séries temporais amostradas estejam correlacionadas,

erros sistemáticos serão introduzidos nas estimativas. Portanto, é necessário calcular a

auto-correlação das séries com o intuito de verificar se amostragem é grande o suficiente

para fornecer estimativas corretas para os observáveis.

Assim, na figura (27), apresentamos os resultados para a auto-correlação 𝐶(𝑖) das

séries da magnetização 𝑚 obtidas em 𝑇𝑐 = 0.975. A análise foi realizada somente na região

cŕıtica, pois as correlações são maiores nesta região, resultado do abrandamento cŕıtico.

Figura 27 – Auto-correlação C(i) das séries de magnetização m amostradas na região Tc = 0.975.

Como indicado na Fig.(28), as séries são altamente correlacionadas para pequenos

valores de 𝑡. Já para valores suficientemente grandes, da ordem de 5 × 103 passos de

Monte Carlo, as correlações decaem a zero rapidamente. Esse ponto é designado de tempo

de autocorrelação 𝜏 e indica o número mı́nimo de passos para que se tenha amostras

descorrelacionadas. Assim, considerando que nas simulações realizamos uma amostragem

da ordem de 106 configurações, temos cerca de 200 configurações independentes para o

cálculo das médias.

Uma estimativa mais precisa do tempo de autocorrelação 𝜏 é obtido a partir do

tempo de autocorrelação integrado 𝜏𝑖𝑛𝑡, definido na (30). Por definição, o valor de 2𝜏𝑖𝑛𝑡

fornece o número médio de passos para que uma sequência se torne descorrelacionada.
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Assim, plotamos abaixo os valores de 2𝜏𝑖𝑛𝑡 correspondentes às séries temporais da mag-

netização obtidas à temperatura 𝑇𝑐 = 0.975. A notação 𝑘 foi introduzida para descrever

amostras de tamanho 𝑛𝜏 = 2𝑘.

Figura 28 – Tempo de autocorrelação integrado τint correspondentes às séries temporais da
magnetização obtidas à temperatura Tc = 0.975.

Com base no gráfico Fig. (28) acima, estimamos como resultado final para 2𝜏𝑖𝑛𝑡

o valor de 3× 103 passos de Monte Carlo. Esse valor corresponde àquele mais alto, obtido

na rede de tamanho 𝐿 = 70. Portanto, com base nessa estimativa, conclúımos que temos

um número razoável de medidas independentes para o cálculo das barras de erro via

Jackkinife, da ordem de 100 configurações.
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