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RESUMO

COTA, Ana Paula da Silva, M.Sc., Universidade Federal de Viçosa, fevereiro,
2012. Álgebras bisseriais especiais. Orientador: Rogério Carvalho Picanço.
Coorientadoras: Marinês Guerreiro e Sônia Maria Fernandes.

Álgebras bisseriais especiais formam uma classe de álgebras que aparecem em

diferentes contextos. A aplicabilidade destas álgebras que estamos interessados é

no estudo de representações de algumas álgebras de grupo não semissimples sobre

corpos algebricamente fechados. Para isso, descrevemos, a menos de isomorfismos,

seus módulos indecomponíveis e seus morfismos irredutíveis. Tal descrição é feita

através de uma bela apresentação combinatória, dada por Butler e Ringel [6], dos

módulos indecomponíveis e dos morfismos irredutíveis de um caso particular de

álgebras bisseriais especiais, as álgebras string. No caso geral, de álgebras bisseriais

especiais que não são string, mostramos que são acrescentados apenas um módulo

projetivo-injetivo indecomponível para cada relação binomial. Apresentamos a

sequência de Auslander-Reiten em que estes módulos aparecem e verificamos que,

a menos destas sequências, o restante do quiver de Auslander-Reiten é obtido

como feito por Butler e Ringel [6] para álgebras string. Para módulos string,

apresentamos ainda uma descrição gráfica de uma base dos espaços de morfismos,

de acordo com Crawley-Boevey [7]. Finalizamos o trabalho aplicando os resultados

acima para obter as representações das álgebras de grupos cíclicos finitos e para

as álgebras do grupo de Klein e dos grupos dihedrais sobre corpos algebricamente

fechados de característica 2.
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ABSTRACT

COTA, Ana Paula da Silva, M.Sc., Universidade Federal de Viçosa, February, 2012.
Special biserial algebras. Adviser: Rogério Carvalho Picanço. Co-advisers:
Marinês Guerreiro and Sônia Maria Fernandes.

Special biserial algebras are a class of algebras that appear in many contexts.

Butler and Ringel [6] made a description of indecomposable modules and irre-

ducible morphisms of algebras string, a subclass of special biserial algebras. We

show that special biserial algebras which are not string, have only one module

projective-injective indecomposable for each binomial relation. We are present the

Auslander-Reiten sequence in which these modules appear. Then we verify that

the remainder of Auslander-Reiten quiver of special biserial algebras is obtained

as done by Butler and Ringel [6] for string algebras. We conclude this work by

applying the above results for the representations of the algebras of finite cyclic

groups and algebras of the Klein group and diedral groups over algebraically closed

field of characteristic 2.

vi



Introdução

Álgebras bisseriais especiais formam uma classe importante de álgebras, uma vez
que aparecem em diferentes contextos. Por exemplo, toda álgebra de grupo de
um grupo finito possui tipo de representação finito e muitas que têm tipo de re-
presentação manso são bisseriais especiais, como constatamos em [10], [16], [19] e
[20]. Em 1968, Gel’fand e Ponomarev [11], com o intuito de construir as repre-
sentações do grupo de Lorentz, introduziram o método de filtração funtorial que
foi aplicado para classificar os módulos indecomponíveis de um caso particular de
álgebras bisseriais especiais. Em 1983, esta classe de álgebras foi estudada por
Skowronski e Waschbüsch [19], os quais provaram que toda álgebra bisserial de
tipo de representação finito é bisserial especial. Sua estrutura foi obtida por Wald
e Waschbüsch [20] em 1985. Erdmann [9] provou, em 1987, que todo bloco de
uma álgebra de grupo cujo grupo defect é um grupo cíclico ou diedral é uma álge-
bra bisserial especial. Em 1992, Baues e Hennes [3] utilizaram a classificação dos
módulos indecomponíveis de álgebras bisseriais especiais para classificar os tipos
de homotopia do poliedro (n − 1)-conexo de dimensão (n + 3), para n ≥ 4. Por
outro lado, em 2001, Drozd e Greuel [8] perceberam forte relação entre a classi-
ficação de feixes sobre certas configurações de linhas projetivas e a classificação
dos módulos indecomponíveis sobre alguma álgebra bisserial especial associada.
Nosso interesse nas álgebras bisseriais especiais é utilizar a descrição de seus mó-
dulos indecomponíveis e seus morfismos irredutíveis para estudar representações
de algumas álgebras de grupo não semissimples.

Álgebras string são um caso particular de álgebras bisseriais especiais. A di-
ferença entre suas definições está no fato de que a bisserial especial é isomorfa a
uma álgebra de caminhos de um quiver com relações cujo ideal admissível admite
relações monomiais e binomiais, enquanto nas álgebras string este ideal só pode
ser gerado por relações monomiais. Um dos objetivos deste trabalho é descrever
os módulos indecomponíveis e os espaços de morfismos irredutíveis de uma álge-
bra bisserial especial. Os módulos indecomponíveis e os morfismos irredutíveis
foram encontrados por Wald e Waschbüsch em [20]. Estes são módulos string,
band e, para cada relação binomial, um módulo projetivo-injetivo que não pode
ser descrito por meio de string e band. Para descrevermos uma base dos espaços de
morfismos irredutíveis e, consequentemente, as sequências de Auslander-Reiten de
álgebras bisseriais especiais, partiremos de uma bela descrição combinatória dada
por Butler e Ringel [6] para álgebras string.

Este trabalho está estruturado em cinco capítulos. No primeiro capítulo, apre-
sentamos os conceitos e resultados preliminares que se farão necessários ao longo
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do texto e fixamos notações. Iniciamos o Capítulo 2 definindo álgebras bisseri-
ais especiais. Apresentamos os conceitos de string e band que serão utilizados ao
longo de todo o texto e aproveitamos uma técnica combinatória, obtida por Butler
e Ringel [6] para álgebras string, para construir módulos associados a string e band
em álgebras bisseriais especiais. O Capítulo 3 é destinado às álgebras string. Apre-
sentamos seus módulos indecomponíveis, obtidos por Gelf’and e Ponomarev [11],
e damos um esboço de como garantir que estes são os módulos string e os band,
a menos de isomorfismos. Abordamos uma técnica combinatória, desenvolvida
por Butler e Ringel [6], aplicada diretamente no quiver da álgebra, para obtermos
morfismos irredutíveis. Descrevemos todas as sequências de Auslander-Reiten e
concluímos que não existem morfismos irredutíveis além dos que aparecem nas
mesmas. Apresentamos uma descrição gráfica de uma base dos espaços de morfis-
mos HomA(X, Y ) entre módulos string, de acordo com Crawley-Boevey [7]. No
Capítulo 4, descrevemos uma técnica para obter o quiver de Auslander-Reiten de
uma álgebra bisserial especial a partir da descrição feita no Capítulo 3. Esta téc-
nica foi desenvolvida observando diferenças e semelhanças de uma álgebra bisserial
especial para uma certa álgebra string cuja categoria de módulos é bem parecida.
No Capítulo 5, aplicamos as técnicas vistas nos capítulos anteriores para estu-
dar algumas álgebras de grupo. Álgebras de grupo semissimples, em geral, são
estudadas pela Teoria Clássica de Representações de Álgebras de Grupo. Uma
classificação das álgebras de grupo semissimples é feita pelo Teorema de Maschke.
Os tipos de representações de álgebras de grupo estão classificados por um teo-
rema devido a Bondarenko e Drozd [5]. Baseados nestas classificações, encerramos
o trabalho desenvolvendo exemplos de representações de álgebras de grupo não
semissimples, mais explicitamente, a de um grupo cíclico, a do grupo de Klein e a
dos grupos dihedrais.
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Capítulo 1

Conceitos Básicos

Neste capítulo introduziremos alguns conceitos e resultados preliminares e fixare-
mos notações. Para demonstrações e maiores detalhes dos resultados abordados
sugerimos como referências [1] e [2]. Mesmo que não esteja explícito, estamos
considerando K um corpo algebricamente fechado.

1.1 Álgebras e Módulos

Definição: Uma K-álgebra A é um anel (A,+, ·) com unidade (não necessa-
riamente comutativo) que possui uma estrutura de K-espaço vetorial compatível
com a multiplicação do anel, isto é, tal que para todo λ ∈ K e para todos a, b ∈ A
temos:

λ(a · b) = (λa) · b = a · (λb).

Dizemos que uma K-álgebra A tem dimensão finita se possui dimensão finita
como espaço vetorial. Caso contrário, dizemos que A tem dimensão infinita. Ao
longo deste texto consideraremos apenas álgebras de dimensão finita.

Um homomorfismo ϕ : A −→ B entre K-álgebras é um homomorfismo de anéis
que, simultaneamente, é uma transformação linear.

Exemplo 1 Seja K um corpo e considere Mn(K) o conjunto das matrizes
quadradas n × n com entradas em K. Sabemos que (Mn(K),+, ·), onde +
e · são as respectivas adição e multiplicação usuais de matrizes, é um anel.
Além disso, Mn(K) é um espaço vetorial sobre K. Uma base para este espaço
vetorial é dada pelas matrizes elementares {eij : 1 ≤ i, j ≤ n}, logo este espaço
tem dimensão finita. Pode-se verificar que estas estruturas são compatíveis e,
consequentemente, Mn(K) é uma K-álgebra de dimensão finita.
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Exemplo 2 O anel de polinômios K[x] sobre um corpo K, com a adição e a
multiplicação usuais de polinômios, possui uma estrutura de K-espaço vetorial de
dimensão infinita, no qual uma base é o conjunto {1, x, x2, . . . , xn, . . .}. Verifica-
se que estas estruturas são compatíveis e, portanto, K[x] é uma K-álgebra de
dimensão infinita.

Exemplo 3 Sejam K um corpo e V um K-espaço vetorial de dimensão n.
O anel de homomorfismos de V (endomorfismos de V ), o qual representamos
por (End(V ),+, ◦), com a soma e a composição usuais, é um K-espaço vetorial.
É fácil ver que (End(V ),+, ◦) é uma K-álgebra.

As álgebras dos exemplos anteriores são bem conhecidas. Porém, nem sempre os
elementos e as operações em uma álgebra são fáceis de manipular. Um dos inte-
resses da Teoria de Representações de Álgebras é traduzir estas últimas álgebras
em outras que possuam elementos e operações com as quais estamos mais habitu-
ados a trabalhar. Por exemplo, representar seus elementos e suas operações como
matrizes.

Definição: Uma representação de uma K-álgebra A é um homomorfismo de
álgebras R : A −→ End(V ), para algum K-espaço vetorial V .

Observe que se R for um homomorfismo injetor (resp. sobrejetor), obtemos
uma imersão (resp. projeção) da álgebra A em End(V ). Neste caso, dizemos
que a representação é fiel (resp. plena). Fixada uma base para o espaço V ,
obtemos um isomorfismo End(V ) ∼= Mn(K), onde n é a dimensão de V . A
partir disso, uma representação passa a ser um homomorfismo R : A −→Mn(K).
Para obtermos uma independência com relação a escolha da base, identificamos
duas representações R e R′ se estas levarem elementos de A em matrizes
semelhantes.

De outro ponto de vista, uma representação pode ser vista como uma ação da
álgebra A sobre o espaço vetorial V , isto é,

R : A −→ End(V )
a 7−→ R(a) := a : V −→ V .

As propriedades da ação R nos levam à seguinte definição:

Definição: Sejam K um corpo e A uma K-álgebra. Um A-módulo à direita
é um espaço vetorial M com uma operação

M × A −→ M
(m, a) 7−→ m · a
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que satisfaz, para todos x, y ∈M , a, b ∈ A e λ ∈ K, as propriedades:

(i) (x+ y) · a = x · a+ y · a

(ii) x · (a+ b) = x · a+ x · b

(iii) x · 1A = x

(iv) (λx) · a = x · (λa) = λ(x · a).

De modo análogo, definimos os A-módulos à esquerda. Dizemos que um A-
módulo M tem dimensão finita se possui dimensão finita como espaço vetorial.
Caso contrário, dizemos que M tem dimensão infinita. Podemos introduzir uma
estrutura de A-módulos na soma e no produto direto de espaços vetoriais.

Comparando as definições, verifica-se que o estudo das representações de uma
álgebra A é equivalente ao estudo de seus A-módulos.

Definição: Um A-módulo não nulo M é um módulo indecomponível se qualquer
decomposição M ∼= L⊕N , implica que ou L ou N é o A-módulo nulo. Dizemos
que um A-módulo é decomponível se este não for indecomponível.

Podemos fazer uma analogia dos módulos indecomponíveis de uma K-álgebra com
os números primos no conjunto dos inteiros positivos. O Teorema Fundamental da
Aritmética nos garante que todo número natural maior que 1 pode ser decomposto
num produto de números primos, sendo que esta decomposição é única, a menos
de permutação dos fatores.

Teorema 4 (Krull-Schmidt, veja [1] ou [2]) Seja A uma K-álgebra de dimensão
finita. Então todo A-módulo M tem uma decomposição única, a menos de
permutação de índices e de isomorfismos,

M ∼= M1 ⊕ . . .⊕Mm,

onde M1, . . . ,Mm são A-módulos indecomponíveis.

Desta forma, o estudo dos A-módulos pode ser reduzido ao estudo dos A-módulos
indecomponíveis. Dizemos que uma K-álgebra A de dimensão finita tem tipo
de representação finito se o número de classes de isomorfismo de A-módulos in-
decomponíveis é finito. Se A não tem tipo de representação finito, dizemos que
A tem tipo de representação infinito.

Sejam M e N dois A-módulos à direita. Um morfismo de A-módulos
(ou simplesmente morfismo) φ : M → N é uma transformação linear tal que
φ(ma) = φ(m)a, para quaisquer m ∈M e a ∈ A. Denotamos por HomA(M,N)
o conjunto de todos os morfismos de M para N , enquanto no caso M = N
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denotamos EndA(M) := HomA(M,M). O morfismo identidade é determinado
pela aplicação identidade 1M de M . A composição de dois morfismos é definida
de maneira usual. Desta forma, obtemos a categoria mod A dos A-módulos à
direita. Ao leitor familiarizado com a linguagem de categorias, pode-se provar que
mod A é uma categoria abeliana.

Um morfismo φ :M → N é um monomorfismo (resp. epimorfismo) se é injetor
(resp. sobrejetor). Um isomorfismo φ : M → N é um morfismo bijetor e, neste
caso, dizemos que o módulo M é isomorfo a N . De maneira dual, é possível obter
a categoria de A-módulos à esquerda A−mod. Ao longo deste texto trataremos
os A-módulos à direita e, muitas vezes, os chamaremos apenas de A-módulos a
fim de simplificar a escrita.

Lembrando que uma álgebra A é dita local se, para todo a ∈ A, tivermos a ou
1A− a invertível, obtemos a seguinte caracterização de A-módulos indecomponí-
veis que associa objetos e morfismos.

Proposição 5 (veja [1] ou [2]) Seja A uma K-álgebra. Um A-módulo M é
indecomponível se, e somente se, sua álgebra de endomorfismos EndA(M) é local.

Seja M um A-módulo. Um submódulo N ⊂M é um subespaço fechado para a
multiplicação pelos elementos de A. Dizemos que um módulo é simples se seus
únicos submódulos são os triviais.

Existem duas classes de A-módulos bastante importantes, os projetivos e os inje-
tivos, cuja aplicabilidade será vista na Seção 1.4.

Definição: Um A-módulo P é projetivo se, e somente se, dado qualquer
epimorfismo φ :M → N de A-módulos, para todo morfismo γ : P → N existe
um (não necessariamente único) morfismo ψ : P →M tal que ψφ = γ.

P
ψ

~~|
|
|
|

γ

��
M

φ
// N // 0

O conceito dual é chamado injetivo.

Definição: Um A-módulo I é injetivo se, e somente se, para cada monomor-
fismo φ : M −→ N de A-módulos, dado um morfismo γ : M −→ I existe um
(não necessariamente único) morfismo ψ : N −→ I tal que φψ = γ.

I

0 //M
φ

//

γ

OO

N

ψ
``B
B
B
B
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Seja A uma K-álgebra de dimensão finita e seja {e1, e2, · · · , en} um conjunto
de elementos de A. Dizemos que ele é um conjunto completo de idempotentes
ortogonais primitivos de A, se e1 + e2 + · · · + en = 1A, e2i = ei, para todo
i ∈ {1, . . . , n}, eiej = 0 se i 6= j e, ainda, se ei = e′ + e′′ com e′ e
e′′ idempotentes, então e′ = 0 ou e′′ = 0. Toda álgebra tem pelo menos dois
idempotentes, 0 e 1, chamados idempotentes triviais. Se e é um idempotente não
trivial de A, então 1 − e também é um idempotente não trivial e, ainda, e e
1− e são ortogonais. Além disso, AA = eA⊕ (1− e)A é uma decomposição não
trivial em A-módulos à direita. Como A tem dimensão finita, o A-módulo à
direita AA admite uma decomposição em A-módulos indecomponíveis, digamos

AA = P1 ⊕ . . .⊕ Pn

Consequentemente, Pi = eiA, para todo i ∈ {1, . . . n}, onde {e1, e2, · · · , en} é
um conjunto completo de idempotentes ortogonais primitivos de A. Reciproca-
mente, um conjunto de idempotentes ortogonais primitivos induz uma decomposi-
ção AA = P1⊕ . . .⊕Pn, onde Pi = eiA, para todo i ∈ {1, . . . n}. Por outro lado,
se AA = P − 1 ⊕ P2 é uma decomposição não trivial e e1 ⊕ e2 = 1A, ei ∈ Pi,
então e1 e e2 são idempotentes ortogonais de A e Pi é indecomponível se, e
somente se, ei é primitivo.

Suponha que AA = e1A ⊕ . . . ⊕ enA seja uma decomposição em submódulos
indecomponíveis. Se P é um A-módulo projetivo à direita, então P = P1 ⊕
. . . ⊕ Pn, onde todo somando Pj é indecomponível e Pj ∼= etA, para algum
t ∈ {1, . . . , n}.

Adiante, veremos uma maneira gráfica de obter os projetivos e injetivos indecom-
poníveis.

Um morfismo φ : X → Y de A-módulos é uma seção (resp. retração) se existe
um morfismo ψ : Y → X tal que φψ = 1X (resp. ψφ = 1Y ). Uma sequência de
morfismos

0 // X
f // Y

g // Z // 0 (1.1)

em mod A é uma sequência exata curta se f é um monomorfismo, g um
epimorfismo e Ker(g) = Im(f). Se g é uma retração ou f é uma seção na
sequência exata curta 1.1, então Y ∼= X⊕Z. Neste caso, dizemos que a sequência
cinde. Mais adiante veremos exemplos de sequências que não cindem.

Observação 6 Não é difícil verificar que, para toda sequência exata curta de A-
módulos como 1.1, temos dimK(Y ) = dimK(X) + dimK(Z) (ver [1], página 87).
Temos ainda que toda sequência exata curta de A-módulos terminando (resp.
começando) num módulo projetivo (resp. injetivo) cinde.
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Na Seção 1.5, veremos que sequências exatas curtas desempenham um importante
papel no estudo dos módulos de uma álgebra.

1.2 Quivers e Álgebras de Caminhos

Um grafo é uma representação gráfica de um conjunto de pontos (vértices) liga-
dos por arestas. Um grafo é conexo se, para quaisquer dois vértices, existe uma
sequência de arestas que os une. Quando as arestas possuem uma orientação, ou
seja, quando os pontos são ligados por flechas, dizemos grafo orientado. Um quiver
nada mais é do que um grafo orientado. Uma justificativa para utilização desta
denominação é para diferenciar a Teoria de Representações de Quivers da Teoria
de Grafos que estuda propriedades gerais de grafos, orientados ou não. De maneira
formal, temos a definição a seguir.

Definição: Um quiver Q = (Q0, Q1, s, t) é uma quádrupla que consiste de um
conjunto de vértices Q0, um conjunto de flechas Q1 e duas aplicações s, t:
Q1 −→ Q0 que determinam, para cada flecha α ∈ Q1, o seu “começo” s(α) e
o seu “término” t(α).

Geralmente denotamos o quiver Q = (Q0, Q1, s, t) apenas por Q. Um quiver Q
é finito se os conjuntos Q0 e Q1 os são e é conexo se o seu grafo subjacente for
conexo. Os quivers tratados ao longo deste trabalho serão todos finitos e conexos.
Neste texto, os vértices serão denotados por números naturais. Se uma flecha
α ∈ Q1 tem começo em i = s(α) e término em j = t(α), graficamente a
denotamos por α : i −→ j ou i α // j .

Exemplos 7 São exemplos de quivers:

(a) 2
b

����
��
�

4

a
__?????

c����
��
�

1

3
d

__?????

(b) 1
a

''2
b

gg c]]

Um caminho C de comprimento n ≥ 1 num quiver Q é uma justaposição
de flechas C = α1α2 · · ·αn de modo que t(αi) = s(αi+1), para todo 1 ≤ i < n.
Graficamente o caminho C pode ser representado como segue.

s(α1)
α1 // s(α2)

α2 // · · ·
αn−1 // s(αn)

αn // t(αn)

Para cada vértice i ∈ Q0, definimos um caminho de comprimento zero que começa
e termina em i, o qual chamamos caminho trivial e denotamos por ei, isto
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é, s(ei) = t(ei) = i. Definimos o começo e o término do caminho C como
s(C) = s(α1) e t(C) = t(αn), respectivamente. Um caminho C que possui mesmo
começo e mesmo término s(C) = t(C) é chamado loop se seu comprimento for
igual a 1 ou ciclo se for maior que 1. Sejam C = α1α2 · · ·αn e D = β1β2 · · · βm
dois caminhos não triviais em Q tais que t(C) = s(D), então denotamos por
CD = α1α2 · · ·αnβ1β2 · · · βm o caminho formado pela justaposição deles. Caso
C = es(D) ou D = et(C) sejam os caminhos triviais, definimos es(D)D = D e
Cet(C) = C, respectivamente. Para quaisquer dois vértices i, j ∈ Q0, denotamos
por Q(i, j) o conjunto de todos os caminhos C tais que s(C) = i e t(C) = j.
Para cada vértice i ∈ Q0 e cada caminho C, a justaposição de caminhos induz
as aplicações

Q(i, C) : Q(i, s(C)) −→ Q(i, t(C))
µ 7−→ µC

e
Q(C, i) : Q(t(C), i) −→ Q(s(C), i)

µ 7−→ Cµ

que serão úteis mais adiante.

Sejam K um corpo e Q um quiver. Considere o conjunto Pa de todos os
caminhos, triviais ou não, do quiver Q. Denotamos por KQ := K[Pa] o espaço
vetorial gerado pelo conjunto de caminhos em Q. Em outras palavras, os elementos
de KQ são combinações lineares formais

∑

j λjCj tais que Cj ∈ Pa, λj ∈ K
e λj 6= 0 para um número finito de índices j. Definiremos sobre o conjunto de
caminhos Pa (base de KQ) uma multiplicação induzida por justaposições. Para
cada par de caminhos (C,D) em Pa, defina

C ·D =

{
CD, se t(C) = s(D);
0, se t(C) 6= s(D).

Estendemos esta multiplicação para o espaço vetorial KQ por linearidade. Com
esta multiplicação, pode-se verificar que obtemos uma K-álgebra associativa cuja
unidade é 1 =

∑

i∈Q0
ei. Esta álgebra é chamada álgebra de caminhos do quiver

Q. Se Q é um quiver sem ciclos, o conjunto de caminhos Pa é finito, com isso,
KQ é uma K-álgebra de dimensão finita.

Exemplo 8 Sejam K um corpo e Q o quiver que segue.

(a) 1 2
boo 3

aoo

Uma base para a álgebra de caminhos KQ é dada por {e1, e2, e3, a, b, ab},
cuja tabela de multiplicação consta abaixo.
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· e1 e2 e3 a b ab
e1 e1 0 0 0 0 0
e2 0 e2 0 0 b 0
e3 0 0 e3 a 0 ab
a 0 a 0 0 ab 0
b b 0 0 0 0 0
ab ab 0 0 0 0 0

(b) 1 a\\

O seu conjunto de caminhos Pa = {e1, a, a
2, a3, . . . , an, . . .} é infinito. Portanto,

a álgebra de caminhos KQ tem dimensão infinita. Podemos verificar que existe
um isomorfismo entre KQ e a álgebra de polinômios K[x] na variável x sobre
o corpo K. O isomorfismo é definido de forma natural, nas respectivas bases,
levando e1 em 1 e an em xn, para todo n ∈ N.

Seja Q um quiver finito. Uma relação em Q com coeficientes em K é uma
combinação linear de caminhos de comprimento maior ou igual a 2 com mesmo
início e fim, ou seja, uma relação ρ é um elemento de KQ tal que

ρ =
m∑

i=1

λiCi,

onde λi são escalares (não todos nulos) e Ci são caminhos em Q de comprimento
maior ou igual a 2 e que possuem mesmo início e fim. Se m = 1 a relação
é chamada relação monomial e no caso em que m = 2 é chamada relação
binomial. Dada uma relação binomial λ1C1 + λ2C2, com λ1, λ2 ∈ K não nulos,
chamamos C1 e C2 de subcaminhos maximais da relação binomial. Dizemos
que um ideal I de KQ é admissível se puder ser finitamente gerado por relações
ou se for o ideal nulo. A álgebra quociente KQ/I é dita álgebra de caminhos do
quiver com relações (Q, I) e a denotamos por K(Q, I).

Exemplo 9 Seja o quiver com relações abaixo.

2
b

����
��
�

4

a
__?????

c����
��
�

1

3
d

__?????

I = < ab− cd >

Em palavras, a relação binomial ab − cd ∈ I quer dizer que, na álgebra de
caminhos K(Q, I), temos ab− cd = 0. Intuitivamente, o leitor pode pensar que,
graficamente, percorrer o caminho ab é o mesmo que percorrer cd.
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É natural nos perguntarmos se toda K-álgebra associativa é isomorfa à álgebra
de caminhos de um dado quiver. Em geral, a resposta é não. No entanto, para
uma certa classe de álgebras temos uma resposta afirmativa.

Dizemos que uma álgebra A é básica se, como A-módulos, eiA ≇ ejA, para
todo i 6= j. Dizemos que A é uma K-álgebra conexa se 0 e 1 são seus únicos
idempotentes centrais, o que equivale a dizer que A não é produto de duas
álgebras. Prova-se que a álgebra de caminhos K(Q, I) de um quiver conexo com
relações é básica e conexa. Reciprocamente:

Teorema 10 (veja [1]) Seja A uma K-álgebra básica, conexa e de dimensão
finita. Então existe um quiver QA e um ideal admissível I ⊳ KQA tal que
A ∼= K(QA, I).

Como estamos interessados no estudo da categoria de A-módulos, temos o teorema
seguinte.

Teorema 11 (veja [1]) Seja A uma K-álgebra associativa conexa de dimensão
finita. Então existe uma K-álgebra básica Ab tal que a categoria de módulos
mod A é equivalente à categoria de módulos mod Ab.

Os resultados desta seção nos garantem que, dada uma K-álgebra A associativa
conexa de dimensão finita, existe um quiver com relações (Q, I) tal que a categoria
de módulos mod A é equivalente à categoria de módulos mod K(Q, I) da
respectiva álgebra de caminhos sobre K. Desta forma, é suficiente estudar as
representações de álgebras de caminhos de quivers com relações.

1.3 Módulos e Representações de Quivers

Já que estudar as representações de uma K-álgebra é equivalente a estudar os
seus A-módulos, nesta seção, veremos como associar a categoria de A-módulos
com a de representações de um quiver com relações repK(Q, I).

Sejam K um corpo e Q um quiver. A categoria repK(Q) de representações
de Q sobre o corpo K é a categoria em que os objetos e os morfismos são como
segue.

Objetos: Uma representação V = (Vi, Tα)i∈Q0,α∈Q1 consiste de um espaço vetorial
de dimensão finita Vi, para cada vértice i ∈ Q0, e de uma transformação linear
Tα : Vs(α) → Vt(α), para cada flecha α ∈ Q1. Em geral, fixamos bases para os
espaços e explicitamos estas transformações pelas respectivas matrizes associadas.

Morfismos: Sejam U = (Ui, Sα)i∈Q0,α∈Q1 e V = (Vi, Tα)i∈Q0,α∈Q1 duas represen-
tações de um quiver Q. Um morfismo φ : U → V é uma coleção φ = {φi}i∈Q0
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de aplicações lineares φi : Ui → Vi, para cada vértice i ∈ Q0, tais que, para cada
flecha α ∈ Q1, o diagrama

Us(α)
Sα //

φs(α)

��

Ut(α)

φt(α)

��
Vs(α)

Tα // Vt(α)

é comutativo, ou seja, Sαφt(α) = φs(α)Tα.

O morfismo identidade 1V : V → V é a coleção 1V = {1Vi}i∈Q0 das aplicações
identidades de cada espaço vetorial Vi. A composição entre dois morfismos φ :
U → V e ψ : V → W é o morfismo φψ : U → W definido pela coleção
φψ = {φiψi}i∈Q0 . Com isso, obtemos a categoria repK(Q) de representações de
um quiver Q sobre um corpo K. Denotamos o conjunto de morfismos entre
duas representações por Hom(U, V ) := {φ : U → V }. Um morfismo φ : V → V
é chamado endomorfismo de V e denotamos o conjunto dos endomorfismos de
V por End(V ) := Hom(V, V ). Um morfismo φ : U → V é um monomorfismo
(resp. epimorfismo) se cada aplicação linear φi é injetora (resp. sobrejetora).
Um morfismo φ : U → V é um isomorfismo se existe um morfismo ψ : V → U
tal que φψ = 1U e ψφ = 1V . Pode-se provar que se Q é um quiver finito, então
repK(Q) é uma categoria abeliana1, em que o núcleo, o conúcleo, o objeto nulo e a
soma são definidos naturalmente. Por exemplo, a representação nula 0 ∈ repK(Q)
é obtida atribuindo-se a cada vértice do quiver o espaço vetorial nulo e a aplicação
nula a cada flecha do mesmo. O núcleo de um morfismo φ : U → V , cuja coleção
de aplicações lineares é {φi}i∈Q0 , é dado pela coleção dos respectivos núcleos
{Kerφi}i∈Q0 e respectivas restrições. Para simplificar a notação, omitiremos os
conjuntos percorridos pelos índices da representação, isto é, uma representação
U = (Ui, Sα)i∈Q0,α∈Q1 será denotada apenas por U = (Ui, Sα).

Exemplo 12 Sejam K um corpo e Q o quiver abaixo.

4

c

��
1 2a
oo 3

b
oo

Tomando como bases as canônicas, a seguir temos exemplos de duas representações
do quiver Q sobre o corpo K.

1Ao leitor não familiarizado com a linguagem de categoria, consultar [11].
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(a) 0

0
��

K2 K2
Id

oo K
(1 0)
oo

(b) K

1
��

K3 K
(1 3 1)
oo K2

(1 1)T
oo

Seja Q um quiver finito e seja V = (Vi, Tα) uma representação de Q. Dado
um caminho não trivial C = α1 . . . αn em Q com início no vértice i e término
no vértice j, definimos a avaliação de V sobre o caminho C como a aplicação
K-linear de Vi para Vj definida por

TC = Tα1Tα2 . . . Tαn−1Tαn
.

Estendemos a definição acima para combinações lineares formais de caminhos com

mesmo início e mesmo final. Dada uma relação ρ =
m∑

k=1

λkCk, a avaliação da

combinação é Tρ =
m∑

k=1

λkTCk
.

Definição: Sejam Q um quiver finito e I um ideal admissível de KQ. Uma
representação V = (Vi, Tα) de Q é uma representação de (Q, I) se, para cada
relação ρ ∈ I, tivermos Tρ = 0.

Denotamos por repK(Q, I) a subcategoria completa2 de repK(Q) que consiste
das representações de (Q, I). Seja V = (Vi, Tα) ∈ repK(Q, I) uma representação
de (Q, I). Definimos o vetor dimensão de V como sendo o vetor dim(V ) ∈ ZQ0

cujas coordenadas são (dim(V ))i = dimK(Vi), isto é, as dimensões dos espaços
vetoriais em cada vértice do quiver.

Exemplo 13 Seja o quiver do exemplo 12 com ideal admissível I = < ca >.
Então

K

(0 1)
��

V : K K2

(1 0)T
oo K

(1 1)
oo

é uma representação de (Q, I), pois (0 1)(1 0)T = 0. Além disso, possui vetor
dimensão dim(V ) = (1211).

Um teorema importante, devido a Gabriel, nos garante que o estudo dos A-
módulos é equivalente ao estudo das representações do quiver com relações (Q, I),
no qual A ∼= K(Q, I).

2Se C = repK(Q) e C′ = repK(Q, I), então HomC′(X,Y ) = HomC(X,Y ), para quaisquer
X, Y objetos de C′.
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Teorema 14 (Gabriel, veja [1]) Sejam K um corpo e A uma K-álgebra (básica
e conexa) tal que A ∼= K(Q, I), para algum quiver finito e conexo Q e algum
ideal admissível I de KQ. Existe uma equivalência K-linear entre a categoria
de módulos mod A e a de representações repK(Q, I).

Com a equivalência mod A ≃ repK(Q, I), de agora em diante, abordaremos re-
presentações de quivers como módulos e vice-versa, de acordo com o que for mais
conveniente no contexto. Esta equivalência também nos garante que, para conhe-
cermos os objetos da categoria repK(Q, I), basta conhecermos as representações
indecomponíveis, assim como em mod A. Uma das vantagens em se estudar a
categoria repK(Q, I) é que podemos determinar algumas representações indecom-
poníveis por uma técnica combinatória aplicada ao quiver como veremos a seguir.

1.3.1 Representações Simples, Projetivas e Injetivas

Definimos as representações S(i), para cada vértice i ∈ Q0, por

S(i)j =

{
K, se j = i
0, se j 6= i

e cujas aplicações lineares, referentes a cada flecha do quiver, são as aplicações
nulas. Podemos verificar que estas representações correspondem a A-módulos
simples. No caso em que Q é um quiver sem ciclos, prova-se que toda repre-
sentação simples é da forma S(i), para algum i ∈ Q0. Caso contrário, podem
existir outras representações simples além dessas (veja [1], página 77). Além disso,
pode-se provar que as representações da forma S(i) são indecomponíveis, para
todo vértice i ∈ Q0.

Exemplo 15 O quiver 2 a // 1 3boo possui as três representações simples lis-
tadas abaixo.

S(1) : 0 0 // K 00oo S(2) : K 0 // 0 00oo S(3) : 0 0 // 0 K0oo

Sejam K um corpo e (Q, I) um quiver com relações. Para cada vértice i ∈ Q0,
considere a representação P (i), cujos espaços vetoriais referentes a cada vértice
j ∈ Q0 são dados P (i)j = K[Q(i, j)] e cujas aplicações lineares referentes a cada
flecha α são dadas nas respectivas bases por Q(i, α), como abordamos na página
9. Prova-se que as representações P (i)’s são duas a duas não isomorfas e estas
representações são projetivas indecomponíveis.
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Exemplo 16 Seja o quiver de Kronecker

1 2
b

oo
aoo

.

Temos Q(1, 1) = {e1} e Q(1, 2) = ∅ e, com isso, P (1)1 = K[{e1}] ∼= K e
P (1)2 = K[∅] = 0. Assim, a representação projetiva P (1) é dada por

P (1) : K 0oo
oo

.

Por outro lado, Q(2, 1) = {a, b} e Q(2, 2) = {e2}. Daí, P (2)1 = K[{a, b}] ∼= K2

e P (2)2 = K[{e2}] ∼= K. E mais, Q(2, a)(e2) = a e Q(2, b)(e2) = b. Portanto,
considerando a base de P (2)1 como ordenada acima, temos P (2)a = (1, 0) e
P (2)b = (0, 1). Assim,

P (2) : K2 K
(0 1)

oo
(1 0)oo

.

Seja (Q, I) um quiver com relações, denotamos por (Qop, Iop) o quiver oposto
a (Q, I), ou seja, o quiver que possui o mesmo conjunto de vértices Qop

0 = Q0 de
Q, cujas flechas em Qop

1 são as flechas de Q com sentido oposto e cujas relações
em Iop são induzidas pela inversão das flechas. Por exemplo,

Q : 1 2boo 3aoo I =< ab > Qop : 1 b // 2 a // 3 Iop =< ba >

Se U = (Ui, Tα) é uma representação de (Q, I) sobre um corpo K, pode-se
verificar que DU = (DUi, DTα) é uma representação do quiver oposto (Qop, Iop),
onde D = Hom(−, K) denota dualidade. Seja P (i) ∈ repK(Q

op, Iop) a representa-
ção projetiva indecomponível do quiver oposto associada ao vértice i ∈ Qop

0 = Q0.
A representação I(i) = DP (i) ∈ repK(Q) é denominada representação injetiva
do quiver (Q, I) associada ao vértice i ∈ Q0. Assim, com base nas propriedades
de dualidade, prova-se que, para cada i ∈ Q0, a representação injetiva I(i) é
indecomponível e as I(i)’s são duas a duas não isomorfas.

Exemplo 17 O quiver oposto ao de Kronecker é

1
a //

b
// 2

Assim, temos Q(1, 1) = {e1} e Q(1, 2) = {a, b}. Logo I(1)1 = K[{e1}] ∼= K
e I(1)1 = K[{a, b}] ∼= K2. Ainda, Q(2, 1) = ∅ e Q(2, 2) = {e2}, daí I(2)1 =
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K[∅] = 0 e I(2)1 = K[{e2}] ∼= K. Consequentemente, os injetivos do quiver de
Kronecker são

I(1) : K K2

(1 0)T
oo

(0 1)Too
e I(2) : 0 Koo

oo
.

Diante disso, concluímos que cada vértice i ∈ Q0 determina 3 classes de repre-
sentações indecomponíveis, a representação simples S(i), a projetiva P (i) e a
injetiva I(i), as quais sabemos determinar. Assim, pela equivalência mod A ≃
repK(Q, I), as representações S(i), P (i) e I(i) estão associadas aos A-módulos
simples, projetivo e injetivo, respectivamente. Algumas vezes, denotaremos S(i),
P (i) e I(i) por Si, Pi e Ii para simplificar a notação.

Contudo, em geral, estes não são os únicos módulos indecomponíveis. Abordare-
mos a seguir uma das principais técnicas que podem ser usadas para obter (quando
possível) os demais indecomponíveis. Ela nos permite ainda o estudo dos espaços
de morfismos irredutíveis da categoria de A-módulos.

1.4 Teoria de Auslander-Reiten

Sejam K um corpo e A uma K-álgebra. Pelo Teorema de Krull-Schmidt
4, todo A-módulo pode ser decomposto em uma soma direta de A-módulos
indecomponíveis e esta decomposição é única a menos de isomorfismos e de ordem.
Desta forma, um morfismo entre dois A-módulos pode ser escrito como uma
matriz, cujas entradas são morfismos entre os respectivos indecomponíveis. Assim,
para conhecermos os morfismos entre dois A-módulos, basta encontrarmos os
morfismos entre os A-módulos indecomponíveis. Sejam X e Y dois A-módulos
indecomponíveis. Se um morfismo não nulo ϕ : X −→ Y é uma seção ou uma
retração, então claramente ϕ é um isomorfismo. Agora, estamos interessados nos
morfismos entre módulos indecomponíveis que não sejam invertíveis, uma vez que
desejamos classificar as classes de isomorfismos de módulos indecomponíveis.

Definição: Um morfismo ϕ : X −→ Y entre dois módulos X, Y ∈ mod A é
irredutível se ϕ não é seção, não é retração e toda fatoração ϕ = ψθ

X
ϕ //

ψ   @
@@

@@
@@

@ Y

Z
θ

??~~~~~~~~

implica que ψ é seção ou θ é retração.

Alguns conceitos nos auxiliam a descrever a categoria de A-módulos, como é o
caso do radical da categoria mod A, denotado por radA, e suas potências radmA ,
para m ≥ 2.
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Definição: O radical de Jacobson da categoria de A-módulos é o ideal bilateral
radA em mod A definido pelos morfismos h ∈ radA(X, Y ), para todos os objetos
X e Y em mod A, onde

radA(X, Y ) = {f ∈ HomA(X, Y ) : 1X − fg é invertível,∀ g ∈ HomA(Y,X)} .

No caso em que X e Y são indecomponíveis, radA(X, Y ) é o K-espaço vetorial
formado por todos os morfismos não invertíveis de X para Y .

Dado m ≥ 1, definimos por radmA (X, Y ) o subespaço de radA(X, Y ) gerado por
todos os morfismos da forma

X = X0
f1 // X1

f2 // X2
// · · · // Xm−1

fm // Xm = Y ,

onde fi ∈ radA(Xi−1, Xi), para todo i ∈ {1, . . . ,m}. A m-ésima potência do
radical de Jacobson radmA ⊆ radA é formada pelos morfismos f ∈ radmA (X, Y ),
para todos A-módulos X e Y .

Em outras palavras, quando m = 2, rad2
A(X, Y ) consiste de todos os morfismos

da forma fg, com f ∈ radA(X,Z) e g ∈ radA(Z, Y ), para algum A-módulo Z.

A partir destas definições, podemos utilizar a caracterização a seguir para garantir
que um morfismo é irredutível.

Lema 18 (veja [1]) Sejam X e Y dois A-módulos indecomponíveis. Um mor-
fismo f : X −→ Y é irredutível se, e somente se, f ∈ radA(X, Y )\rad2

A(X, Y ).

Desta forma, o espaço quociente IrrA(X, Y ) = radA(X, Y )/rad2
A(X, Y ) determina

representantes de morfismos irredutíveis entre os módulos indecomponíveis X e
Y . Este espaço é chamado espaço de morfismos irredutíveis. Além disso, se um
morfismo estiver definido numa soma direta, temos o seguinte resultado.

Lema 19 (veja [1]) Seja A uma K-álgebra. Então

(a) Para cada m ≥ 1, temos radmA um ideal bilateral de mod A.

(b) Dados X1, . . . , Xn, Y1, . . . , Yk A-módulos. Um morfismo

f =








f11 f12 · · · f1k
f21 f22 · · · f2k
...

...
. . .

...
fn1 fn2 · · · fnk








: ⊕n
i=1 Xi

// ⊕k
j=1 Yj
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em mod A pertence a radA(⊕
n
i=1Xi, ⊕k

j=1Yj) se, e somente se, o morfismo
fij : Xi −→ Yj pertence ao ideal radA(Xi, Yj) para todo (i, j) ∈ {1, . . . , n} ×
{1, . . . , k}.

Assim, o morfismo f é irredutível se, e somente se, cada componente fij o for,
onde (i, j) ∈ {1, . . . , n} × {1, . . . , k}.

Definição: Uma sequência exata curta de A-módulos

0 // X
f // Y

g // Z // 0

é uma sequência de Auslander-Reiten se não cinde e satisfaz as duas condições
seguintes:

(AR1) X e Z são indecomponíveis.

(AR2) Se u : W −→ Z não é uma retração, então existe v : W −→ Y tal que
vg = u.3

Uma caracterização das sequências de Auslander-Reiten é dada pelo teorema a
seguir.

Teorema 20 (veja [1]) Uma sequência exata curta de A-módulos

0 // X
f // Y

g // Z // 0

é uma sequência de Auslander-Reiten (S.A.R.) se, e somente se, X e Z são
A-módulos indecomponíveis e os morfismos f e g são irredutíveis.

Como as sequências de Auslander-Reiten não cindem, pela considerações da página
7, não existem sequências de Auslander-Reiten começando em módulos injetivos
ou terminando em módulos projetivos. O resultado a seguir é um dos principais
resultados da Teoria de Auslander-Reiten.

Teorema 21 (veja [1]) Seja A uma K-álgebra. Existe uma aplicação bijetora
τ da classe dos módulos não projetivos para a classe dos não injetivos tal que,
para todo A-módulo não projetivo Y ∈ mod A, existe uma única sequência de
Auslander-Reiten

0 // τY
f // E

g // Y // 0 .

a menos de isomorfismos.

3Prova-se que (AR2) equivale a dizer que se u′ : X −→ W não é seção, então existe v′ : Y −→
W tal que fv′ = u′.
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A aplicação τ é chamada translação de Auslander-Reiten. As classes de A-
módulos indecomponíveis e os “geradores” de morfismos irredutíveis entre represen-
tantes deles podem ser descritos pelas sequências de Auslander-Reiten em mod A.
Estas sequências podem ser visualizadas graficamente em um quiver ΓA, em que
os vértices correspondem às classes de A-módulos indecomponíveis e as flechas
representam morfismos que formam uma base para espaços de morfismos irredu-
tíveis Irr(X, Y ) entre dois módulos indecomponíveis X e Y . Construído dessa
maneira o quiver ΓA é chamado Quiver de Auslander-Reiten. Assim, todos os
morfismos irredutíveis em mod A podem ser obtidos como combinações lineares
dos expostos em ΓA. Enquanto isso, os morfismos redutíveis que são produtos
finitos de irredutíveis aparecem em ΓA como sequências de flechas. Contudo,
podem existir morfismos redutíveis que são “produtos infinitos” de irredutíveis que
não aparecem em ΓA, estes necessitam de outras técnicas para serem encontrados.
Um resultado importante para a construção de ΓA é dado a seguir.

Corolário 22 (veja [1] ou [2]) Seja Y um A-módulo indecomponível não pro-
jetivo. Dada uma sequência de Auslander-Reiten

0 // τY
(a1,...,at) // ⊕t

i=1Ei
(b1,...,bt)T // Y // 0 ,

onde E1, . . . , Et são A-módulos indecomponíveis, então os morfismos a1, . . . , at
e b1, . . . , bt podem ser escolhidos como flechas de ΓA e, neste caso, estas são
todas as flechas que partem de τY e chegam em Y , respectivamente.

Seja X um A-módulo. Definimos o radical do módulo X como sendo a
interseção dos submódulos maximais de X e o denotamos por rad X. O socle
de X é o submódulo gerado por todos os submódulos simples de X, o qual é um
módulo semissimples e é denotado por soc X. Uma descrição das representações
correspondentes ao radical e ao socle de um A-módulo são dadas a seguir.

Lema 23 (veja [1]) Seja V = (Vi, Tα) uma representação de (Q, I).

(a) V é semissimples se, e somente se, Tα = 0 para toda flecha α ∈ Q1;

(b) rad V = (Ui, Sα), onde Ui =
∑

α:j→i

Im(Tα) e Sα = Tα|Us(α)
, para toda flecha

com início no vértice i ∈ Q0;

(c) soc V = (Wi, Rα), onde Wi = Vi se i não possui nenhuma flecha começando
nele e Wi =

⋂

α:i→k

Ker(Tα) caso contrário, e Rα = Tα|Wi
= 0 para toda flecha α

com início em i ∈ Q0.
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Proposição 24 (veja [1]) Sejam K um corpo e (Q, I) um quiver com relações.
Se A ∼= K(Q, I), para todo vértice i ∈ Q0, temos rad P (i) ∈ repK(Q, I) e

(a) rad P (i) ⊂ P (i) é um submódulo e a inclusão rad P (i) �

� // P (i) é irre-
dutível;

(b) se rad P (i) = ⊕jX
nj

j é a decomposição do radical em representações inde-
componíveis duas a duas não isomorfas, então nj = dimK Irr(Xj, P (i));

(c) se rad P (i)
(f1,...,fr)T // P (i) é a inclusão, então as flechas f1, . . . , fr são

todas as flechas que terminam em P (i) no quiver ΓA.

Para mais detalhes veja em [1] observação 4.3, páginas 127-128.

Por dualidade, para cada vértice i ∈ Q0, soc I(i) ⊂ I(i) é uma subrepresentação

e a projeção I(i) // I(i)

soc I(i)
é irredutível.

Vejamos um exemplo onde se aplicam as caracterizações dadas acima.

Exemplo 25 Seja A = K(Q, I) a álgebra de caminhos do quiver com relações
abaixo.

2
b

����
��
��
�

1 4

a

^^=======

c
����
��
��
�

3
d

^^=======

I = < ab, cd >

Suas representações projetivas e injetivas indecomponíveis e os respectivos vetores
dimensão estão listados abaixo.

P (1) : 0
0

����
��
��
�

K 0

0

^^========

0����
��
��
��

0
0

__????????

P (2) : K
1

~~}}
}}
}}
}}

K 0

0

__????????

0����
��
��
��

0
0

``AAAAAAAA

dim P (1) = (1000) dim P (2) = (1100)
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P (3) : 0
0

~~}}
}}
}}
}}

K 0

0

__????????

0����
��
��
�

K
1

``AAAAAAAA

P (4) : K
0

����
��
��
��

0 K

1

``AAAAAAAA

1~~}}
}}
}}
}}

K
0

__???????

dim P (3) = (1010) dim P (4) = (0111)

I(1) : K
1

~~}}
}}
}}
}}

K 0

0

__????????

0����
��
��
�

K
1

``AAAAAAAA

I(2) : K
0

����
��
��
��

0 K

1

``AAAAAAAA

0~~}}
}}
}}
}}

0
0

__????????

dim I(1) = (1110) dim I(2) = (0101)

I(3) : 0
0

����
��
��
��

0 K

0

``AAAAAAAA

1~~}}
}}
}}
}}

K
0

__???????

I(4) : 0
0

����
��
��
��

0 K

0

__???????

0����
��
��
��

0
0

^^========

dim I(3) = (0011) dim I(4) = (0001)

Os radicais das representações projetivas são:

rad P (1) = 0; rad P (2) = P (1); rad P (3) = P (1); rad P (4) = S(2)⊕ S(3) .

Assim, pela Proposição 24, obtemos as inclusões P (1) ⊂ P (2), P (1) ⊂ P (3) e
S(2) ⊕ S(3) ⊂ P (4). Pelo Corolário 22, todas as flechas do quiver de Auslander-
Reiten ΓA que terminam num módulo indecomponível não projetivo M ∈ mod A
podem ser tomadas na (única) sequência de Auslander-Reiten que termina em M .
Desta forma, a partir dos dois primeiros termos desta sequência, o vetor dimensão
de M pode ser calculado através da diferença entre o vetor dimensão do termo
central pelo vetor dimensão do primeiro termo, como segue da observação 6. De-
pois de começado, o quiver vai sendo construído, da esquerda para a direita, num
processo parecido com a feitura de tricô (como diz [2]), denominado método de tri-
cotamento. Desta forma, o(s) módulo(s) que aparece(em) no começo deste quiver,
à esquerda, não possui(em) sequência de Auslander-Reiten terminando nele(s),
consequentemente, segue da observação 6 que estes devem ser projetivos. As in-
clusões obtidas pela Proposição 24 e os demais itens da mesma nos garantem que
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não existem morfismos irredutíveis terminando no módulo projetivo cujo vetor di-
mensão é (1000). Com isso, vamos construindo o quiver ΓA até chegarmos num
módulo injetivo que não possui morfismos irredutíveis partindo dele. Em ΓA,
indicaremos as translações de Auslander-Reiten por linhas pontilhadas.

1100

$$H
HH

HH
HH

HH
0010

$$H
HH

HH
HH

HH
/. -,() *+0101

$$H
HH

HH
HH

HH

1000

::vvvvvvvvv

$$H
HH

HH
HH

HH
/. -,() *+1110

::vvvvvvvvv

$$H
HH

HH
HH

HH
0111

::vvvvvvvvv

$$H
HH

HH
HH

HH
/. -,() *+0001

1010

::vvvvvvvvv
0100

::vvvvvvvvv /. -,() *+0011

::vvvvvvvvv

Neste caso, observe que os módulos simples, os projetivos e os injetivos são todos
os A-módulos indecomponíveis, uma vez que não aparece nenhum módulo diferente
destes no quiver acima.

No quiver de Auslander-Reiten distinguiremos os módulos injetivos dos projeti-
vos apresentando os injetivos numa moldura arredondada enquanto os projetivos,
numa moldura retangular. No caso de um módulo que seja injetivo e também
projetivo, este será envolto por uma moldura retangular dupla. A categoria de
representações de um quiver com relações (Q, I) pode ser estudada a partir do
quiver de Auslander-Reiten. Pela equivalência mod A ≃ repK(Q, I), o quiver de
Auslander-Reiten nos fornece as classes de módulos indecomponíveis e uma base
para os espaços de morfismos irredutíveis entre estes. Neste exemplo, temos fini-
tas classes de módulos indecomponíveis. Em geral, não é fácil obter o quiver de
Auslander-Reiten de uma álgebra.

No caso em que temos número finito de classes de isomorfismos de módulos in-
decompoíveis e τ(M) = M , para todo módulo M , obtemos uma superfície
cilíndrica, a qual chamamos cilindro. No caso em que temos um cilindro infinito
e τ(M) = M , para todo módulo M , o denominamos tubo homogêneo de posto
1 ou, simplesmente, 1-tubo. Uma componente do quiver de Auslander-Reiten que
não contém módulos projetivos e injetivos é chamada componente regular. Uma
componente que possui módulos projetivos ou injetivos é chamada componente
não regular.
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Capítulo 2

Álgebras Bisseriais Especiais

Neste capítulo, apresentaremos alguns módulos indecomponíveis das álgebras bis-
seriais especiais. Estes podem ser descritos através de uma técnica combinatória
aplicada diretamente no quiver da álgebra. O diferentes contextos em que estas
álgebras apareceram foi relatado na introdução deste trabalho, o leitor interessado
pode retornar à página 1. Nosso interesse nas álgebras bisseriais especiais é utilizar
a descrição de seus módulos indecomponíveis e seus morfismos irredutíveis para
estudar representações de algumas álgebras de grupo, o que será feito no Capítulo
5.

Definição: Uma álgebra A é bisserial especial se é isomorfa à álgebra de
caminhos de um quiver com relações (Q, I) satisfazendo

(i) Cada vértice i ∈ Q0 é início ou término de no máximo duas flechas;

(ii) Para cada flecha β ∈ Q1, existe no máximo uma flecha α ∈ Q1 tal que
αβ /∈ I e no máximo uma flecha γ ∈ Q1 tal que βγ /∈ I;

(iii) O ideal admissível I é nulo ou gerado por relações monomiais ou binomiais.

Exemplo 26 Os quivers com relações abaixo definem álgebras de caminhos bisse-
riais especiais.

(a) a BB1 b\\ I = < a2, b2, ab− ba >

(b) 2
c

����
��
��
�

3
boo

1 5

a

^^=======

d
wwppp

pp
pp
pp
pp
pp
p

4

e

ggNNNNNNNNNNNNNN

I = < abc− de >
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(c) 3
d

����
��
��
�

6
b

����
��
��
�

1 2
l

oo 5

c

^^=======

g
����
��
��
�

8

a

^^=======

e
����
��
��
�

4
h

^^=======
7

f

^^=======

I = < bg, fc, dl, ab+ ef, cd− gh >,

Em geral, não é possível obter o quiver de Auslander-Reiten de uma álgebra bisse-
rial especial com a técnica de tricotamento do Capítulo 1. Por exemplo, a álgebra
do item (a) possui infinitas classes de módulos indecomponíveis, como veremos em
breve.

Seja A ∼= K(Q, I) uma álgebra bisserial especial. Para cada flecha α ∈ Q1,
definimos sua inversa formal α−1 de modo que s(α−1) = t(α) e t(α−1) = s(α).
Note que (α−1)−1 = α. Um passeio p em (Q, I) de comprimento l(p) = n > 0
é uma justaposição p = p1 . . . pn, onde pi ∈ Q1 ou p−1

i ∈ Q1 e s(pi) = t(pi−1),
para todo 1 < i ≤ n. Seu inverso formal é o passeio p−1 = p−1

n . . . p−1
1 .

Definição: Uma string S = s1 . . . sn de comprimento l(S) = n > 0 é um
passeio em (Q, I) tal que si 6= s−1

i−1, para todo 1 < i ≤ n, e tal que nenhum
subcaminho de S ou de S−1 é uma relação monomial ou é um subcaminho
maximal de uma relação binomial. Para cada vértice i ∈ Q0, definimos a string
trivial ei e sua inversa e−1

i , cujos comprimentos são nulos.

Uma string é direta (resp. inversa) se é uma justaposição de flechas (resp. de
inversas de flechas). Dadas duas string S e S ′, a justaposição de string SS ′

está definida se, e somente se, SS ′ é uma string.

Exemplo 27 No quiver do item (b) do exemplo anterior, os passeios p1 = abce−1

e p2 = aa−1de não são string, visto que abc é um subcaminho maximal da relação
binomial abc − de ∈ I em p1 e a flecha a se encontra seguida da sua flecha
inversa, em p2. Já os passeios p3 = d−1ab e p4 = b−1a−1 são string. Esta
última é um exemplo de string inversa.

Seja A ∼= K(Q, I) uma álgebra bisserial especial. Considere S o conjunto de
todas as string. Definimos sobre S uma relação de equivalência ∼s tal que
S ∼s S

′ se, e somente se, S ′ = S ou S ′ = S−1. Denotamos S um conjunto de
representantes das classes S/ ∼s. A partir de uma string S ∈ S é possível obter
um módulo M(S) associado a essa string, conforme veremos a seguir.

24



2.1 Módulos String

Seja uma string S ∈ S, vamos construir um módulo M(S) associado a S. Se
S = ei é a string trivial, então M(S) é a representação de (Q, I) que possui
um K-espaço vetorial unidimensional no vértice i e o espaço vetorial nulo nos
demais vértices, já as aplicações entre tais espaços são, obviamente, todas nulas.
Neste caso, temos o A-módulo simples S(i). O caso em que S = e−1

i é igual.
Se S = s1 . . . sn ∈ S é uma string não trivial, vejamos a construção no exemplo
ilustrativo abaixo e, posteriormente, façamos a formalização.

Exemplo Ilustrativo: Seja A a álgebra de caminhos do quiver com relações abaixo.

2
c

����
��
��
�

3boo 6doo

e
����
��
��
�

1 5

a

^^=======

f
wwppp

pp
pp
pp
pp
pp
p

4

g

ggNNNNNNNNNNNNNN

I = < ea, db, abc− fg >

É fácil ver que esta álgebra é bisserial especial. Considere a string S = f−1ad−1ef .
Representemos S graficamente na forma linear de maneira compatível com o
passeio percorrido no quiver, de modo que uma flecha α seja representada para
a direita s(α)

α // t(α) e uma inversa de flecha β−1 seja representada para a

esquerda t(β) s(β)
βoo .

Representação Gráfica.

4 5
foo a // 3 6doo e // 5

f // 4 (2.1)

Considere o K-espaço vetorial gerado por {z1, z2, . . . , z6} e a seguinte represen-
tação gráfica associada à anterior

z1 z2
foo a // z3 z4

doo e // z5
f // z6 (2.2)

Para cada vértice i ∈ {1, 2, . . . , 6}, tomamos o K-espaço vetorial M(S)i gerado
pelos elementos zj’s da representação gráfica (2.2) correspondentes ao respectivo
vértice i. No caso do vértice não aparecer em (2.1), definimos o espaço como o
gerado pelo conjunto vazio. Por exemplo, ao vértice 5 estão associados os elementos
z2 e z5, portanto, M(S)5 = < z2, z5 >, já o vértice 1 não aparece em (2.1),
logo M(S)1 = < ∅ >. De forma similar, obtemos os demais K-espaços vetoriais
referentes a cada vértice da representação
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M(S)1 = < ∅ > = 0 M(S)4 = < z1, z6 > ∼= K2

M(S)2 = < ∅ > = 0 M(S)5 = < z2, z5 > ∼= K2

M(S)3 = < z3 >∼= K M(S)6 = < z4 > ∼= K.

As aplicações entre estes espaços são construídas pela ação das flechas que apare-
cem em (2.2). Por exemplo, vamos construir a aplicação M : M(S)5 −→M(S)3
que corresponde à flecha a do quiver. Como a base de M(S)5 é dada por
{z2, z5} veremos qual é a ação da flecha a sobre estes elementos em (2.2). Temos
que o elemento z2 é levado em z3 e z5 não sofre ação desta flecha. Portanto,
a matriz associada à respectiva aplicação linear é dada por M = (1 0)T . De
forma similar, obtemos as matrizes associadas às demais aplicações lineares, nas
respectivas bases de cada espaço, como listamos abaixo.

M = (1 0)T , N = P = W = 0, Q = (1), R = (0 1), T =

(
0 0
0 1

)

.

O módulo (como representação) M(S) é dado como segue

0
P

����
��
��
��

KNoo K
Qoo

R}}||
||
||
||

0 K2

M

aaBBBBBBBB

T
vvnnn

nn
nn
nn
nn
nn
nn

K2
W

ggOOOOOOOOOOOOOO

O leitor pode verificar que existe um isomorfismo entre os módulos correspondentes
a uma string e a sua inversa M(S) ∼= M(S−1).

Formalizaremos a construção feita no exemplo ilustrativo. Seja S = s1 . . . sn uma
string. Considere a aplicação

u : {1, 2, . . . , n+ 1} −→ Q0

i 7−→

{
u(1) = s(s1)

u(i+ 1) = t(si), 1 ≤ i ≤ n

Representemos S graficamente na forma linear de maneira compatível com o pas-
seio percorrido no quiver, de modo que se si for uma inversa de flecha, então seja

representada por t(s−1
i ) s(s−1

i )
s−1
ioo , mas se si for uma flecha, seja representada

por s(si)
si // t(si) . A seguir omitiremos o sentido das flechas visto que estamos

lidando com um caso arbitrário.
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Representação Gráfica

u(1)
s1 u(2)

s2 · · ·
sn−1

u(n)
sn u(n+ 1)

Definimos uma representação M(S) do quiver (Q, I) como segue. Para cada vér-
tice v ∈ Q0, considere o conjunto Iv = u−1(v) ⊂ {1, 2, . . . , n+ 1}. Considerando
{z1, . . . , zn+1} como uma base de um espaço vetorial de dimensão n+1, para cada
vértice v ∈ Q0, tomaremos o espaço vetorial M(S)v cuja base é {zj : j ∈ Iv},
isto é, M(S)v ∼= K#Iv , onde #Iv é a cardinalidade de Iv. Para toda flecha
α ∈ Q1 tal que M(S)s(α) 6= 0 e M(S)t(α) 6= 0, definimos a aplicação linear γα,
nas respectivas bases, por

γα : M(S)s(α) −→ M(S)t(α)

zi 7−→ γα(zi) =







zi+1, se si = α
zi−1, se si−1 = α−1

0, se si 6= α e si−1 6= α−1

Pode-se verificar que M(S) = (M(S)v, γα) é uma representação do quiver (Q, I).
Além disso, mostra-se que M(S) ∼= M(S ′) se, e somente se, S ′ = S±1. Desta
forma, a construção do módulo M(S) está bem definida no conjunto de repre-
sentantes de S. Da equivalência mod A ∼ repK(Q, I), obtemos um A-módulo,
o qual denominamos módulo string.

Exemplo 28 Seja a álgebra bisserial especial definida pela álgebra de caminhos
do quiver com relações abaixo.

c EE1
d

772
b

ww
aYY I = < a3, c2, ab, bc, da, a2 − bd >

Considere a string S = ad−1cb−1. A aplicação

u : {1, 2, 3, 4, 5} −→ Q0 = {1, 2}
1 7−→ u(1) = s(a) = 2
2 7−→ u(2) = t(a) = 2
3 7−→ u(3) = t(d−1) = 1
4 7−→ u(4) = t(c) = 1
5 7−→ u(5) = t(b−1) = 2

nos induz a representação gráfica abaixo.
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2 a // 2 1doo c // 1 2boo (2.3)

z1
a // z2 z3

doo c // z4 z5
boo (2.4)

Daí, obtemos I1 = {3, 4} e I2 = {1, 2, 5}. Com isso, temos M(S)1 ∼= K2 e
M(S)2 ∼= K3, cujas bases são {z3, z4} e {z1, z2, z5}, respectivamente. De acordo
com (2.4), construímos as matrizes associadas às respectivas transformações line-
ares. Portanto, obtemos o seguinte módulo

P CCK2

Q

55K3

N
uu

M\\

onde
γa :M(S)2 −→ M(S)2

z1 7−→ z2
z2 7−→ 0
z5 7−→ 0

γb :M(S)2 −→ M(S)1
z1 7−→ 0
z2 7−→ 0
z5 7−→ z4

γc :M(S)1 −→ M(S)1
z3 7−→ z4
z4 7−→ 0

γd :M(S)1 −→ M(S)2
z3 7−→ z2
z4 7−→ 0

.

Estas aplicações, nas respectivas bases, são dadas pelas matrizes

M =





0 1 0
0 0 0
0 0 0



 , N =





0 0
0 0
0 1



 , P =

(
0 1
0 0

)

, Q =

(
0 1 0
0 0 0

)

.

2.2 Módulos Band

Seja A ∼= K(Q, I) uma álgebra bisserial especial. Considere S ′ ⊂ S o conjunto
das string S não triviais tais que a composição Sn está definida, para todo
n ∈ N, e que S não é potência de uma string de comprimento menor. Se S ∈ S ′,
então S é denominada band. Definimos uma relação de equivalência ∼b em S ′,
tal que S ∼b S

′ se, e somente se, S ′ = S±1 ou S ′ é uma permutação cíclica
de S ou uma inversa de uma permutação cíclica de S . Em outras palavras, se
S = s1 . . . sn e S ∼b S

′, então S ′ = S±1 ou S ′ = st . . . sns1 . . . st−1 para algum
t ∈ {2, . . . , n} ou S ′ é inversa de uma permutação cíclica. Denotamos S ′ um
conjunto de representantes das classes de S ′/ ∼b.
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Seja S = s1s2 . . . sn ∈ S ′ uma band. Dados um espaço vetorial V e um
automorfismo ϕ : V −→ V , o par (V, ϕ) induz uma estrutura de K[T, T−1]-
módulo em V , onde a ação (à direita) é definida nos geradores T e T−1 por
(T, v) 7−→ ϕ(v) e (T−1, v) 7−→ ϕ−1(v), para todo v ∈ V . A partir da band S e
do automorfismo ϕ construiremos um módulo M(S, ϕ).

Exemplo Ilustrativo: Seja A a álgebra bisserial especial definida pela álgebra de
caminhos do quiver com relações abaixo.

1 2
d

oo
boo 3

c
oo

aoo I =< ab, cd >

Considere a band S = a−1cbd−1a−1c. Como as potências Sn estão definidas para
todo n ∈ N, representaremos graficamente a band como um ciclo, o qual será
percorrido no sentido horário.

Representação Gráfica.

2 3
a

uu
c

��
3

a ''

c
66

2

bvv2
d

441

(2.5)

A esta representação gráfica associamos o diagrama

V1 V2
Id

ss
Id

��
V6

Id ''

ϕ
77

V3

IdwwV5
Id

33V4

(2.6)

onde Vi = V , para todo i ∈ {1, . . . , 6}, e Id é aplicação identidade. O automor-
fismo ϕ é colocado em uma única flecha, que pode ser escolhida aleatoriamente.

Para cada vértice i ∈ {1, 2, 3} , tomamos o K-espaço vetorial M(S)i como a
soma direta dos espaços Vj’s de (2.6) que estão associados ao respectivo vértice
i. No caso em que o vértice não aparece em (2.5), tomamos o espaço gerado pelo
conjunto vazio. Por exemplo, ao vértice 2 estão associados os espaços V1, V3 e V5,
portanto M(S, ϕ)2 = V1 ⊕ V3 ⊕ V5. Desta forma, obtemos os demais K-espaços
vetoriais, referentes a cada vértice da representação, que são M(S, ϕ)1 = V4 e
M(S, ϕ)3 = V2 ⊕ V6.

29



As aplicações entre estes espaços são construídas pela ação que as flechas de
(2.5) “desempenham” em (2.6). Por exemplo, vamos construir a aplicação P :
M(S)3 −→ M(S)2 que está associada à flecha c do quiver. Como M(S)3 =
V2⊕V6, veremos qual ação a flecha c exerce sobre cada espaço de (2.6). O espaço
V2 é levado pela identidade em V3 (segundo espaço da soma direta em M(S, ϕ)2
) e V6 é levado por ϕ no espaço V1 (primeiro espaço da soma direta em
M(S, ϕ)2 ). Portanto, na ordem em que escrevemos, a matriz em bloco associada

à respectiva aplicação linear é dada por P =

(
0 Id 0
ϕ 0 0

)

. Fixada tal ordem e

uma base de V , as aplicações estão associadas às matrizes blocos listadas abaixo,
onde ϕ denota a matriz associada ao automorfismo ϕ na base fixada para V .

M =

(
Id 0 0
0 0 Id

)

N =





0
Id
0



 P =

(
0 Id 0
ϕ 0 0

)

Q =





0
0
Id





Em resumo, o módulo (como representação) M(S, ϕ) é dado por

M(S, ϕ) : V V 3

Q
oo

Noo V 2

P
oo

Moo

Formalizaremos a construção da representação associada à band feita no exem-
plo ilustrativo. Seja A ∼= K(Q, I) uma álgebra bisserial especial e sejam
S = s1s2 . . . sn ∈ S ′ uma band, V um K-espaço vetorial e ϕ um automorfismo
de V . Para cada vértice v ∈ Q0, considere Iv = u−1(v) e I ′v = Iv ∩{1, 2, . . . , n}.
Na representação gráfica da band S indicaremos a boa definição de suas potências
representando-a na forma de um diagrama cíclico, de modo que se si for uma

flecha, a representaremos no sentido horário u(i)
si // u(i+ 1) , e se si for a in-

versa da flecha s−1
i será representada no sentido anti-horário u(i+ 1) u(i)

s−1
ioo .

Representação Gráfica.

u(1) u(2)
s1

s2

u(n)

sn−1

sn

u(3)

s3

· · ·
s4

u(4)

Para cada vértice v ∈ Q0, definimos M(S, ϕ)v = ⊕i∈I′v
Vi, onde Vj = V , para

todo j ∈ {1, 2, . . . , n}. Para todo 1 ≤ i ≤ n, denotemos por fi os seguintes
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morfismos

fi =







Id : Vi −→ Vi+1, se si ∈ Q1 e i < n
Id : Vi+1 −→ Vi, se s−1

i ∈ Q1 e i < n
ϕ : Vn −→ V1, se sn ∈ Q1 e i = n
ϕ : V1 −→ Vn, se s−1

n ∈ Q1 e i = n

Considerando a ordem dos naturais para os conjuntos de índices {i ∈ I ′s(β)} e
{j ∈ I ′t(β)}, obtemos uma ordem para as somas diretas ⊕i∈I′

s(β)
Vi e ⊕j∈I′

t(β)
Vj,

respectivamente. Defina a matriz em bloco

Jβ =








g11 g12 . . . g1k
g21 g22 . . . g2k
...

...
. . .

...
gm1 gm2 . . . gmk







,

onde m e k são as cardinalidades de I ′s(β) e I ′t(β), respectivamente, de modo que
grs = fi, se s(fi) é a r-ésima componente de ⊕i∈I′

s(β)
Vi e t(fi) é a s-ésima com-

ponente de ⊕j∈I′
t(β)
Vj, e grs = 0, caso contrário. Dessa forma, para cada β ∈ Q1,

Jβ é a matriz associada à aplicação linear γβ : ⊕i∈I′
s(β)
Vi // ⊕j∈I′

t(β)
Vj .

Pode-se verificar que M(S, ϕ) é uma representação do quiver com relações (Q, I).
Além disso, M(S, ϕ) ∼= M(S ′, ϕ′) se, e somente se, (V, ϕ) e (V ′, ϕ′) são isomor-
fos (como K[T, T−1]-módulos) e S ∼b S

′. Assim, a construção do módulo band
está bem definida em S ′. Da equivalência mod A ∼ repK(Q, I), temos M(S, ϕ)
um A-módulo, o qual denominamos módulo band.

Exemplo 29 Seja A a álgebra bisserial especial definida pela álgebra de caminhos
do quiver com relações abaixo.

c EE1
d

772
b

ww
aYY I = < a3, c2, ab, bc, da, a2 − bd >

Considere a band S = ad−1cb−1 e ϕ : K2 −→ K2 o automorfismo cuja matriz

associada na base canônica é

(
1 λ
0 1

)

, com 0 6= λ ∈ K.
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Representação Gráfica.

2
a

**

b

��

2

1 1
c

ii

d

TT V1
Id

++

ϕ

��

V2

V4 V3
Id

kk

Id

TT

Temos I ′1 = {3, 4} e I ′2 = {1, 2}, logo M(S, ϕ)1 = V3 ⊕ V4 e M(S, ϕ)2 =
V1 ⊕ V2. Agora, vamos construir as matrizes em bloco associadas às respectivas
aplicações lineares γa : M(S, ϕ)2 −→ M(S, ϕ)2, γb : M(S, ϕ)2 −→ M(S, ϕ)1,
γc :M(S, ϕ)1 −→M(S, ϕ)1 e γd :M(S, ϕ)1 −→M(S, ϕ)2. Temos os seguintes
morfismos f1 = Id : V1 −→ V2, f2 = Id : V3 −→ V2, f3 = Id : V3 −→ V4 e
f4 = ϕ : V1 −→ V4. Daí, obtemos as matrizes

Ja = Jc = Jd =







0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0







e Jb =







0 0 1 λ
0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0






.

Com isso, obtemos o módulo band associado à representação abaixo.

M(S, ϕ) : Jc BBK4

Jd

55K4

Jb

uu
Ja\\

No Capítulo 4, veremos que módulos string e band são quase todos os módulos
indecomponíveis de uma álgebra bisserial especial.
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Capítulo 3

Álgebras String

Álgebras string são um caso particular das álgebras bisseriais especiais.

Definição: Uma álgebra A é string se é isomorfa à álgebra de caminhos de um
quiver (Q, I) satisfazendo

(i) Cada vértice i ∈ Q0 é início ou término de no máximo duas flechas;

(ii) Para cada flecha β ∈ Q1, existe no máximo uma flecha α ∈ Q1 tal que
αβ /∈ I e no máximo uma flecha γ ∈ Q1 tal que βγ /∈ I;

(iii) O ideal admissível I é nulo ou gerado apenas por relações monomiais.

Observe que a única diferença entre a definição de álgebras bisseriais especiais e a
de string é o item (iii). Um dos objetivos deste trabalho é descrever os módulos
indecomponíveis e os espaços de morfismos irredutíveis de uma álgebra bisserial
especial. Para descrevermos uma base destes espaços e, consequentemente, as
sequências de Auslander-Reiten, partiremos de uma bela descrição combinatória
dada por Butler e Ringel [6] para álgebras string. Desta forma, neste capítulo
abordaremos tal descrição e, no próximo capítulo, a estenderemos para o caso em
que a álgebra é bisserial especial.

Como podemos perceber, álgebras string são de fato um caso particular de álgebras
bisseriais especiais.

Exemplo 30 As álgebras de caminhos dos quivers com relações dos itens (a), (b)
e (c) definem álgebras string, enquanto a do item (d) não, pois não satisfaz a
condição (i) da definição.

(a) 3 b // 2

a

��

4coo

1

(b) 3
c

����
��
��
�

1 a
// 2

b

^^=======

I = < ca > I = < abc >
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(c) 2
c

����
��
��
�

3boo

1 5

a

^^=======

d
wwppp

pp
pp
pp
pp
pp
p

4

e

ggNNNNNNNNNNNNNN

(d) 1 2
c

oo
boo

aYY

I = < abc, de > I = < a2, ac >

No item (c), como álgebra bisserial especial, os passeios p1 = abce−1 e p2 = aa−1de
não são string, visto que abc é uma relação monomial em p1 e, em p2, a flecha a
se encontra seguida da sua flecha inversa. Já os passeios p3 = d−1ab e p4 = b−1a−1

são string. Observe que as string da álgebra de caminhos deste exemplo são as
mesmas da álgebra de caminhos do item (b) do exemplo 26 em que trabalhamos
a álgebra de caminhos do mesmo quiver com ideal admissível I = < abc− de >.
Isso decorre do fato de que os subcaminhos maximais da relação binomial abc−de
daquele exemplo se tornaram relações monomiais nesta álgebra string. Portanto,
como os passeios que contém subcaminhos maximais não são string, também não
os serão nesta álgebra. A relação entre estas álgebras, bisserial especial e string,
será fundamental no próximo capítulo.

3.1 Módulos Indecomponíveis

Como um caso particular de álgebras bisseriais especiais, também podemos cons-
truir módulos string e módulos band de álgebras string. Se A for uma álgebra
string, veremos que estes módulos são todos os A-módulos indecomponíveis, a
menos de isomorfismos. Esse resultado foi primeiramente obtido por Gel’fand e
Ponomarev [11], em 1968, num outro contexto.

Teorema 31 (veja [6] e [16]) Seja A ∼= K(Q, I) uma álgebra string. Os módulos
string M(S), com S ∈ S, e os módulos band M(S ′, ϕ), com S ′ ∈ S ′ e ϕ um
automorfismo de um K-espaço vetorial V , formam um conjunto completo de
A-módulos indecomponíveis, a menos de isomorfismos.

3.1.1 Projetivos e Injetivos Indecomponíveis

Seja A ∼= K(Q, I) uma álgebra string. Para cada vértice i ∈ Q0, sabemos que a
representação P (i), cujos espaços vetoriais referentes a cada vértice j ∈ Q0 são
dados por P (i)j = K[Q(i, j)] e cujas aplicações lineares referentes a cada flecha
α, nas respectivas bases, são dadas por Q(i, α) (como abordamos na página 14)
é uma representação projetiva. Portanto, da equivalência mod A ∼ repK(Q, I),
esta representação corresponde a um módulo projetivo. Veremos que ele é um
módulo string e como caracterizá-lo.
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Exemplo 32 Seja A a álgebra string definida pelo quiver com relações a seguir.

1 2
d

oo
boo 3

c
oo

aoo I =< ab, cd >

Aplicando os resultados da Subseção 1.3.1, o módulo projetivo P (3) é dado por

P (3) : K2 K2




1 0
0 0





oo





0 0
0 1





oo K
(0 1)

oo
(1 0)oo

O cálculo dos caminhos partindo de 3 para os demais vértices pode ser visualizado
na representação gráfica abaixo.

1 2
doo 3

aoo c // 2
b // 1

Esta representação gráfica está associada à string S = d−1a−1cb e corresponde
a string de comprimento maximal formados à esquerda e à direita partindo do
vértice 3. Observe que o módulo string M(S) é exatamente P (3) e isto segue da
construção de módulos string. Isto não é uma coincidência.

Proposição 33 (veja [6]) Para cada vértice i ∈ Q0, os correspondentes módulos
projetivo Pi e injetivo Ii são módulos string determinados por string S e S ′

de comprimento maximal da forma abaixo.

Pi = M(S), onde S = S1S2, com S1 inversa ou trivial, S2 direta ou trivial e
t(S1) = i = s(S2).

Ii = M(S ′), onde S ′ = S ′
1S

′
2, com S ′

1 direta ou trivial, S ′
2 inversa ou trivial e

t(S ′
1) = i = s(S ′

2).

Exemplos 34 Considere as álgebras string definidas pelos quivers com relações
(Q, I) abaixo.

(a) 1 2
d

oo
boo 3

c
oo

aoo I =< ab, cd >

Observe que a string inversa S1 = d−1a−1 termina no vértice 3 e não pode ser
composta à esquerda por nenhuma inversa de flecha. Por outro lado, a string
S2 = cb começa no vértice 3 e possui comprimento maximal como string direta.
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Portanto, pela Proposição 33, o módulo projetivo P3 = M(d−1a−1cb). Com esse
raciocínio, os módulos abaixo são seus projetivos e injetivos indecomponíveis.

P1 =M(e1) I1 =M(adb−1c−1)
P2 =M(b−1d) I2 =M(ac−1)
P3 =M(d−1a−1cb) I3 =M(e3)

(b) 1 2boo
aYY I =< a2 >

Note que a string direta de comprimento maximal que termina no vértice 1 é
S1 = ab. No entanto, não existe string não trivial inversa que composta com
S1 continue sendo uma string. Portanto, pela proposição 33 o módulo injetivo
I1 = M(ab). De maneira análoga, obtemos seus módulos projetivos e os demais
injetivos, como listados abaixo.

P1 =M(e1) I1 =M(ab)
P2 =M(b−1ab) I2 =M(a)

3.2 Morfismos Irredutíveis

Para descrevermos os morfismos irredutíveis em álgebras string será necessário
compreendermos como acontece a composição de uma string com as string triviais.
Para isso, definiremos duas aplicações que “polarizam” o quiver.

Polarização do Quiver: Seja A ∼= K(Q, I) uma álgebra bisserial especial. Uma
polarização do quiver é formada por duas aplicações de polarização (não únicas)
σ, ε : Q1 −→ {−1, 1} que satisfazem:

(i) dadas duas flechas α1 6= α2 tais que s(α1) = s(α2), então σ(α1) = −σ(α2);

(ii) dadas duas flechas β1 6= β2 tais que t(β1) = t(β2), então ε(β1) = −ε(β2);

(iii) se α e β são duas flechas tais que t(α) = s(β) e αβ /∈ I, então ε(α) =
−σ(β);

(iv) seja i ∈ Q0 um vértice em que existe uma única flecha α ∈ Q1 tal que
t(α) = i e uma única flecha β ∈ Q1 tal que s(β) = i. Se αβ ∈ I, então
ε(α) = σ(β).

Para simplificar a notação, os sinais + e − serão usados no lugar de +1 e −1
da polarização, respectivamente. Desse modo, adotaremos a notação gráfica α

σ(α)
ε(α)

para indicar a polarização de uma flecha α. Definimos também a polarização da
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sua inversa formal por σ(α−1) = ε(α) e ε(α−1) = σ(α), denotando graficamente
por (α−1)

ε(α)
σ(α). Estendemos estas aplicações para string. Para a string trivial

definimos σ(ei) = +1 e ε(ei) = −1, enquanto para sua inversa σ(e−1
i ) = −1 e

ε(e−1
i ) = +1. Dada uma string não trivial S = s1 . . . sn, definimos σ(S) = σ(s1)

e ε(S) = ε(sn). Já vimos que a justaposição de duas string não triviais S e S ′

está bem definida se, e somente se, SS ′ é uma string. Podemos verificar que isso
é coerente com a definição de polarização, pois SS ′ é uma string se, e somente
se, ε(S) = −σ(S ′). Assim, neste caso, definimos a composição S · S ′ = SS ′.
Estendemos a composição para o caso em que S ou S ′ são triviais. Se S = ei,
s(S ′) = i e σ(S ′) = +1, então definimos ei · S

′ = S ′. Se S ′ = ei, t(S) = i e
ε(S) = −1, definimos S · ei = S. De modo similar, definimos as composições pela
inversa da string trivial.

Exemplo 35 Seja A a álgebra string definida pela álgebra de caminhos do quiver
com relações a seguir.

c EE1
d

772
b

ww
aYY I = < a2, c2, bd, db >

Vamos polarizar o quiver. Definimos σ, ε : Q0 −→ {−1,+1} duas aplicações
que satisfazem as condições da definição. Como as flechas a e b têm início
no mesmo vértice (s(a) = s(b) = 2), temos σ(a) = −σ(b). De forma análoga,
σ(c) = −σ(d). Por outro lado, as flechas a e d possuem o mesmo final
(t(a) = t(d) = 2), assim ε(a) = −ε(d). Analogamente para as flechas b e c,
obtemos ε(b) = −ε(c). Além disso, ab, bc, cd, da /∈ I, logo ε(a) = −σ(b),
ε(b) = −σ(c), ε(c) = −σ(d) e ε(d) = −σ(a), respectivamente. Como as
aplicações de polarização σ e ε não são únicas, podemos escolher σ(a) = +1,
consequentemente, σ(b) = −1 e ε(d) = −1. Desta última, temos ε(a) = +1.
Como não há mais nenhuma condição que dependa da escolha realizada, devemos
efetuar uma nova escolha. Escolhendo σ(c) = −1, obtemos que σ(d) = +1,
consequentemente, ε(c) = −1 e ε(b) = +1. Desta forma, obtemos o quiver
polarizado abaixo.

c−
−

DD1

d+
−

772

b−+

ww
a++

[[

Alguns conceitos serão necessários para descrevermos morfismos irredutíveis de
uma álgebra string.

Definição (cume e abismo): Seja A ∼= K(Q, I) uma álgebra string. Seja S
uma string.

(a) Dizemos que S começa em um cume (resp. S termina em um cume) se não
existe uma flecha α ∈ Q1 tal que α · S (resp. S · α−1) é uma string.
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(b) Dizemos que S começa em um abismo (resp. S termina em um abismo) se
não existe uma flecha β ∈ Q1 tal que β−1 · S (resp. S · β) é uma string.

Exemplo 36 Seja A a álgebra string definida pela álgebra de caminhos do quiver
com relações a seguir, já polarizado.

c−
−

DD1 2
b−+oo

a++
[[ I = < a2, c2 > (3.1)

Observe que a string e1 não começa em um cume, pois como ε(c) = −σ(e1),
temos c · e1 = c é string, e também não termina em um cume, uma vez que
e1 · b−1 = b−1 também é string. Por outro lado, a string e−1

1 também não
começa nem termina em um cume, pois b · e−1

1 = b e e−1
1 · c−1 = c−1 são

string, respectivamente. A string e2 começa mas não termina em um cume, já
que e2a

−1 = a−1 é string. Agora, a string e−1
2 não começa mas termina em um

cume, visto que ae−1
2 = a é string. Neste exemplo, podemos perceber quais flechas

podem ser compostas com as string triviais. Veremos mais adiante a importância
dessa verificação.

Sejam duas string E = s1 . . . sm e F = c1 . . . cn, com m, n > 0 e seja β
uma flecha tal que EβF é uma string que, consequentemente, tem comprimento
m+ n+ 1. De acordo com a construção dos módulos string M(F ) e M(EβF ),
considere que os elementos z1, z2, . . . , zn+1 estejam associados aos vértices de E
e que z′1, z

′
2, . . . , z

′
m+n+2 correspondem aos vértices de EβF . Assim, obtemos

uma imersão < z1, z2, . . . , zn+1 >
�

� // < z′1, z
′
2, . . . , z

′
m+n+2 > que leva cada

elemento zi em z′i, para 1 ≤ i ≤ n + 1. Esta imersão induz uma inclusão em
cada subespaço (de cada vértice) e pode-se verificar que tais inclusões formam um
morfismo M(F ) �

� //M(EβF ) chamado imersão canônica.

Por outro lado, se fizermos o quociente M(EβF )/M(F ) obteremos exatamente
o módulo M(E), o que induz um morfismo de M(EβF ) em M(E) que leva
cada elemento z′n+1+i em zi, para 1 ≤ i ≤ m + 1. Tal aplicação é denominada
projeção canônica. Vamos constatar, no próximo lema, que algumas imersões e
projeções canônicas são morfimos irredutíveis.

Seja S uma string que não começa (resp. não termina) em um cume, então existe
uma flecha β0 ∈ Q1 tal que β0S (resp. Sβ−1

0 ) é uma string, a qual levamos
a começar (resp. terminar) em um abismo acrescentando, se possível, todas as
composições de inversas flechas (resp. flechas) permitidas. Assim, obtemos o
operador

hS := β−1
r . . . β−1

1 β0 · S (resp. Sh := S · β−1
0 β1 . . . βr) .
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Dualmente, se S não começa (resp. não termina) em um abismo, temos γ−1
0 S

(resp. Sγ0) é uma string, para alguma γ0 ∈ Q1, levando-a a começar (resp.
terminar) em um cume, obtemos o operador abaixo.

cS := γr . . . γ1γ
−1
0 · S (resp. Sc := S · γ0γ

−1
1 . . . γ−1

r )

Lema 37 (veja [6]) Seja A ∼= K(Q, I) uma álgebra string.

(a) Se S é uma string que não começa (resp. não termina) em um cume, então
a imersão canônica 0 −→ M(S) −→ M(hS) (resp. 0 −→ M(S) −→ M(Sh)) é
irredutível na categoria de A-módulos.

(b) Se S é uma string que não começa (resp. não termina) em um abismo, então
a projeção canônica M(cS) −→ M(S) −→ 0 (resp. M(Sc) −→ M(S) −→ 0) é
irredutível na categoria de A-módulos.

Em [6], a demonstração deste lema foi baseada em propriedades de certos funtores
que foram obtidas por Ringel em [16].

Exemplo 38 Na álgebra de caminhos do exemplo 36, já sabemos que a string
S = e1 não começa nem termina em cume. Com isso, temos

hS = c · e1 = c e Sh = e1 · b
−1abc = b−1abc.

Observe que a string c já começa em um abismo, por isso, não foi necessário
compô-la com inversas de flechas à esquerda. A imersão canônica no vértice 1 é
dada por f1 : < z1 > −→ < z′1, z

′
2 > tal que f1(z1) = z′2, daí obtemos

M(S) :

��

K++

(0 1)

��

00oo qq

0

��
M(hS) : K2(( 00oo qq

3.3 Sequências de Auslander-Reiten

Nesta seção, vamos descrever sequências de Auslander-Reiten em álgebras string.
Como vimos, na Seção 3.1 deste capítulo, na categoria de módulos de uma álge-
bra string, os módulos string e os band formam um conjunto completo de mó-
dulos indecomponíveis, a menos de isomorfismos. Descreveremos separadamente
as sequências de Auslander-Reiten envolvendo módulos string das que envolvem
módulos band.
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Sequências com 1 termo central indecomponível: Sejam A ∼= K(Q, I) uma
álgebra string e β ∈ Q1 uma flecha. Como A tem dimensão finita, podemos
compor a flecha β quantas vezes for possível de modo a obtermos uma string de
comprimento maximal da forma

βuv := α−1
1 . . . α−1

r
︸ ︷︷ ︸

u

·β · γ−1
1 . . . γ−1

k
︸ ︷︷ ︸

v

,

ou seja, de modo que βuv começa em um abismo e termina em um cume, podendo
u e v serem triviais. Como a string u não termina em um abismo, já que
uβ é string, temos uc = u · β · v. Pelo Lema 37, obtemos que o morfismo
M(u · β · v) −→M(u) −→ 0 é irredutível em mod A. Por outro lado, como βv é
string, a string v não começa em um cume. Logo, hv = u·β ·v, consequentemente,
0 −→M(v) −→M(u·β ·v) é irredutível em mod A. Portanto, cada flecha β ∈ Q1

induz uma sequência

0 //M(v) i //M(uβv)
p //M(u) // 0 ,

que é exata curta, pois as aplicações i e p são imersão e projeção, respectiva-
mente, e Im i =M(v) = Ker p. Além disso, pelo Teorema 20 esta sequência é de
Auslander-Reiten, uma vez que é formada por morfismos irredutíveis e os módulos
M(v) e M(u) são indecomponíveis. Desta forma, obtemos a seguinte proposição.

Proposição 39 Seja A ∼= K(Q, I) uma álgebra string. Cada flecha β ∈ Q1

induz uma sequência de Auslander-Reiten

0 //M(v) //M(u · β · v) //M(u) // 0 ,

onde u e v são string inversas, tais que u · β · v é uma string que começa em
abismo e termina em cume.

Posteriormente, constataremos que as sequências de Auslander-Reiten induzidas
por flechas são as únicas que contêm módulos string onde o termo central é inde-
componível.

Exemplo 40 Considere a álgebra de caminhos do exemplo 36. Para a flecha a,
temos

auv = c−1b−1
︸ ︷︷ ︸

u

·a · e−1
2
︸︷︷︸

v

.

Note que a string auv começa em um abismo e termina em um cume. Como
e−1
2 ∼ e2, c−1b−1 ∼s bc e c−1b−1a ∼s a

−1bc, obtemos a sequência de Auslander-
Reiten abaixo

0 −→M(e2) −→M(a−1bc) −→M(bc) −→ 0 .
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Para a flecha b, temos

buv = a−1
︸︷︷︸

u

·b · c−1b−1a−1
︸ ︷︷ ︸

v

e, consequentemente, a sequência de Auslander-Reiten

0 −→M(abc) −→M(abcb−1a) −→M(a) −→ 0 .

Similarmente, para a flecha c, obtemos

cuv = e−1
1
︸︷︷︸

u

·c · b−1a−1
︸ ︷︷ ︸

v

.

Logo,
0 −→M(ab) −→M(abc−1) −→M(e1) −→ 0

é a sequência de A.R. induzida pela flecha c.

Sequências com dois termos centrais indecomponíveis: Agora, obteremos
as sequências de Auslander-Reiten que começam com um determinado módulo
string M(S), que não é o primeiro termo de uma sequência induzida por flecha
(visto que estas sequências já foram descritas). Estas sequências estão compreen-
didas em quatro casos.

Caso 1: S não começa e não termina em cume.

Como S não começa em um cume, M(S) não é injetivo, uma vez que os
injetivos são determinados por string S ′ = S ′

1S
′′
2 de comprimento maximal, onde

S ′
1 é direta ou trivial e S ′′

2 é inversa ou trivial. Logo, existe uma sequência de
Auslander-Reiten começando com o módulo M(S). Se M(S) fosse o primeiro
termo de uma sequência induzida por flecha, deveríamos ter S ∼s v, onde v é
uma string inversa de comprimento maximal ou trivial. Mas pelo fato de S não
terminar em um cume, S ainda pode ser composta, à direita, por uma inversa de
flecha. Consequentemente, M(S) não pode ser primeiro termo de uma sequência
induzida por flecha. Podemos verificar facilmente que (hS)h = h(Sh), assim defina

hSh = (hS)h = h(Sh). Temos um isomorfismo
M(hS)⊕M(Sh)

M(S)
∼= M(hSh) e,

consequentemente, obtemos que a sequência abaixo, cujos morfismos são induzidos
por imersões canônicas, é exata.

0 −→M(S) −→M(hS)⊕M(Sh) −→M(hSh) −→ 0

Além disso, a sequência acima também é uma sequência de Auslander-Reiten, pois
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pelos Lemas 37, 19 e 18 seus morfismos são irredutíveis e, como já sabemos que
M(S) e M(hSh) são indecomponíveis, pelo Teorema 20, segue o resultado.

Caso 2: S não começa mas termina em cume.

Como S não começa em um cume, então existe uma flecha α ∈ Q1 tal que
αS é string. Além disso, S não pode ser inversa de comprimento maximal ou
trivial, pois caso contrário M(S) é o primeiro termo da sequência induzida pela
flecha α. Assim, S tem a forma S = Dβ0β

−1
1 . . . β−1

r , onde β0 é a última
flecha (não inversa) de S, as βi’s são flechas ou string triviais, para 1 ≤ i ≤ r,
e D é uma string (pode ser trivial). Daí, D não termina em um abismo, pois
Dβ0 é string. Logo, podemos levar Dβ0 a terminar em um cume, de modo a
obtermos S = Dc, o que nos garante que os morfismos M(S) −→M(D) −→ 0 e
M(hS) −→M(hD) −→ 0 são irredutíveis. Como s(S) = s(D) e S não começa
em um cume, D também não começa. Logo, podemos levar αD a começar em
um abismo, obtendo a string hD. De forma similar ao Caso 1, a sequência

0 −→M(S) −→M(hS)⊕M(D) −→M(hD) −→ 0

é uma sequência exata. De novo, pelos Lemas 37, 19 e 18, os morfismos são
irredutíveis e como M(S) e M(hD) são indecomponíveis, segue do Teorema 20
que a sequência acima também é uma sequência de Auslander-Reiten.

Caso 3: S começa mas não termina em cume.

Este caso é dual ao anterior, de modo que a string S deve ter a forma S =
β1 . . . βtβ

−1
0 D, onde β−1

0 é a última inversa de flecha, as βi’s são flechas ou string
triviais, para 1 ≤ i ≤ t, e D é uma string (pode ser trivial). Assim, S =c D
e, consequentemente, os morfismos M(S) −→ M(D) −→ 0 e M(Sh) −→
M(Dh) −→ 0 são irredutíveis. Assim, temos a sequência exata

0 −→M(S) −→M(Sh)⊕M(D) −→M(Dh) −→ 0

começando com o módulo M(S). De forma similar, esta sequência é de Auslander-
Reiten.

Caso 4: S começa e termina em cume.

Como S começa e termina em cume, deve ser da forma S = α1 . . . αkEβ
−1
1 . . . β−1

r ,
onde E é uma string e as composições entre as α’s e as β’s são maximais. Do fato
de M(S) não ser injetivo, a string E não pode ser trivial e, pela maximalidade
das composições à direita e à esquerda de C, esta deve ter a forma E = α−1

0 Dβ0,
onde D é uma string (pode ser trivial) e α0, β0 são flechas de Q1. Com isso,
temos S = α1 . . . αkα

−1
0 Dβ0β

−1
1 . . . β−1

r . Logo, podemos levar α−1
0 D a começar em

um cume e Dβ0 a terminar em um cume, obtendo S =c Dc. Consequentemente,
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pelo Lema 37, M(S) −→M(cD) −→ 0 e M(S) −→M(Dc) −→ 0 são morfismos
irredutíveis. Como no Caso 1, constatamos que

0 −→M(S) −→M(cD)⊕M(Dc) −→M(D) −→ 0

é uma sequência exata. Além disso, de forma análoga aos casos anteriores, esta é
uma sequência de Auslander-Reiten.

As sequências descritas nos quatro casos acima e as da Proposição 39 são todas as
sequências de Auslander-Reiten contendo módulos string. De fato, basta observar
que se M(S) não é um módulo injetivo, então a string S possui uma das formas
acima. Diante disso, as sequências de Auslander-Reiten contendo módulos string,
com termo central indecomponível, são as sequências induzidas por flechas, uma
vez que as descritas nos quatro casos possuem dois termos centrais.

Exemplo 41 Seja A ∼= K(Q, I) a álgebra string definida pelo quiver com rela-
ções abaixo, já polarizado.

2
b−
−

����
��
��
�

1 4

a+
−

^^=======

c−+����
��
��
�

3
d++

^^=======

I = < ab, cd >

Da Proposição 33, os módulos projetivos e injetivos são

Projetivos Injetivos

P1 =M(e1) I1 =M(bd−1)
P2 =M(b) I2 =M(a)
P3 =M(d) I3 =M(c)
P4 =M(a−1c) I4 =M(e4).

Pela Proposição 39 também obtemos as sequências induzidas pelas flechas.

• Flecha a: A string que começa em abismo e termina em cume obtida pela
flecha a é c−1

︸︷︷︸

u

·a · e2
︸︷︷︸

v

. Desse modo obtemos a sequência de Auslander-

Reiten abaixo.

0 //M(e2) //M(a−1c) //M(c) // 0
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• Flecha b: 0 //M(d) //M(bd−1) //M(e−1
2 ) // 0

• Flecha c: 0 //M(e−1
3 ) //M(a−1c) //M(a) // 0

• Flecha d: 0 //M(b) //M(bd−1) //M(e3) // 0 .

Obtidas as sequências induzidas pelas flechas, encontremos as demais sequências
começando em um módulo string. Como já conhecemos os módulos injetivos, não
existem sequências de Auslander-Reiten começando com os módulos M(bd−1),
M(a), M(c) e M(e4). Vamos aos demais.

• A string S = e1 não começa nem termina em um cume. Como hS =
b · e1 = b, Sh = e1 · d

−1 = d−1 e hSh = b · e1 · d
−1 = bd−1, obtemos

0 //M(e1) //M(b)⊕M(d−1) //M(bd−1) // 0 .

• A string S = a−1c começa e termina em cume. Fazendo D = e−1
4 , temos

cDc = a−1e−1
4 c = S. Daí,

0 //M(a−1c) //M(a)⊕M(c) //M(e−1
4 ) // 0 .

Como esta álgebra não possui band, os módulos string são os únicos indecompo-
níveis. Portanto, já temos todas as sequências de Auslander-Reiten e o quiver de
Auslander-Reiten abaixo.

M(b)

%%KK
KK

KK
KK

K
M(e3)

%%KK
KK

KK
KK

KK

?> =<89 :;M(a)

$$H
HH

HH
HH

HH

M(e1)

::vvvvvvvvv

$$H
HH

HH
HH

HH

?> =<89 :;M(bd−1)

99ssssssssss

%%KK
KK

KK
KK

KK
M(a−1c)

99sssssssss

%%KK
KK

KK
KK

K

?> =<89 :;M(e4)

M(d)

99sssssssss
M(e2)

99ssssssssss ?> =<89 :;M(c)

::vvvvvvvvv

De maneira dual à descrição dos quatro casos anteriores, podemos obter as sequên-
cias de Auslander-Reiten que terminam em um módulo string M(S), de modo que
este não seja último termo de uma sequência induzida por flecha nem um módulo
projetivo. Esta descrição também está compreendida em quatro casos da forma
abaixo.
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Caso D1: S não começa nem termina em abismo.

0 −→M(cSc) −→M(cS)⊕M(Sc) −→M(S) −→ 0

Caso D2: S não começa mas termina em abismo.

S tem a forma S = Dγ−1
0 γ1 . . . γr, onde γ−1

0 é a última inversa de flecha de S,
as γi’s são flechas ou string triviais, 1 ≤ i ≤ r, e D é uma string (pode ser
trivial).

0 −→M(cD) −→M(cS)⊕M(D) −→M(S) −→ 0

Caso D3: S começa mas não termina em abismo.

S deve ter a forma S = γ−1
1 . . . γ−1

t γ0D, onde as γi’s são flechas ou string triviais,
para 1 ≤ i ≤ r, γ0 é a última flecha de S e D é uma string (pode ser trivial).

0 −→M(Dc) −→M(Sc)⊕M(D) −→M(S) −→ 0

Caso D4: S começa e termina em abismo.

S tem a forma S = β−1
1 . . . β−1

k β0Dγ
−1
0 γ1 . . . γr, onde β0, γ0 são flechas de Q1.

0 −→M(D) −→M(hD)⊕M(Dh) −→M(S) −→ 0 .

Já descrevemos as sequências de Auslander-Reiten envolvendo módulos string. Um
fato conhecido (veja [6]) é que não existem morfismos irredutíveis entre módulos
band e string, embora possam haver morfismos (redutíveis) entre módulos string
e band, mas estes não aparecem no quiver de Auslander-Reiten. A seguir descre-
veremos as sequências de Auslander-Reiten que envolvem módulos band.

Proposição 42 Se M(S, ϕ) um módulo band, então τM(S, ϕ) = M(S, ϕ).

Daí, podemos afirmar que T (N) é um módulo band. Fazendo a “colagem” dos
primeiros e últimos termos, as componentes conexas contendo módulos band são
formadas por 1-tubos, como veremos em breve. Os exemplos do Capítulo 5 ilus-
tram estes fatos, os quais serão abordados com mais detalhes.
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3.4 Morfismos entre Módulos String

Na seção anterior, dada uma álgebra string A ∼= K(Q, I), descrevemos morfismos
irredutíveis entre A-módulos string. Nesta seção, apresentamos uma bonita téc-
nica gráfica que permite construir bases para os espaços de morfismos HomA(X, Y )
entre dois A-módulos string X e Y quaisquer. Estas bases são formadas pelas
chamadas “aplicações grafos”. Tal descrição foi obtida por Crawley-Boevey [7], em
1989, para o caso das álgebras de relação zero, nas quais as álgebras string são um
caso particular.

Antes da formalização, ilustremos a construção de uma aplicação grafo.

Exemplo Ilustrativo. Seja A ∼= K(Q, I) a álgebra string definida pelo quiver com
relações

1 2
c

oo
boo

3
aoo I = < ac >

Sejam as string S = bc−1b e T = cb−1a−1. Lembre que a construção dos
respectivos módulos string é feita por meio dos gráficos abaixo.

2 b // 1 2coo b // 1

z1
b // z2 z3

coo b // z4

2 c // 1 2boo 3aoo

z′1
c // z′2 z′3

boo z′4
aoo

Juntando as informações, obtemos os gráficos abaixo.

2z1
b // 1z2 2z3

coo b // 1z4 2z′1
c // 1z′2 2z′3

boo 3z′4
aoo .

Observe que as string S ′ = bc−1 e T ′ = cb−1 são string contidas em S e T ,
respectivamente, e ainda temos S ′ ∼s T

′. Além disso, note que toda flecha em
S que termina num vértice de S ′ pertence a S ′ e que toda flecha em T que
começa num vértice de T ′ pertence a T ′. Um par (S ′, T ′) com essas propriedades
é chamado par admissível. Construiremos a aplicação grafo f de M(S) para
M(T ) associada ao par admissível (S ′, T ′) exibindo, para cada vértice i ∈ Q0,
uma aplicação linear fi : M(S)i −→M(T )i, definida nas suas respectivas bases.

• Vértice 1: Definimos f1 : < z2, z4 > −→ < z′2 > da seguinte forma: como os
elementos z2 e z′2 se relacionam por ∼s, pois seus respectivos vértices do
quiver estão relacioados, fazemos f1(z2) = z′2. Por outro lado, z4 não está
associado a um vértice de S ′, assim fazemos f1(z4) = 0. Logo, a aplicação

linear f1 pode ser dada pela matriz f1 =

(
1
0

)

.
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• Vértice 2: Definimos f2 : < z1, z3 > −→ < z′1, z
′
3 > como segue: de

acordo com a relação de equivalência ∼s, temos z1 relacionado a z′3 e z3
relacionado a z′1. Assim, fazemos f2(z1) = z′3 e f2(z3) = z′1. Daí, f2 pode

ser dada pela f2 =

(
0 1
1 0

)

.

• Vértice 3: Como f3 : 0 −→ < z4 >, temos f3 = 0.

De acordo com o gráfico, olhando da esquerda para a direta, o par admissível
S ′, T ′ está definido por z1z3z

′
1, pois de z1 até z3, temos a string S ′, enquanto

z′1 é o início de T ′, cujo comprimento é determinado pela equivalência S ′ ∼s T
′.

Denotamos esta aplicação grafo associada ao par admissível (S ′, T ′) por f(z1z3z′1).
Se dois elementos zi e z′k se relacionam, escreveremos zi ∼s z

′
k. Deste modo, a

aplicação grafo f(z1z3z
′
1) : M(S) −→ M(T ) é dada por

M(S) :

f(z1z3z′3)

��

K2





1
0





��

K2
oo
oo





0 1
1 0





��

0oo

0

��
M(T ) K K2

oo
oo

Koo

É fácil ver que f(z1z3z
′
1) é um morfismo. Para cada par admissível, podemos

construir uma aplicação grafo, de maneira similar. Neste exemplo temos apenas
mais um par admissível, a saber o par (b, b−1) definido por z3z4z

′
2.

A formalização deste exemplo é dada a seguir. Sejam S ′ e T ′ duas string (podem
ser triviais) contidas nas string S e T , respectivamete, tais que S ′ ∼s T

′. Se
S ′ = T ′, definimos que os vértices da string S ′ se relacionam com os vértices de
T ′ a ordem em que estes aparecem (da esquerda para a direita). Se S ′ = T ′−1,
definimos que os vértices de S ′ na ordem em que aparecem se relacionam com os
de T ′ na ordem contrária, ou seja, da direita para a esquerda. Estendemos tais
definições para os respectivos elementos zi’s e z′j’s.

A aplicação grafo f(zjzkz
′
p) : M(S) −→ M(T ) correspondente ao par admissível

(S ′, T ′) é dada em cada vértice i ∈ Q0 por

fi : M(S)i −→ M(T )i

zr 7−→

{
z′t, se existe z′t tal que zr ∼s z

′
t

0, caso contrário

onde zr e z′t são elementos das bases de M(S)i e M(T )i, respectivamente.
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Crawley-Boevey mostrou que as aplicações grafos associadas aos pares admissíveis
formam uma base para o espaço de morfismos entre dois módulos string.

Teorema 43 (veja [7]) Seja A ∼= K(Q, I) uma álgebra string e sejam S e
T duas string. O espaço de morfismos HomA(M(S),M(T )) entre os módulos
string M(S) e M(T ) tem como base as aplicações grafos da forma f(zjzkz

′
p)

associadas ao pares admissíveis.

Veja que os pares admissíveis podem ser visualizados no gráfico nas formas

αoo S′ β //

γ // T ′ δoo

onde α, β, γ, δ são flechas ou caminhos triviais e S ′ ∼s T
′.

Exemplo 44 Considere a álgebra de caminhos do quiver com relações abaixo.

c EE1 2boo
aYY I = < a2, c2 >

Esta álgebra já foi abordada na página 38 e é uma álgebra string. Considere as
string S = b−1abc e T = abc−1b−1a que podem ser representadas graficamente
por

S : 1z1 2z2
boo a // 2z3

b // 1z4
c // 1z5

T : 2z′1
a // 2z′2

b // 1z′3 1z′4
coo 2z′5

boo a // 2z′6

Vamos obter uma base para o espaço HomA(M(S),M(T )). Observe que o par
(b−1, b) definido por z1z2z

′
2 é admissível, pois

· b

S′

oo a //

a // b

T ′

// coo

Os demais pares admissíveis são encontrados de maneira similar. Assim, pelo
Teorema 43, uma base de morfismos de M(S) para M(T ) é dada por {f(z2z2z

′
6),
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f(z1z2z
′
2), f(z2z4z

′
1)}, onde estas aplicações grafos são dadas, respectivamente, por

M(S) :

f(z2z2z′6)

��

K3

0

��

(( K2





0 0 0 1
0 0 0 0





��

oo vv

M(T ) : K2(( K4oo vv

M(S) :

f(z1z2z′2)

��

K3











1 0
0 0
0 0











��

(( K2





0 1 0 0
0 0 0 0





��

oo vv

M(T ) : K2(( K4oo vv

M(S) :

f(z2z4z′1)

��

K3











0 0
1 0
0 0











��

(( K2





1 0 0 0
0 1 0 0





��

oo vv

M(T ) : K2(( K4oo vv

Exemplo 45 Seja A a álgebra de caminhos do quiver com relações abaixo.

a BB1 b\\ I = < a3, b3, ab, ba >

Esta álgebra é uma álgebra string. Considere as string S = b2a−2b2 e T =
a−2ba−1b2 representadas graficamente por

S : 1z1
b // 1z2

b // 1z3 1z4
aoo 1z5

aoo b // 1z6
b // 1z7

T : 1z′1 1z′2
aoo 1z′3

aoo b // 1z′4 1z′5
b //aoo 1z′6

b // 1z′7 .
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Pelo Teorema 43, uma base para o espaço de morfismos HomA(M(S),M(T )) é
dada por

{f(z1z1z
′
1), f(z1z1z

′
4), f(z1z1z

′
7), f(z5z5z

′
1), f(z5z5z

′
4),

f(z5z5z
′
7), f(z1z2z

′
6), f(z4z5z

′
1), f(z4z7z

′
4), f(z5z6z

′
6)} .

Uma descrição gráfica similar para uma base do espaço de morfismos HomA(M(S, ϕ),
M(T, ψ)) entre módulos band foi obtida, dois anos depois, por Henning Krause.
O leitor interessado pode encontrá-la em [13].
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Capítulo 4

De Álgebras String para Bisseriais
Especiais

Neste capítulo, vamos apresentar uma descrição dos módulos indecomponíveis e
dos morfismos irredutíveis de álgebra bisseriais especiais. Para isso, partiremos da
descrição realizada por Butler e Ringel [6] para álgebras string que foi abordada
no Capítulo 3.

Veremos que a descrição de uma álgebra bisserial especial difere da descrição de
uma determinada álgebra string a menos de suas relações binomiais, o que torna o
estudo destas bem próximo. Vamos começar ilustrando a passagem de string para
bisseriais especiais a partir de um exemplo simples.

Seja A ∼= K(Q, I) a álgebra bisserial especial definida pelo quiver com relações
abaixo.

2
b

����
��
��
�

1 4

a

^^=======

c
����
��
��
�

3
d

^^=======

I = < ab− cd >

Observe que se S é uma string, então não possui como subcaminhos os subca-
minhos maximais da relação binomial, isto é, os caminhos ab, cd e suas inversas
não são subcaminhos de S (veja definição na página 24). Agora, considere a
álgebra A ∼= K(Q, I ′), onde I ′ = < ab, cd >. Já descrevemos seu quiver de
Auslander-Reiten no exemplo 41. Como as string, em A, são aquelas que não
contêm as relações monomiais ab e cd, as string, em A, são as mesmas de A e,
consequentemente, os módulos string também. Por outro lado, podemos descrever
o quiver de Auslander-Reiten da álgebra A utilizando o método de tricotamento.
Veja abaixo os quivers das duas álgebras.
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A :

M(b)

%%KK
KK

KK
KK

K
M(e3)

%%KK
KK

KK
KK

KK

?> =<89 :;M(a)

$$H
HH

HH
HH

HH

M(e1)

::vvvvvvvvv

$$H
HH

HH
HH

HH

?> =<89 :;M(bd−1)

99ssssssssss

%%KK
KK

KK
KK

KK
M(a−1c)

99sssssssss

%%KK
KK

KK
KK

K

?> =<89 :;M(e4)

M(d)

99sssssssss
M(e2)

99ssssssssss ?> =<89 :;M(c)

::vvvvvvvvv

A :

1100

##H
HH

HH
HH

HH
0010

##H
HH

HH
HH

HH
/. -,() *+0101

##H
HH

HH
HH

HH

1000

;;vvvvvvvvv

##H
HH

HH
HH

HH
1110

;;vvvvvvvvv

##H
HH

HH
HH

HH
// 1111 // 0111

;;vvvvvvvvv

##H
HH

HH
HH

HH
/. -,() *+0001

1010

;;vvvvvvvvv
0100

;;vvvvvvvvv /. -,() *+0011

;;vvvvvvvvv

Se compararmos os dois quivers de Auslander-Reiten percebemos que estes pos-
suem uma estrutura muito parecida. Podemos verificar que os vetores dimensão
de todos os A-módulos, exceto o módulo projetivo-injetivo 1111 , correspondem
aos respectivos A-módulos descritos em termos de string. Observe que, em A,
temos uma sequência de Auslander-Reiten a mais do que em A, a saber,

0010

$$H
HH

HH
HH

HH

0 // 1110

::vvvvvvvvv

$$H
HH

HH
HH

HH
// 1111 // 0111 // 0 .

0100

::vvvvvvvvv

Em A, o módulo correspondente ao vetor dimensão (1110) é o módulo string
M(bd−1), que é injetivo, o que justifica o fato de não existir sequência de Auslander-
Reiten começando nele. De maneira dual, isto ocorre para o caso do módulo
projetivo M(a−1c) cujo vetor dimensão correspondente é (0111). Repare ainda
que, em A, eles deixam de ser injetivo e projetivo e surge um novo módulo
projetivo-injetivo.

Estes fatos não são coincidências. Veremos que, numa álgebra bisserial especial,
para cada relação binomial, aparece um módulo projetivo-injetivo que não existia
numa determinada álgebra string cuja categoria de módulos é parecida e este é o
único a mais.
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Lema 46 Seja A ∼= K(Q, I) uma álgebra bisserial especial. Para cada relação
binomial λp + µq ∈ I, com λ, µ ∈ K não nulos, existe um módulo projetivo-
injetivo indecomponível M(λp + µq) = Pj = Ii, onde j = s(p) = s(q) e i =
t(p) = t(q).

Demonstração: Sejam p e q caminhos em (Q, I) tais que p = p1 . . . pn e
q = q1 . . . qm contêm os vértices ir, js’s (não necessariamente distintos), como no
diagrama abaixo.

. . .
pn−1

{{ww
ww
ww
ww

in−1

pn

~~||
||
||
||

i1

p2

aaDDDDDDDD

i j

p1
^^========

q1

����
��
��
��

jm−1

qm

``BBBBBBBBB

j1

q2
}}{{
{{
{{
{{
{

. . .
qm−1

ccHHHHHHHHH

Suponha que exista um vértice k ∈ Q0, tal que k /∈ {i, j, ir, js : 1 ≤ r ≤ n−1; 1 ≤
s ≤ m− 1}. Vamos mostrar que não existem caminhos em (Q, I) que partem do
vértice j e chegam ao vértice k. Do fato de A ser bisserial especial, concluímos
que qualquer caminho partindo de j deve passar por p1 ou por q1, uma vez que o
vértice j já é a origem dessas duas flechas. Além disso, a partir de um vértice ir,
1 ≤ r ≤ n− 1, só se pode passar pela flecha pr+1, pois qualquer outra composição
prβ, com pr+1 6= β ∈ Q1, deve pertencer ao ideal I. De forma análoga ocorre para
o caminho q. Logo qualquer caminho partindo de j deve conter todo o caminho
p ou todo o caminho q. Por outro lado, se existir uma flecha α ∈ Q1 tal que
s(α) = i, pnα ∈ I ou qnα ∈ I, digamos pnα ∈ I, então qα = −λ

µ
(pα) ∈ I. Com

isso, não se pode chegar ao vértice k ∈ Q0, se partirmos do vértice j. Portanto,
não existem caminhos de j para k. E mais, do vértice j para um vértice ir,
1 ≤ r ≤ n − 1, só existe o caminho p1 . . . pr, visto que p1 . . . pr−1γ ∈ I, para
qualquer pr 6= γ ∈ Q1. Por fim, de j para i, temos só o caminho p = −(µ

λ
)q,

enquanto de j para j apenas o caminho trivial ej. Com um raciocínio similar,
usando fortemente o fato de A ser bisserial especial, concluímos que não existem
caminhos partindo de k ∈ Q0, k /∈ {i, j, ir, js : 1 ≤ r ≤ n − 1; 1 ≤ s ≤ m − 1}
e chegando em i, enquanto de ir ou js, 1 ≤ r ≤ n − 1 e 1 ≤ s ≤ m − 1},
só existe um único caminho. Consequentemente, obtemos que o módulo projetivo
Pj é igual ao injetivo Ii.

Observe que a demonstração do lema contém uma “receita” para construir o módulo
projetivo-injetivo Ii = Pj =M(λp+ µq).
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Seja A ∼= K(Q, I) uma álgebra bisserial especial. Defina o conjunto ρ dos
caminhos em Q que são subcaminhos maximais de relações binomiais ou são
relações monomiais em I. Considere o ideal I ′ gerado por ρ. Claramente,
A = K(Q, I ′) é uma álgebra string e I ⊆ I ′, o que nos garante que todo
A-módulo pode ser visto como um A-módulo.

Do Capítulo 3, sabemos que os A-módulos indecomponíveis são os módulos string
e band. Em [20], Wald e Waschbüsch mostraram que, além destes, os indecom-
poníveis que aparecem em A são os projetivos-injetivos do Lema 46. A versão
abaixo pode ser encontrada em [12].

Teorema 47 Seja A ∼= K(Q, I) uma álgebra bisserial especial. Então os A-
módulos indecomponíveis são os módulos string, os módulos band e um projetivo-
injetivo M(λp+ µq) correspondente a cada relação binomial λp+ µq ∈ I.

A comparação que fizemos no exemplo ilustrativo nos mostra ainda que os mor-
fismos irredutíveis da álgebra string A são irredutíveis na bisserial especial A.
Este fato também é geral e pode ser constatado pelo resultado a seguir.

Lema 48 (veja [18]) Se f : X −→ Y é um morfismo entre A-módulos inde-
componíveis, então f ∈ radn

A
se, e somente se, f ∈ radnA, para todo n ∈ N.

De acordo com o Lema 18, um morfismo f é irredutível se, e somente se,
f ∈ radA(X, Y )\rad2

A(X, Y ). Pelo Lema 48, os morfismos irredutíveis em A
permanecem irredutíveis em A. Os demais morfismos irredutíveis de uma álgebra
bisserial especial também foram descritos por Wald e Waschbüsch [20]. A versão
abaixo pode ser encontrada em [18].

Lema 49 O módulo projetivo-injetivo M(λp+µq) do Lema 46 aparece na sequên-
cia de Auslander-Reiten

0 //M(C) //M(C1)⊕M(λp+ µq)⊕M(C2) //M(C ′) // 0

onde C = p2 . . . pnq
−1
m . . . q−1

2 , C1 = q−1
m−1 . . . q

−1
2 ou trivial, C2 = p2 . . . pn−1 ou

trivial e C ′ = q−1
m−1 . . . q

−1
1 p1 . . . pn−1 são string e os morfismos entre eles são os

canônicos.

Demonstração: Para verificar que a sequência é exata, basta proceder como
no Caso 1 da página 41. Pelo Lema 23, temos rad M(λp + µq) = M(C) e
M(λp+ µq)

soc M(λp+ µq)
= M(C ′). Assim, a Proposição 24 nos garante que a imersão

M(C) −→M(λp+µq) e a projeção M(λp+µq) −→M(C ′) são irredutíveis. Os
demais morfismos são irredutíveis pelo fato de serem irredutíveis na álgebra string
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A, como vimos no Lema 48. Concluímos que a sequência é de Auslander-Reiten
pelo Teorema 20 e pelo Lema 19.

Exemplo 50 Já descrevemos o quiver de Auslander-Reiten da álgebra bisserial
especial A ∼= K(Q, I)

2
b

����
��
��
�

1 4

a

^^=======

c
����
��
��
�

3
d

^^=======

I = < ab− cd >

pelo método de tricotamento, que nem sempre é eficaz. Para simplificar, conside-
remos ρ = ab− cd a relação binomial. Agora, ilustraremos o procedimento para
encontrar seu quiver de Auslander-Reiten em termos de módulos string e do mó-
dulo M(ρ), de acordo com os resultados desta seção. No Capítulo 5, utilizaremos
este procedimento.

Pelo Lema 46, existe um módulo projetivo-injetivo indecomponível M(ρ) referente
à única relação binomial ρ ∈ I. A demonstração deste lema nos mostra que o
módulo M(ρ) é equivalente à representação

K
1

~~~~
~~
~~
~~

P4 = I1 : K K

1
``@@@@@@@@

1~~~~
~~
~~
~~

K

1

``@@@@@@@@

O Lema 49 nos garante que este módulo aparece na seguinte sequência de Auslander-
Reiten

0 //M(bd−1) //M(e3)⊕M(ρ)⊕M(a−1c) //M(e2) // 0

Por outro lado, os demais módulos indecomponíveis e demais morfismos irredu-
tíveis entre eles são os mesmos da álgebra string A (descrição do Capítulo 3).
Assim, basta “adicionarmos” a sequência de Auslander-Reiten acima ao quiver de
A e obtemos
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M(b)

$$I
II

II
II

II
I

M(e3)

%%JJ
JJ

JJ
JJ

JJ

?> =<89 :;M(a)

##G
GG

GG
GG

GG

M(e1)

;;wwwwwwwww

##G
GG

GG
GG

GG
M(bd−1)

99tttttttttt

%%JJ
JJ

JJ
JJ

JJ
// M(ρ) //M(a−1c)

::uuuuuuuuuu

$$I
II

II
II

II
I

?> =<89 :;M(e4)

M(d)

::uuuuuuuuuu
M(e2)

99tttttttttt ?> =<89 :;M(c)

;;wwwwwwwww

No próximo capítulo, aplicaremos esta técnica (como fizemos no último exemplo)
para obter os módulos indecomponíveis e representantes de morfismos irredutíveis
de algumas álgebras de grupo não semissimples.
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Capítulo 5

Álgebras de Grupo

Neste capítulo, aplicaremos as técnicas de Teoria de Representações vistas nos
capítulos anteriores para estudar as representações de algumas álgebras de grupo.
As álgebras de grupo semissimples são aquelas cujas representações indecomponí-
veis são simples. Para estas álgebras de grupo, em geral, são aplicadas técnicas da
Teoria Clássica de Representações. Veremos alguns exemplos de álgebras de grupo
não semissimples. Uma classificação das álgebras de grupo semissimples é dada
pelo Teorema de Maschke, enquanto o tipo de representação de uma álgebra de
grupo é obtido pelo Teorema de Bondarenko e Drozd. Nas duas primeiras seções,
abordaremos alguns resultados sobre álgebras de grupo, enquanto na terceira de-
senvolveremos uma aplicação em exemplos de álgebras de grupo que são bisseriais
especiais.

5.1 Representações de Álgebras de Grupo

Neste capítulo, K denota um corpo algebricamente fechado, G um grupo finito
e A uma K-álgebra. Considere o conjunto

AG =

{
∑

g∈G

agg : ag ∈ A

}

.

Neste conjunto, defina as respectivas operações de soma e multiplicação por:

α + β =

(
∑

g∈G

agg

)

+

(
∑

g∈G

bgg

)

=
∑

g∈G

(ag + bg)g

e

α · β =
∑

g∈G

(
∑

h1h2=g∈G

ah1bh2

)

g .
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Com essas operações, (AG,+, ·) é um anel, o qual denominamos anel de grupo
de G sobre A. Considerando ainda a multiplicação de um elemento λ ∈ K por
um elemento de AG dada por

λ
∑

g∈G

agg =
∑

g∈G

λagg,

obtemos que AG possui uma estrutura de K-espaço vetorial induzida por A
e, consequentemente, AG é uma K-álgebra de dimensão finita, cuja unidade
é 1AG = 1A1G. No caso em que A = K, dizemos que KG é uma álgebra
de grupo de G sobre K. Dizemos que uma álgebra de grupo KG possui tipo
de representação finito se possui um número finito de classes de isomorfismos
de módulos indecomponíveis. Se KG não possui tipo de representação finito,
dizemos que possui tipo de representação infinito. Estas são divididas em dois
casos: as mansas e as selvagens. As álgebras de grupo do tipo manso são álgebras
que possuem representações infinitas, mas “controláveis”, isto é, são possíveis de
serem estudadas (parametrizadas). As do tipo selvagem são muito complicadas,
estas são praticamente impossíveis de serem estudadas.

5.2 Álgebras de Grupo de Representação Finita

Nesta seção, vamos classificar as álgebras de grupo de tipo de representação finito.
Os resultados desta seção foram baseados na quinta seção do Capítulo 5 de [1].

Seja H um subgrupo de G. Então a álgebra de grupo AH pode ser identificada
como uma subálgebra da álgebra AG. Assim, temos uma restrição mod AG −→
mod AH, definida naturalmente, levando um AG-módulo M em um AH-
módulo, pela multiplicação (como AG-módulo) de um elemento x ∈ AH por
um elemento m ∈ M . Dado um AG-módulo M , ao longo do texto, ainda
denotaremos por M o correspondente AH-módulo, porém deixaremos claro a
estrutura do módulo pela qual o estaremos considerando.

Lema 51 Sejam A uma K-álgebra, G um grupo finito e H um subgrupo de
G. As seguintes implicações são válidas:

(a) Se AG tem tipo de representação finito, então AH também tem tipo de
representação finito.

(b) Seja o índice [G : H] = n de H em G. Se s := n.1A é um elemento
invertível de A, então todo AG-módulo MAG é isomorfo a um somando direto
de M ⊗AH AG. Em particular, se AH tem tipo de representação finito, então
AG também tem tipo de representação finito.
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Demonstração: (a) Seja {M1, . . . ,Mt} um conjunto completo de representan-
tes das classes de isomorfismos de AG-módulos indecomponíveis. Considerando
cada Mi como um AH-módulo e aplicando o Teorema de Krull-Schmidt para
cada Mi, temos uma decomposição única (a menos de permutação de índices e de
isomorfismos)

Mi
∼= Ni1 ⊕ . . .⊕Niti ,

onde cada Nij é um AH-módulo indecomponível. Vamos mostrar que todo
AH-módulo N indecomponível é isomorfo a um Nij, para algum par (i, j),
com 1 ≤ i ≤ t, 1 ≤ j ≤ ti. Em outras palavras, mostraremos que os AH-
módulos Nij’s formam um conjunto completo de representantes dos AH-módulos
indecomponíveis, a menos de isomorfismos. Daí, teremos um número finito de
indecomponíveis, consequentemente, AH terá tipo de representação finito. Para
tanto, considere a aplicação K-linear:

p : AG −→ AH

∑

g∈G

agg 7−→
∑

h∈H

ahh

Claramente, p é um epimorfismo. Além disso, p é uma retração de AH-módulos,
já que no diagrama abaixo, onde i é a inclusão,

AH
i

||xx
xx
xx
xx

AG p
// AH

temos ip = 1AH . Se N é um AH-módulo indecomponível, aplicando o funtor
(exato à direita) N ⊗AH −, obtemos o epimorfismo de AH-módulos

1N ⊗ p : N ⊗AH AGAH
// N ⊗AH AHAH

∼= N

que também é uma retração, o que pode ser verificado no diagrama abaixo.

N

1N⊗ i

zzttt
tt
tt
tt
tt
tt
tt
tt
tt

N ⊗AH AGAH 1N⊗ p
//N

Daí, obtemos que N é isomorfo a um somando direto de N ⊗AH AGAH . No-
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vamente, pelo Teorema de Krull-Schmidt, como o AG-módulo N ⊗AH AGAG é
isomorfo a uma soma direta dos módulos Mi’s, sendo que cada um destes, como
um AH-módulo, é isomorfo a uma soma Ni1 ⊕ . . . ⊕ Niti . Pela unicidade no
Teorema de Krull-Schmidt e pelo fato de N ser indecomponível, temos N ∼= Nij,
para algum par (i, j), com 1 ≤ i ≤ t, 1 ≤ j ≤ ti.

(b) Seja o índice n = [G : H] de H em G e seja s = n.1A. Considere {g1, . . . , gn}
um conjunto completo de representantes das classes laterais à esquerda de H em
G. Dado um AG-módulo MAG, definamos duas aplicações

f : MAG −→ M ⊗AH AGAG e f ′ : M ⊗AH AGAG −→ MAG

x 7−→
n∑

i=1

xgi ⊗ g−1
i x⊗ g 7−→ xgs−1

onde x ∈ M e g ∈ G. Observe que definimos f
′

sobre G, mas esta se
estende para AG por linearidade. Mostremos que f

′

está bem definida no
produto tensorial. Para isso, considere f ′ : M ×AH AGAG

// MAG tal que

(x, g) 7−→ xgs−1, mostraremos que f ′ é balanceada. Sejam a ∈ AG, x ∈ M e
g ∈ G, então

f ′(xa, g) = xags−1 = xgas−1 = x(ga)s−1 = f ′(x, ga).

Segue da definição que f e f
′

são lineares. Mostremos que f e f
′

são AG-
homomorfismos. De fato, podemos verificar que s−1 ∈ Z(AG) e isso nos garante
que, dado b ∈ AG, temos

f(xb) =
n∑

i=1

xbgi⊗g
−1
i =

n∑

i=1

x(bgi)⊗g
−1
i =

n∑

i=1

xgi⊗(g−1
i b) =

(
n∑

i=1

xgi ⊗ g−1
i

)

b =

f(x)b

e f
′

(x⊗ gb) = xgbs−1 = xgs−1b = f
′

(x⊗ g)b.

Além disso, temos ff
′

= 1M . Com efeito, dado x ∈M , temos

f
′

f(x) = f
′

(
n∑

i=1

xgi ⊗ g−1
i

)

=
n∑

i=1

xgig
−1
i s−1 = xns−1 = x(n.1A)s

−1 = xss−1 = x .

Assim, f é seção e, portanto, MAG é isomorfo a um somando direto de M ⊗AH

AGAG.
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Agora, suponhamos que AH tenha tipo de representação finito e seja {N1, . . . , Nt}
um conjunto completo de representantes de classes de isomorfismos de AH-
módulos indecomponíveis. Seja M um AG-módulo indecomponível. O Teorema
de Krull-Schmidt nos garante que, como AH-módulo, temos

MAH
∼= Nn1

1 ⊕ . . .⊕Nnt

t ,

onde ni ≥ 0 para cada 1 ≤ i ≤ t. Como MAG é isomorfo a um somando direto
de M ⊗AH AGAG, temos MAG isomorfo a um somando direto indecomponível de
⊕t
i=1(Ni⊗AH AGAG)

ni . Portanto, como a decomposição em AG-módulos é única,
temos

(Ni ⊗AH AGAG)
ni ∼= Mi1 ⊕ . . .⊕Miti

,

onde cada Mij ∈ mod AG é indecomponível. Consequentemente, M ∼= Mij,
para algum par (i, j), com 1 ≤ i ≤ ti. Com isso, a álgebra AG tem tipo de
representação finito.

O Lema 51 permite uma prova rápida de uma condição suficiente para que uma
álgebra de grupo seja semissimples, como mostra o corolário a seguir.

Corolário 52 Seja G um grupo finito e K um corpo de característica p. Se
p não divide a ordem de G, então a álgebra de grupo KG é semissimples.

Demonstração: Aplicando o Lema 51 para A = K e H = {e}, obtemos
AH ∼= K. Suponha |G| = n, então [G : H] = n. Seja s = n.1K , como
p não divide n, temos s não nulo em K e, como estamos em um corpo,
temos s invertível. Consequentemente, podemos usar o item (b) do Lema 51 para
garantir que todo KG-módulo indecomponível é isomorfo a um somando direto
indecomponível de K⊗KKGKG

∼= KGKG. Como KGKG é projetivo, todo KG-
módulo é semissimples, logo KG é semissimples (veja Teorema Wedderburn-Artin
em [1], páginas 14-15).

Embora a recíproca do corolário não tenha sido demonstrada, vale ressaltar que a
mesma também é válida. As condições necessária e suficiente formam o Teorema
de Maschke que é uma caracterização das álgebras de grupo semissimples.

Teorema 53 (Maschke, veja [15]) Sejam G um grupo finito e K um corpo de
característica p. A álgebra de grupo KG é semisimples se, e somente se, p não
divide a ordem de G.

A Teoria Clássica de Representações de Álgebras de Grupo estuda os casos semis-
simples, nas quais as representações indecomponíveis são simples. Para algumas
álgebras de grupo não semissimples, podemos aplicar os resultados obtidos nos
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capítulos anteriores para álgebras bisseriais especiais, como faremos em breve.
Agora, ainda estamos interessados em uma caracterização para álgebras de grupo
de tipo de representação finito.

Nos lemas a seguir denotaremos o grupo cíclico de ordem pm por Cpm .

Lema 54 Sejam K um corpo de característica p > 0. Então

(a) existe um isomorfismo de K-álgebras tal que K(Cpm × Cpn) ∼=
K[t1, t2]

(tp
m

1 , tp
n

2 )
;

(b) existe um isomorfismo de K-álgebras tal que KCpm ∼=
K[t]

(tpm)
;

(c) a álgebra de grupo K(Cp × Cp) tem tipo de representação infinito.

Demonstração:

(a) Sejam a e b geradores dos grupos cíclicos Cpm e Cpn , respectivamente.
Considere o homomorfismo definido nos geradores

f : K[T1, T2] −→ K(Cpm × Cpn)

T1 7−→ (a, 1)
T2 7−→ (1, b)

onde 1 representa o elemento neutro do grupo (ora em Cpm ora em Cpn). Daí,

f

(
∑

i,j

λijT
i
1T

j
2

)

=
∑

i,j

λij(a
i, bj), onde λij ∈ K, para todo par (i, j). Note que

f é uma aplicação sobrejetora.

Além disso, o ideal (T p
m

1 − 1, T p
n

2 − 1) está contido no núcleo de f . Com efeito,
dado um elemento p(T1, T2)(T

pm

1 − 1)+ q(T1, T2)(T
pn

2 − 1) em (T p
m

1 − 1, T p
n

2 − 1),
onde p(T1, T2), q(T1, T2) ∈ K[T1, T2] temos

f(p(T1, T2)(T
pm

1 − 1) + q(T1, T2)(T
pn

2 − 1)) = f(p(T1, T2)T
pm

1 + q(T1, T2)T
pn

2 −
p(T1, T2)− q(T1, T2)) =

= f(p(T1, T2))(a
pm , 1)+f(q(T1, T2))(1, b

pn)−f(p(T1, T2))(1, 1)−f(q(T1, T2))(1, 1) =
0 .

Desta forma, f induz um K-epimorfismo

f :
K[T1, T2]

(T p
m

1 − 1, T p
n

2 − 1)
// K(Cpm × Cpn) .
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Além disso, obtemos

dimK

K[T1, T2]

(T p
m

1 − 1, T p
n

2 − 1)
= pm+n = dimK K(Cpm × Cpn) .

Portanto, f é um isomorfismo. Fazendo a mudança de variáveis t1 = T1 − 1 e
t2 = T2 − 1 e, como a característica do corpo K é p, temos tp

m

1 = (T1 − 1)p
m

=
T p

m

1 − 1 e tp
n

2 = (T2 − 1)p
n

= T p
n

2 − 1. 1

Daí, obtemos o isomorfismo K(Cpm × Cpn) ∼=
K[t1 + 1, t2 + 1]

(tp
m

1 , tp
n

2 )
∼=

K[t1, t2]

(tp
m

1 , tp
n

2 )
.

(b) Segue do item (a) quando fazemos n = 0.

(c) A inclusão (tp1, t
p
2) ⊆ (t1, t2)

2 induz um K-homomorfismo sobrejetor

K(Cp × Cp) ∼=
K[t1, t2]

(tp1, t
p
2)

// K[t1, t2]

(t1, t2)2
= A

que, por sua vez, induz uma imersão plena e fiel mod A −→ mod K(Cp × Cp).
Com isso, para mostrar que mod K(Cp×Cp) tem tipo de representação infinito,
basta mostrar que mod A o tem. Para isso, construiremos uma família infinita
{Md}d≥1 de A-módulos indecomponíveis dois a dois não isomorfos. Seja d ∈ N,

com d ≥ 1, considere o K[t]-módulo Nd =
K[t]

(td)
de dimensão d. Pode-se

verificar que Nd é indecomponível como K[t]-módulo, basta notar que K[t] é
uma álgebra string, pois é isomorfa à álgebra de caminhos

1 aYY

e que Nd é isomorfo ao módulo string M(ad). Além disso, temos EndK[t]Nd
∼=

K[t]

(td)
. Agora, vamos definir uma estrutura de K[t1, t2]-módulo sobre o espaço

vetorial Md = Nd ⊕Nd por

Md ×K[t1, t2] −→ Md

((r, q), ti) 7−→

{
(r, q)ti = (0, rt), se i = 1
(r, q)ti = (0, r), se i = 2

.

1Observe que (T − 1)m =
m∑

k=0

Cm
k Tm−k(−1)k. Se m = pn e car K = p, obtemos que

(T − 1)p
n

= T pn

+ (−1)p
n

. Se p 6= 2, temos (T − 1)p
n

= T pn

− 1. Agora, se p = 2, então

(T − 1)p
n

= T pn

+ 1 = T pn

− 1, pois como car K = 2, temos +1 = −1.
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Para todo (r, q) ∈ Md, temos (r, q)t21 = (0, rt)t1 = (0, 0.t) = (0, 0), (r, q)t22 =
(0, r)t2 = (0, 0) e ainda (r, q)t1t2 = (0, rt)t2 = (0, 0). Assim, Md é anulado
pelo ideal (t1, t2)

2 e obtemos uma estrutura natural de A-módulos. Além disso,
dimK Md = dimK Nd ⊕ Nd = 2d, logo os módulos Md são dois a dois não
isomorfos. Mostremos agora que, para qualquer d ≥ 1, a álgebra de endomorfismos
EndA Md é local, isto é, Md é indecomponível como um A-módulo. Seja

f =

[
f11 f12
f21 f22

]

: Nd ⊕Nd −→ Nd ⊕Nd

um K-endomorfismo linear do A-módulo Md = Nd ⊕Nd, onde fij : Nd −→ Nd

são K-endomorfismos lineares de Nd. Sabemos que f é um A-homomorfismo
se, e somente se, para quaisquer r, q ∈ Nd tivermos f((r, q)t1) = (f(r, q))t1 e
f((r, q)t2) = (f(r, q))t2. Como

f((r, q)t1) = f(0, rt) = (f11(0) + f12(rt), f21(0) + f22(rt)) = (f12(rt), f22(rt))

(f(r, q))t1 = (f11(r) + f12(q), f21(r) + f22(q))t1 = (0, (f11(r) + f12(q))t),

temos f um A-homomorfismo desde que f12 = 0 e f11 = f22 e f11 é
um endomorfismo de Nd visto como um K[t]-módulo. Analogamente para t2,
obtemos as mesmas condições. Considere o K-homomorfismo

ϕ : EndA Md
// EndK[t] Nd

∼=
K[t]

(td)

f � // f11

.

Note que ϕ é sobrejetora. De fato, dado g ∈ EndK[t] Nd, para f =

[
g 0
f21 g

]

∈

EndA Md, temos ϕ(f) = g. E mais, Kerϕ = {f ∈ EndA Md : f11 = f12 = f22 =
0}, daí

f ∈ Kerϕ⇒ f =

[
0 0
f21 0

]

⇒ f 2 =

[
0 0
0 0

]

= 0 . (5.1)

Para mostrar que EndA Md é local, é suficiente mostrar que seus únicos idempo-
tentes são o zero e a identidade. Seja e ∈ EndA Md um idempotente. Como ϕ(e)
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é um idempotente da álgebra local EndK[t] Nd, temos ϕ(e) = 0 ou ϕ(e) = 1Nd
.

Se ϕ(e) = 0, isto é, e ∈ Kerϕ, da equação (5.1), temos e2 = 0, logo e = 0.
Caso ϕ(e) = 1Nd

, então 1Md
− e ∈ Kerϕ daí 1Md

− e = (1Md
− e)2 = 0 e, assim,

e = 1Md
.

Pela demonstração do item (c) do Lema 54, concluímos que K(Cpm × Cpn) tem
tipo de representação infinito, para quaisquer m,n ≥ 1, uma vez que (tp

m

1 , tp
n

2 ) ⊆
(t1, t2)

2. O isomorfismo do item (a) do Lema 54, nos será útil, em breve, para
construir quivers com relações cujas álgebras de caminhos são isomorfas a álgebras
de grupo da forma K(Cpm × Cpn).

Finalmente, podemos caracterizar álgebras de grupo não semissimples de tipo de
representação finito.

Teorema 55 (Higman, veja [1]) Sejam G um grupo finito e K um corpo de
característica p > 0 tal que p divide a ordem de G. A álgebra de grupo KG
tem tipo de representação finito se, e somente se, os p-subgrupos de Sylow Gp

de G são cíclicos.

Demonstração: Sejam G um grupo finito e Gp um p-subgrupo de Sylow.
Sendo n = [G : Gp], considere o elemento s = n.1K . Pela definição do p-subgrupo
de Sylow Gp, p não divide n. Como car(K) = p, temos s invertível em K.
Pelo Lema 51 (b), é suficiente mostrar que KGp tem tipo de representação finito.
Suponha então, sem perda de generalidade, |G| = pm, m > 0. Se Gp é cíclico,
então Gp

∼= Cpm . Daí, pelo Lema 54 (b), KGp
∼=

K[t]

(tp
m
)
. É fácil verificar que esta

álgebra é string, possui um número finito de representantes de string e não possui
band, portanto KGp tem tipo de representação finito.

Reciprocamente, suponha que Gp não é um grupo cíclico. Provaremos que
KGp tem tipo de representação infinito. Para tanto, provaremos que existe um
epimorfismo f : G −→ Cp ⊕ Cp. Se Gp for um grupo abeliano, pelo Teorema
Fundamental de Grupos Abelianos, temos G ∼= Cpα1 ×Cpα2 × . . .×Cpαk , onde ao
menos duas potências distintas αi, αj ≥ 1. Sem perda de generalidade, podemos
supor α1, α2 ≥ 1 e, daí, o epimorfismo é natural. Agora, no caso em que Gp não é
um grupo abeliano, então m ≥ 3. Provaremos a existência deste epimorfismo por
indução sobre m. Se m = 3, então G/Z(G) é não cíclico, daí G/Z(G) ∼= Cp×Cp.
Logo G −→ G/Z(G) é o epimorfismo procurado. Suponha, por hipótese de
indução, que existe um epimorfismo f : H −→ Cp × Cp, para todo grupo H tal

que |H| = pt, onde 3 ≤ t < m. Como Gp não é abeliano e G =
G

Z(G)
é um

grupo não cíclico e não trivial de ordem pk, onde k < m, por hipótese de indução,
existe um epimorfismo h : G −→ Cp × Cp. Assim, temos o diagrama

G
f=πh //

π
��?

??
??

??
? Cp × Cp

G
h

;;vvvvvvvvv
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onde π é a projeção canônica. Como f = πh é composição de epimorfismos, f
é um epimorfismo. Assim, f induz um homomorfismo sobrejetor

KG // K(Cp × Cp)

∑

g∈G

agg
� //

∑

g∈G

agf(g)

Consequentemente, induz um funtor K-linear pleno e fiel

mod K(Cp × Cp) // mod KG

Pelo Lema 54(c), K(Cp × Cp) tem tipo de representação infinito, portanto KG
também tem tipo de representação infinito.

Veremos a seguir uma classificação completa dos tipos de representação de álgebras
de grupo não semissimples sobre corpos algebricamente fechados.

Teorema 56 (Bondarenko e Drozd [5], veja também [4]) Sejam K um corpo
algebricamente fechado de característica p > 0 e G um grupo finito tal que p
divide |G|.

(i) Se os p-subgrupos de Sylow de G são cíclicos, então a álgebra de grupo KG
tem tipo de representação finito.

(ii) Se p = 2 e os p-subgrupos de Sylow de G são diedrais, semidiedrais ou
quarténios, então KG tem tipo de representação manso.

(iii) Em todos os outros casos, KG tem tipo de representação selvagem.

Observe que a maioria das álgebras de grupo são do tipo selvagem. Vamos a alguns
exemplos finitos e mansos.
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5.3 Exemplos

Baseados na classificação do Teorema 56, aplicaremos as técnicas de representações
de álgebras bisseriais especiais abordadas nos capítulos anteriores para obtermos
uma descrição dos módulos indecomponíveis e dos morfismos irredutíveis de algu-
mas álgebras de grupo.

5.3.1 Grupo Cíclico

Seja K um corpo algebricamente fechado de característica p = 3. Considere o
grupo cíclico C9 de ordem 9. Pelo Teorema 53, a álgebra de grupo KC9 é não
semissimples, uma vez que a característica do corpo p = 3 divide a ordem de
C9. Por outro lado, devido ao Teorema 56, esta álgebra de grupo possui tipo de
representação finito, os 3-subgrupos de Sylow de C9 são o próprio grupo. Pelo

Lema 54 (b), temos o isomorfismo KC9
∼=
K[t]

(t9)
. A álgebra de polinômios

K[t]

(t9)
é isomorfa à álgebra de caminhos do quiver com relações

1 aYY I = < a9 >

Observe que esta é uma álgebra string, cujos módulos indecomponíveis são módulos
string e band. Um conjunto de representantes de string é dado por

S = {e1, a, a
2, a3, a4, a5, a6, a7, a8}

Além disso, não existem band, pois para nenhuma string (não trivial) S as
potências Sn são string para todo n ∈ N. Logo, a menos de isomorfismo, a
álgebra de grupo KC9 possui 9 módulos indecomponíveis. Pelas técnicas do
Capítulo 3, obtemos que o quiver de Auslander-Reiten de KC9 é descrito por
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M(a8)

$$II
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II

I
M(a8)

##F
FF

FF
FF

FF
F

· · ·

<<yyyyyyyyyy

$$H
HH

HH
HH

HH
H M(a7)

::uuuuuuuuu

%%LL
LL

LL
LL

LL
· · ·

M(a6)

%%LL
LL

LL
LL

LL

99rrrrrrrrrr
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II
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::uuuuuuuuuu

· · ·

::vvvvvvvvvv
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H M(a5)

99rrrrrrrrrr

%%LL
LL

LL
LL

LL
· · ·

M(a4)

%%LL
LL

LL
LL

LL

99rrrrrrrrrr
M(a4)
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II
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· · ·

::vvvvvvvvvv
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HH
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H M(a3)

99rrrrrrrrrr

%%LL
LL

LL
LL

LL
· · ·

M(a2)

%%LL
LL

LL
LL

LL

99rrrrrrrrrr
M(a2)

$$II
II

II
II

II
I

::uuuuuuuuuu

· · ·

::uuuuuuuuuu

$$I
II

II
II

II
I M(a)

99rrrrrrrrrr

%%LL
LL

LL
LL

LL
· · ·

M(e1)

99rrrrrrrrrr
M(e1)

::uuuuuuuuuu

Em cada linha, aparecem repetições do mesmo módulo, ou seja, τ(M) = M ,
para todo módulo M . Assim, se os identificarmos, obteremos um cilindro. Neste
exemplo, temos uma única componente do quiver de Auslander-Reiten e esta é,
obviamente, não regular.

5.3.2 Grupo de Klein

Consideremos a álgebra do grupo de Klein K(C2×C2) sobre um corpo algebrica-
mente fechado K de característica p = 2. Pelo Teorema 53, esta álgebra de grupo
é não semissimples. Observe também que os 2-subgrupos de Sylow de C2×C2 são
o próprio grupo, que é, em particular, o 2-grupo diedral de ordem 4. Portanto, a
álgebra K(C2 ×C2) tem tipo de representação manso, de acordo com o Teorema

56. Além disso, pelo Lema 54 (a) temos o isomorfismo K(C2 × C2) ∼=
K[t1, t2]

(t21, t
2
2)

.

Podemos verificar que ainda existe um isomorfismo entre a álgebra
K[t1, t2]

(t21, t
2
2)

e a

álgebra de caminhos do quiver com relações a seguir
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a DD1 bYY I = < a2, b2, ab− ba > (5.2)

o qual é dado levando t1 em a e t2 em b. Consequentemente, a álgebra do
grupo de Klein K(C2 × C2) sobre um corpo algebricamente fechado de caracte-
rística 2 é isomorfa à álgebra de caminhos do quiver com relações (5.2). A álgebra
de caminhos (5.2) é uma álgebra bisserial especial. Vamos obter os seus módulos
indecomponíveis e os morfismos irredutíveis entre eles a partir da técnica apresen-
tada no Capítulo 4. Como esta álgebra possui apenas uma relação binomial, a
saber ρ = ab− ba, existe um único módulo que não pode ser descrito em termos
de string ou band. Pelo Lema 46, o módulo M(ρ), referente à relação binomial,
é projetivo e injetivo. Além disso, o Lema 49 nos garante que tal módulo aparece
na sequência de Auslander-Reiten abaixo.

0 //M(ba−1) //M(e1)⊕M(ρ)⊕M(e1) //M(a−1b) // 0

Os demais módulos desta componente são string e estão compreendidos em sequên-
cias de Auslander-Reiten da forma abordada no Capítulo 3 para a álgebra string
A = < a2, b2, ab, ba >. Na linguagem de álgebras string, polarizando as flechas da
forma a++ e b−−, obtemos os seguites conjuntos de representantes de string e band,
respectivamente, S = {e1, (a

−1b)na−1, (b−1a)nb−1, (b−1a)n, (ba−1)n : n ∈ N, n ≥ 0}
e S ′ = {b−1a}.

As respectivas sequências de Auslander-Reiten induzidas pelas flechas a e b são

0 //M(b) //M(b−1ab−1) //M(b) // 0

e

0 //M(a) //M(a−1ba−1) //M(a) // 0 .

No caso da sequência induzida pela flecha a, devemos notar que ainda não conhe-
cemos a sequência de Auslander-Reiten que se inicia no módulo M(b−1ab−1), e
a mesma existe pelo fato de que este módulo não é injetivo, pois existe um único
módulo injetivo e este não é um módulo string. Como a string S = b−1ab−1 não
começa mas termina em um cume (Caso 2), obtemos a seguinte sequência de
Auslander-Reiten

0 //M(b−1ab−1) //M(b)⊕M(b−1ab−1ab−1) //M(b−1ab−1) // 0 .
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Já conhecemos a sequência que tem o módulo M(b) como seu primeiro termo,
embora ainda não conheçamos a que começa em M(b−1ab−1ab−1). De forma
análoga, a string S = b−1ab−1ab−1 também não começa mas termina em um
cume, daí obtemos

0 //M(S) //M(b−1ab−1)⊕M(b−1aS) //M(S) // 0 .

Prosseguindo dessa maneira, teremos

...

))TTT
TTT

TTT
TTT

TTT
TTT

TT
...

&&MM
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. . .

&&NN
NN

NN
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NN
NN

88qqqqqqqqqqqqqqqqq M(b−1ab−1ab−1ab−1)

**TTT
TTT

TTT
TTT

TTT

55jjjjjjjjjjjjjjjjjjjj
· · ·
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. . .
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**TTT
TTT

TTT
TTT

TTT
TTT

· · ·

M(b)

44jjjjjjjjjjjjjjjjjj
M(b)

88pppppppppppp

que origina um tubo homogêneo de posto 1. Similarmente, a sequência induzida
pela flecha b também induz a formação de outro 1-tubo, como podemos verificar
a seguir.

...
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TTT
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. . .
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Dizemos que os tubos induzidos pelas flechas são tubos string. Além disso, a única
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(a menos de representantes) band desta álgebra é b−1a. Assim, dado o espaço
vetorial K e um automorfismo 0 6= λ ∈ K, obtemos o respectivo módulo
M(b−1a, λ). Portanto, obtemos

. . .
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que também origina um 1-tubo para cada 0 6= λ ∈ K. Os tubos obtidos a partir
da band e automorfismos são chamados tubos band.

Por outro lado, como M(e1) não é um módulo projetivo nem um módulo inje-
tivo, pelo Teorema 21, existe uma sequência de Auslander-Reiten em que M(e1)
aparece como primeiro termo e uma outra em que ele aparece como último termo.
De fato, e1 é uma string que não começa nem termina em um cume (Caso 1)
e também não começa nem termina em um abismo (Caso D1), logo obtemos as
respectivas sequências

0 //M(e1) //M(a−1b)⊕M(a−1b) //M(a−1ba−1b) // 0

e
0 //M(ba−1ba−1) //M(ba−1)⊕M(ba−1) //M(e1) // 0 .

Notemos que a string a−1b não começa nem termina em um cume (Caso 1)
enquanto a string ba−1 não começa nem termina em um abismo (Caso D1), daí
obtemos as respectivas sequências

0 //M(a−1b) //M(a−1ba−1b)⊕M(a−1ba−1b) //M(a−1ba−1ba−1b) // 0
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e

0 //M(ba−1ba−1ba−1) //M(ba−1ba−1)⊕M(ba−1ba−1) //M(ba−1) // 0 .

Seguindo este mesmo raciocínio, obtemos a componente não regular do quiver de
Auslander-Reiten desta álgebra bisserial especial

. . .
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99tttttttttt
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Observe que, a menos do módulo projetivo-injetivo, os termos centrais das sequên-
cias de Auslander-Reiten que aparecem nesta componente se repetem, por isso, ao
invés de repetí-los, o representamos uma única vez com duas flechas chegando e/ou
partindo deles. Concluímos que o quiver de Auslander-Reiten da álgebra do grupo
de Klein é formado por dois 1-tubos string, um número infinito de 1-tubos band e
a componente não regular infinita acima. Um esboço desta descrição é ilustrado
na figura abaixo.
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5.3.3 Grupo Diedral

Seja K um corpo algebricamente fechado de característica p = 2 e considere o
grupo diedral infinito

G = < X, Y : X2 = Y 2 = 1 > .

Seja a álgebra A =
K < x, y >

(x2, y2)
, onde K < x, y > é a álgebra de polinômios não

comutativos
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nas variáveis x e y, então A ∼= KG. De fato, considere o homomorfismo de
álgebras

f : K < x, y > −→ KG
x 7−→ X − 1
y 7−→ Y − 1 .

Mostremos que Kerf = (x2, y2). Com efeito, como car K = 2, se p(x, y) =
x2p1(x, y) + y2p2(x, y) ∈ (x2, y2) então

f(p(x, y)) = f(x2)f(p1(x, y))+f(y
2)f(p2(x, y)) = f(x)2f(p1(x, y))+f(y)

2f(p2(x, y))

e, por outro lado, temos f(x)2 = (X − 1)(X − 1) = X2 + 1 = X2 − 1 = 0 e,
similarmente, f(y)2 = 0. Consequentemente, f(p(x, y)) = 0. Logo, Kerf ⊃
(x2, y2). Por outro lado, suponha que exista p(x, y) ∈ Kerf \ (x2, y2), então, sem
perda de generalidade, podemos supor p(x, y) = a0+a1x+a2y+a3xy+a4yx, com
nem todos os ai’s nulos. Daí, f(p(x, y)) = a0 + a1f(x) + a2f(y) + a3f(x)f(y) +
a4f(y)f(x) = 0 se, e somente se, ai = 0 para todo i ∈ {0, 1, 2, 3, 4}. O que é
uma contradição. Com isso, Kerf ⊂ (x2, y2). Além disso, para os geradores X
e Y , temos f(x + 1) = X e f(y + 1) = Y . Portanto, f é sobrejetora. Assim,
pelo Teorema do Isomorfismo de Álgebras, obtemos A ∼= KG.

Agora, considere o 2-grupo diedral de ordem 8

D8 = < X, Y : X2 = Y 2 = 1, (XY )2 = (Y X)2 >

Sobre um corpo algebricamente fechado de característica p = 2, KD8 é não
semissimples, pelo Teorema 53. Pelo Teorema 56, a álgebra de grupo KD8 possui
tipo de representação manso, uma vez que os 2-subgrupos de Sylow de D8 são
isomorfos a todo o grupo.

Lema 57 Sejam K um corpo algebricamente fechado de característica p = 2 e

A =
K < x, y >

(x2, y2)
, então

KD8
∼=

A

((xy)2 − (yx)2)
.

Demonstração: Usando o fato de que car K = 2, em KD8, temos
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0 = (XY )2 − (Y X)2 = (XY − Y X)2 = ((X − 1)(Y − 1)− (Y − 1)(X − 1))2 =

= ((X − 1)(Y − 1))2 − ((Y − 1)(X − 1))2 =

= (f −1(x)f −1(y))2 − (f −1(y)f −1(x))2 =

= f −1((xy)2 − (yx)2),

onde f : A −→ KG é o isomorfismo A ∼= KG induzido por f .

Portanto, a álgebra do grupo diedral D8 é isomorfa à álgebra de caminhos do
quiver com relações abaixo.

a DD1 bYY I = < a2, b2, (ab)2 − (ba)2 >

Esta álgebra é bisserial especial e possui uma única relação binomial. Pelo Lema
46, existe um módulo que é projetivo e injetivo M((ab)2−(ba)2) =M(ρ) referente
à relação binomial. Definindo A := aba e B := bab, pelo Lema 49, tal módulo
aparece na sequência de Auslander-Reiten abaixo.

0 //M(AB−1) //M(ab)⊕M((ab)2 − (ba)2)⊕M(ba) //M(A−1B) // 0

O Teorema 47 nos garante que os demais módulos indecomponíveis desta álge-
bra são string e band, sendo que estes estão compreendidos nas sequências de
Auslander-Reiten como descritas no Capítulo 3. Na linguagem de álgebras string,
polarizemos as flechas a e b por a++ e b−−. As sequências induzidas pelas flechas
a e b são, respectivamente,

0 //M(B) //M(B−1aB−1) //M(B) // 0

e
0 //M(A) //M(A−1bA−1) //M(A) // 0 .

A string B−1aB−1 não começa mas termina em um cume (Caso 2). Fazendo D =
B−1, obtemos a sequência de Auslander-Reiten iniciando no módulo M(B−1aB−1)

0 //M(B−1aB−1) //M(B−1aB−1aB−1)⊕M(B) //M(B−1aB−1) // 0 .

A string S = B−1aB−1aB−1 também não começa mas termina em um cume
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(Caso 2). Daí, iniciando no módulo M(S) obtemos a sequência de Auslander-
Reiten

0 //M(S) //M(B−1aS)⊕M(B−1aB−1) //M(S) // 0 .

Podemos observar que as string que vão aparecendo nestas sequências não come-
çam mas terminam em um cume. Com esse raciocínio, obtemos
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o que nos dá origem a um tubo homogêneo de posto 1. Similarmente, a partir da
sequência induzida pela flecha b também obtemos um tubo homogêneo de posto
1. Considere C = A−1bA−1
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Agora, vamos obter a sequência de Auslander-Reiten em que o módulo M(AB−1)
aparece como último termo. A string S ′ = AB−1 não começa nem termina em
um abismo (Caso D1). Daí, obtemos a seguinte sequência de Auslander-Reiten
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0 //M(Ab−1S ′aB−1) //M(Ab−1S ′)⊕M(S ′aB−1) //M(S ′) // 0 .

A partir dessa sequência, utilizamos a descrição das sequências de Auslander-
Reiten terminando em módulos string (páginas 45–45) para obtermos as sequên-
cias que terminam com os módulos M(Ab−1AB−1), M(AB−1aB−1) e
M(Ab−1AB−1aB−1). Como estes módulos não são injetivos nem projetivos, pelo
Teorema 21, existe uma sequência de Auslander-Reiten começando e uma termi-
nando neles. A partir dos módulos que aparecem nestas sequências seguimos o
mesmo raciocínio. O módulo M(A−1B) aparece como um dos termos centrais da
sequência

0 //M(ab) //M(aba−1B)⊕M(A−1B) //M(A−1Ba−1B) // 0 .

Já conhecemos a sequência de Auslander-Reiten que termina nele (veja página 74),
vamos encontrar a sequência em que ele aparece como primeiro termo. Como a
string S ′′ = A−1B não começa nem termina em um cume (Caso 1), obtemos a
sequência de Auslander-Reiten

0 //M(S ′′) //M(S ′′a−1B)⊕M(A−1bS ′′) //M(A−1bS ′′a−1B) // 0 .

De modo análogo, podemos partir desta sequência e da descrição das sequências de
Auslander-Reiten começando em módulos string (veja páginas 41–42) para obter
as demais sequências começando nos módulos que aparecem a partir da mesma.
Com isso, obtemos a seguinte componente não regular do quiver de Auslander-
Reiten.

...

((QQ
QQ

QQ
QQ

QQ
QQ

QQ
QQ

...

&&MM
MM

MM
MM

MM
MM

M . . .

. . .

&&MM
MM

MM
MM

MM
MM

88qqqqqqqqqqqqqqqq M(Ab−1ab)

&&MM
MM

MM
MM

MM
M

88qqqqqqqqqqqqq
M(aba−1B)

%%KK
KK

KK
KK

KK
KK

99ttttttttttt

M(Ab−1AB−1)

((PP
PP

PP
PP

PP
PP

P

66mmmmmmmmmmmmm
M(ab)

&&LL
LL

LL
LL

LL
L

88qqqqqqqqqqq
. . .

. . .

99rrrrrrrrrrrrrr

&&LL
LL

LL
LL

LL
LL

L M(AB−1) //

99rrrrrrrrrrr

%%LL
LL

LL
LL

LL
L

M(ρ) //M(A−1B)

::uuuuuuuuuuuu

$$II
II

II
II

II
II

I

M(AB−1aB−1)

66nnnnnnnnnnnnn

((QQ
QQQ

QQQ
QQQ

QQQ
QQQ

M(ba)

88rrrrrrrrrrr

&&MM
MM

MM
MM

MM
MM

M
. . .

. . .

88qqqqqqqqqqqqqq ...

88qqqqqqqqqqqqq ...

99tttttttttttttt

76



Notemos também que a string S = e1 não apareceu em nenhuma das três com-
ponentes de Auslander-Reiten anteriores. O módulo M(e1) não é projetivo nem
injetivo, portanto existem sequências de Auslander-Reiten começando e termi-
nando nele. A string S = e1 não começa nem termina em um cume (Caso 1), e
mais, S = e1 também não começa nem termina em um abismo (Caso D1). Dessa
forma, obtemos que as sequências de Auslander-Reiten começando em M(e1) e
terminando em M(e1) são, respectivamente,

0 //M(e1) //M(A−1b)⊕M(a−1B) //M(A−1ba−1B) // 0

e

0 //M(Ab−1aB−1) //M(aB−1)⊕M(Ab−1) //M(e1) // 0 .

Prosseguindo com esse raciocínio para os demais módulos, obtemos
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Definimos duas aplicações D,E : S −→ S como segue. Se C é uma string
tal que C = SaB−1 ou C = SbA−1, para alguma string S, então D(C) :=
S. Caso contrário, D(C) := Ca−1B ou D(C) := Cb−1A, dependendo da
composição (ou polarização) que “preserva” string. Agora, se C é uma string tal
que C = Ab−1S ou C = Ba−1S, para alguma string S, então E(C) := S. Caso
contrário, E(C) := A−1bC ou E(C) := B−1aC, dependendo da composição
(ou polarização) que “preserva” string. Podemos observar que as aplicações D
e E são bijeções. E mais, temos ED = DE. Com isso, as aplicações inversas
a D e a E, respectivamente, são dadas como segue. Se S ∈ S é tal que
S = Ca−1B ou S = Cb−1A, para alguma C ∈ S, então D−1(S) := C. Caso
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contrário, D−1(S) := SaB−1 ou D−1(S) := SaB−1, dependendo da composição
(ou polarização) que “preserva” string. Por outro lado, se S ∈ S é tal que
S = A−1bC ou S = B−1aC, para alguma C ∈ S, então E−1(S) := C. Caso
contrário, E−1(S) := Ab−1S ou E−1(S) := Ba−1S, dependendo da composição
(ou polarização) que “preserva” string. A partir disso, se C é uma string tal que
C e C−1 são diferentes das string que aparecem nas componentes induzidas por
flechas (veja página 75) e diferentes das que aparecem na componente não regular
(veja página 76), temos
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Por outro lado, temos um número infinito de band, por exemplo, ab−1, aba−1b−1,
Ab−1, Ba−1, AB−1, a(B−1A−1)nB−1, para todo n ∈ N. Com isso, dados um
espaço vetorial V e um automorfismo ϕ : V −→ V , obtemos o respectivo módulo
M(C,ϕ), onde C é uma band. E daí, obtemos
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Logo, para cada 0 6= λ ∈ K, temos um tubo homogêneo de posto 1.

Concluímos que o quiver de Auslander-Reiten desta álgebra bisserial especial é
formado por dois 1-tubos string, um número infinito de 1-tubos band, um número
infinito de componentes planas (como fizemos na página 78) e uma componente
não regular mostrada na página 76.

Sobre um corpo K algebricamente fechado de característica 2, o caso dos 2-grupos
diedrais finitos de ordem 4q, sendo q uma potência de 2, são similares a este.
Podemos provar o isomorfismo

KD4q
∼=

A

((xy)q − (yx)q)

e, daí, a álgebra de grupo KD4q é isomorfa a álgebra de caminhos do quiver com
relações K(Q, I ′), onde I ′ = < a2, b2, (ab)q − (ba)q >. Definindo A := (ab)q−1a
e B := (ba)q−1b encontramos a mesma descrição para a componente de string C
tais que C e C−1 são diferentes de A, B, AB−1 e A−1B. As componentes
planas, os tubos string e os band também serão similares. Uma pequena alteração
ocorre na componente não regular, embora o raciocínio seja o mesmo.

5.3.4 Outros Exemplos

Considere o grupo alternado de 4 elementos A4, cuja ordem é |A4| = 223. Se
K é um corpo algebricamente fechado de característica 3, já que os 3-subgrupos
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de Sylow de A4 são isomorfos ao grupo cíclico C3, segue do Teorema 56 que a
álgebra de grupo KA4 tem tipo de representação finito.

Por outro lado, sobre um corpo K de característica 2, um dos 2-subgrupos de
Sylow de A4 é formado por {Id, (12)(34), (13)(24), (14)(23)}, ou seja, os seus
2-subgrupos de Sylow são isomorfos ao grupo de Klein C2 ⊕ C2. Daí, segue do
Teorema 56, que a álgebra de grupo KA4 tem tipo de representação infinito
manso. Suas representações podem ser obtidas por meio da Teoria de Clifford
(veja [4], página 112).

Observação: Nos casos em que a álgebra de grupo possui tipo de representação
selvagem, podemos decompô-la em blocos e descrever o quiver de Auslander-Reiten
de alguns destes. Ao leitor interessado, temos a seguir uma classificação do tipo de
representação destes blocos. Observe a semelhança com o Teorema de Bondarenko
e Drozd (página 66).
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Teorema 58 (veja [10]) Sejam K um corpo algebricamente fechado de caracte-
rística p e G um grupo, tal que p divide a ordem |G| de G. Seja B um
bloco da álgebra de grupo KG.

(i) Se o grupo defect2 de B é cíclico, então B tem tipo de representação finito.

(ii) Se p = 2 e o grupo defect de B é diedral, semidihedral ou quatérnio, então
B tem tipo de representação manso.

(iii) Em todos os outros casos, B tem tipo de representação selvagem.

2Pode-se fazer uma analogia dos grupos defect dos blocos com os subgrupos de Sylow de um
grupo.
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