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Resumo

ALMEIDA, Priscila Roque de, M.Sc. Universidade Federal de Vicosa, Fevereiro
de 2014. Modelos epidémicos SIR, continuos e discretos, e estratégias de
vacinagao. Orientador: Mehran Sabeti. Coorientadores: Lucy Tiemi Takahashi
e Kennedy Martins Pedroso.

O objetivo principal desde trabalho é estudar e discretizar os modelos epidéemi-
cos SIR (Suscetiveis-Infectados-Recuperados) desenvolvidos por McKendrick e
Kermack em 1927, [11], entre eles consideramos os modelos simples com dinamica
vital e com estratégias de vacinacao constante e em pulsos, como método de con-
trole epidémico. O estudo da estabilidade dos modelos em tempo continuos com
vacinagao em pulsos é feito por meio, da Teoria de Floquet. Ja o método de
aproximacao de diferencas finitas para frente é utilizado para discretizar os siste-
mas continuos e é apresentada a analise sobre a estabilidade dos novos sistemas

encontrados. Os resultados tedricos sao confirmados por simulagoes numéricas.
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Abstract

ALMEIDA, Priscila Roque de, M.Sc. Universidade Federal de Vigosa, February,
2014. SIR epidemic models, continuous and discrete, and vaccination
strategies. Adviser: Mehran Sabeti. Co-Advisers: Lucy Tiemi Takahashi and
Kennedy Martins Pedroso.

The main objective of this work is to study and discretize the epidemic SIR
model (Susceptible-Infected-Recovered) developed by Kermack and McKendrick
in 1927 [I1], between its consider the simple models with vital dynamics and
constant and vaccination strategies pulses, as a method of epidemic control. The
study of the stability of continuous-time models with pulse vaccination is done
by means of the Floquet theory. Already the method of finite difference appro-
ximation is used to forward discretize continuous systems and the analysis on
the stability of the new systems found is displayed. The theoretical results are

confirmed by numerical simulations.



Introducao

A Epidemiologia é a ciéncia voltada para o estudo da frequéncia e o padrao dos
eventos relacionados com o processo satide-doenca em determinada populacao.
Fundamenta-se no método cientifico e oferece subsidios para agoes voltadas a
prevencao e ao controle de doengas. Seu desenvolvimento como ciéncia objetiva
a melhoria das condigoes de saide da populagdo humana [1§].

Uma das razoes principais para o estudo de doengas infecciosas é melhorar o
controle para tentar erradica-las. Os modelos podem ser uma ferramenta pode-
rosa nesta abordagem, o que nos permite otimizar o uso de recursos limitados
ou simplesmente direcionar medidas de controle mais eficientes. Existem varias
formas de medida de controle que funcionam de modo a reduzir a quantidade
média de transmissao entre individuos infecciosos e suscetiveis. Quais estratégias
de controle e, ou, mistura de estratégias serao utilizadas dependera da doenca,
dos hospedeiros e da dimensao da epidemia [9].

Devido a relevancia deste assunto, varios pesquisadores vém desenvolvendo
modelos matematicos que possam contribuir para a compreensao e controle das
doencas infecciosas. Esta area, denominada Epidemiologia Matematica, vem se
fortalecendo nos ultimos tempos e o interesse em modelar doengas infecciosas tem
sido objeto de estudos de intimeros trabalhos em todo o mundo [5].

Neste trabalho apresentaremos um estudo do modelo epidemioldgico SIR (Sus-
cetiveis-Infectados-Recuperados), desenvolvido por McKendrick e Kermack em
1927, [I1], que refere-se a doengas onde o individuo adquire imunidade apds
curar-se da infeccao. Entre as doencas que podem ser estudadas com este mo-
delo encontram-se a Rubéola, o Sarampo e a Variola. Além do modelo simples
com dinamica vital, estudaremos duas estratégias de vacinacao como método de
controle epidémico, a vacinagao constante e a em pulsos.

Os modelos que serao analisados neste trabalho seguem a mesma linha do tra-
balho proposto por B. Shulgin, L. Stone e Z. Agur, [16], no qual utilizam Equagoes
Diferenciais para a modelagem do problema e fazem uma analise da estabilidade
dos sistemas. Para complementar o trabalho utilizaremos o método de apro-
ximacao de diferencas finitas para frente para discretizar os sistemas continuos.
Em seguida, faremos um estudo sobre a estabilidade de cada sistema discreto
encontrado. Um aspecto importante da discretizagao é o ponto de vista distinto
para estudar o modelo epidemiolégico SIR, que aprova os modelos continuos e
¢ mais pratico para aplicar os dados reais, além da facilitar a implementacao
computacional.



Para tornar o texto mais dinamico este trabalho foi estruturado da seguinte
maneira;

No Capitulo [1| falaremos sobre Modelagem Matematica, dando atengao espe-
cial a epidemiologia matematica. Definiremos os principais termos epidemiologicos
e conceitos bioldgicos que serao utilizados no trabalho, noc¢oes sobre a origem dos
estudos nesta area, vacinagao e reprodutibilidade basal também serao apresenta-
das.

No Capitulo [2[ faremos um estudo dos modelos SIR simples, com vacinagao
constante e pulsos no tempo continuo, seguindo as mesmas ideias usadas por B.
Shulgin, L. Stone e Z. Agur, [16]. As simulag¢oes numéricas dos modelos serao
apresentadas ao final de cada secao.

No Capitulo |3| propomos a discretizacao dos modelos continuos apresentados
no Capitulo [2| e analisaremos os pontos de equilibrio e estabilidade dos novos
modelos. Algumas simulagoes numéricas também serao apresentadas ao final de
cada secao.

No Capitulo [4 apresentaremos os principais resultados encontrados neste tra-
balho e uma comparacao entre os modelos continuos e discretos.

Nos Apéndices e disponibilizaremos informacoes complementares so-
bre a Teoria de Floquet, método utilizado para o estudo da estabilidade de siste-
mas com coeficientes periédicos, e o Critério de Jury, que nos auxilia a mostrar
a estabilidade de sistemas com equagoes de diferencas.

Os graficos apresentados no Capitulo 2 foram desenvolvidos no software Ma-
tlab com a ajuda dos pacotes pplaneS§ e odesolve, que geram planos de fase e
dinamica entre as populagoes em determinado periodo de tempo, respectivamente;
no Capitulo 3, os sistemas inicialmente foram programados em linguagem C e os
dados obtidos plotados no Matlab. Alguns programas utilizados para a plotagem
dos gréficos podem ser encontrado no Apéndice [A.3]



Capitulo 1

Modelagem Matematica em
Epidemiologia

Neste capitulo apresentamos alguns conceitos bésicos sobre epidemiologia,
que serao utilizados ao longo deste trabalho, além de uma breve introducao
a origem da Epidemiologia Matematica. Comentamos sobre alguns modelos
matemadticos epidemiolégicos classicos, como o SI (Suscetiveis-Infectados), SIS
(Suscetiveis-Infectados-Suscetiveis) e SIR (Suscetiveis-Infectados-Recuperados),
sendo o ultimo nosso objeto de estudo, e mostramos algumas etapas do desenvol-
vimento de modelos matematicos baseados em conhecimentos biolégicos, como a
analise da taxa de reprodutibilidade basal.

1.1 Conceitos basicos de Epidemiologia

A Epidemiologia é a ciéncia voltada para o estudo da frequéncia e o padrao dos
eventos relacionados com o processo satide-doenca em determinada populacao.
Ela busca a causa e os fatores que influenciam a ocorréncia destes processos,
além das taxas ou riscos de doenca nessa populacgao. Fundamenta-se no método
cientifico e oferece subsidios para acgoes voltadas a prevencao e ao controle de
doencas. Assim, seu desenvolvimento como ciéncia objetiva a melhoria das condi-
¢oes de satude da populagao humana [18].

Devido a relevancia deste assunto, varios pesquisadores vém desenvolvendo
modelos matematicos que possam contribuir para a compreensao e controle de
doencas infecciosas. Esta area, denominada Epidemiologia Matematica, vem se
fortalecendo nos tltimos tempos e o interesse em modelar doencas infecciosas tem
sido objeto de estudos de intimeros trabalhos em todo o mundo [5].

O objetivo da Epidemiologia Matematica é descrever quantitativamente o
fenomeno e fornecer informagoes epidemioldgicas e dados estatisticos sobre os
parametros envolvidos, como a forca de infeccao, reprodutibilidade basal e a taxa
de contato [15].

Os principais termos epidemioldgicos utilizados neste trabalho sao:
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o coeficiente de morbidade: Medida de frequéncia da doenga em uma po-
pulacao, em determinada localidade e durante um intervalo de tempo especifico;

o coeficiente de mortalidade: Medida de frequéncia de 6bitos em uma po-
pulacao durante um intervalo de tempo especifico. No presente estudo incluimos
os Obitos por todas as causas, neste caso o coeficiente de mortalidade é também
chamado de taxa de mortalidade;

a epidemia: Quando o nivel de infeccao é crescente em uma comunidade,
ocorre quando uma doenca que se desenvolve de forma répida, fazendo varias
vitima;

a incidéncia: Nimero, ou propor¢ao, de novos casos de determinada doenca
que surgem em uma populacao em um determinado intervalo de tempo;

a infeccao: Refere-se a invasao, desenvolvimento e multiplicagao de um micro-
organismo no organismo humano, no caso deste estudo, podendo causar doengas.
Esta invasao desencadeia no hospedeiro uma série de reagoes do sistema imu-
nolégico;

o periodo de incubac¢ao: Intervalo de tempo entre o momento de infeccao e o
aparecimento dos primeiros sintomas da doenc¢a no hospedeiro;

o periodo de infeccao: Periodo no qual o individuo infectado é capaz de trans-
mitir a doenca a outro hospedeiro suscetivel;

o periodo latente: Periodo de evolucao clinica de determinada doenca, no
qual o virus replica-se no interior das células parasitadas do individuo. Esta
compreendido entre o momento de infeccao e a existéncia material da infecgao no
organismo, nele o individuo ainda nao apresenta sintomas da doenca;

o removido: Individuo retirado da interacao suscetivel-infeccioso por meio
da recuperagao, com imunidade temporaria ou permanente, por isolamento, até
obter a cura e a imunidade, ou por morte;

o suscetivel: Hospedeiro que nao possui resisténcia contra um determinado
agente patogénico, podendo tornar-se infectado caso entre em contato com tal
agente;

a taza de contato: Medida de frequéncia de encontro entre individuos sus-
cetiveis e infectados;

a transmissao: Processo pelo qual um virus passa de uma fonte de infeccao
para um novo hospedeiro;

e a vacina: Preparacao que contém microrganismos vivos, mortos ou fracoes
deles, aplicada nos individuos com o objetivo de imuniza-los contra a doenca.
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1.2 Origem da Epidemiologia Matematica

O interesse pela epidemia de doencas infecciosas e a mortalidade humana as-
sociada a elas tem uma longa histéria, com seu inicio registrado na obra Epidemia
de Hipdcrates (458-377 a.C.). Nesta mesma época, nas obras de Aristételes (384-
322 a.C.), surgiram os primeiros registros sobre a idéia da existéncia de seres
invisiveis como causadores das doencas (apud [17]).

Um marco na aplicacao sistematica de matematica como suporte de estudo e
entendimento das doencas infecciosas foi o trabalho “Fssai d’une nouvelle analyse
de la mortalité causée par la petite verole, et des advantages de l’inoculation pour
la prévenir” de Daniel Bernoulli (1700 - 1782), publicado em 1760, cujo objetivo
principal era influenciar a politica de saide publica (apud [15]).

No mesmo periodo, em 1798, o economista Thomas Robert Malthus (1766-
1834) publicou o livro “Um ensaio sobre o principio da popula¢do na medida em
que afeta o melhoramento futuro da sociedade, com notas sobre as especulagoes
de Mr. Godwin, M. Condorcet e outros escritores”, onde utilizava de modelos
matematicos como principio fundamental para a hipdtese de que as populagoes
humanas crescem em progressao geométrica. Nele estudou possibilidades de res-
tringir esse crescimento, uma vez que os meios necessarios para a sobrevivéncia
humana poderiam nao acompanhar o crescimento exponencial. Surge assim o
modelo malthusiano [15].

Outros trabalhos mais abrangentes surgiram apds a publicacao de Malthus,
mas somente depois de decorridos 110 anos, foram formuladas teorias especificas
sobre transmissao de doencas infecciosas. Os modelos de W. H. Hamer, em 1906,
e do médico britanico Sir Ronald Ross (1857-1932), em 1908, apresentavam te-
orias especificas sobre a transmissao de doencas infecciosas em uma expressao
matematica simples e ainda investigaram as propriedades decorrentes destes mo-
delos. Hamer postulou que o desenvolvimento de uma epidemia depende de fa-
tores como o numero de suscetiveis, o nimero de infectados e a taxa de contato
entre suscetiveis e infectados, resultando em um dos conceitos mais importantes
na epidemiologia matematica, o principio da acao das massas. Este principio foi
originalmente formulado em um modelo que se considerava tempo discretizado,
mas Sir Ronald Ross transladou-o para o modelo de malaria com tempo continuo
[17].

Ao estudar a dinamica de transmissao da malaria, Ronald Ross sugeriu que
devia existir um valor limiar de densidade de mosquitos abaixo do qual ocor-
reria a extincao da malaria. Este pode ter sido o prenuncio do Teorema do
Limiar, proposto por Kermack (1898-1970) e McKendrick (1876-1943) em 1927,
segundo o qual ha uma densidade critica de individuos suscetiveis abaixo da qual
a introducao de individuos infectados nao provoca uma epidemia. A densidade
limiar depende de fatores como infectividade, recuperacao da doenca e taxa de
mortalidade relativa a epidemia. Posteriormente, as ideias de Hamer e Ross fo-
ram desenvolvidas em detalhes por Soper (1893-1977), em 1929, que estudou os
mecanismos responséveis pela periodicidade das epidemias [15].

Kermack e McKendrick publicaram trés artigos, em 1927, 1932 e 1933, nos
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quais relatam a dinamica de transmissao de uma doenca em termos de um sis-
tema de equagoes diferenciais, onde introduzem matematicamente o conceito de
imunidade e de vacinagao. Demonstraram que o vacinagao total de um populacao
nao é necessaria para a erradicacao de uma doenca. Esta teoria provou o seu valor
durante a erradicacao de variola, em 1970: a vacinacao de cerca de 80 por cento
de toda a populagao mundial foi suficiente para a erradicagao do virus [12].

Em 1955, Whiter estendeu a teoria do valor limiar, considerando modelos
deterministicos mais complexos. Anderson e May, em 1986, mostraram a im-
portancia da heterogeneidade na transmissao das infecgoes no trabalho “The in-
vasion, persistence and spread of infectious diseases within animal and plant com-
munities”, marcando significativos avancos na Epidemiologia Matematica [15].

1.3 Vacinacao como método de controle epidémico

Uma das razoes principais para o estudo de doengas infecciosas é melhorar o
controle para tentar erradica-las. Os modelos podem ser uma ferramenta pode-
rosa nesta abordagem, o que nos permite otimizar o uso de recursos limitados
ou simplesmente direcionar medidas de controle mais eficientes. Existem varias
formas de medida de controle que funcionam de modo que reduz a quantidade
média de transmissao entre individuos infecciosos e suscetiveis. Quais estratégia
de controle, ou mistura de estratégias, serao utilizadas dependera da doenca, do
hospedeiros e da dimensao da epidemia [9].

Desde a antiguidade observou-se que as pessoas, ao se recuperarem de cer-
tas moléstias, tornavam-se imunes, ou seja, nao eram acometidas pela mesma
moléstia. Por isso, desde o século XV tentava-se, deliberadamente, induzir a
imunidade nos individuos que nao haviam tido contato prévio com o virus da
variola [I7]. Edward Jenner foi o responsavel por desenvolver a primeira técnica
de vacinacao, em 1796. Ele desenvolveu a vacina a partir de outra doenca, a
cowpox - tipo de variola que acometia as vacas, pois percebeu que as pessoas que
ordenhavam as vacas adquiriam imunidade a variola humana. Por meio do mate-
rial obtido da raspagem de lesoes de pele de uma ordenhadora que havia contraido
a variola da vaca, ele inoculou um menino e, posteriormente, realizou o processo
no mesmo menino, inoculando neste o pus de um individuo no estagio ativo da
variola. Com este experimento, Jenner notou que o menino nao contraiu a forma
mais agressiva da doenca, mostrando, assim, que a estratégia de vacinacdo havia
induzido a imunidade contra a variola. Consequentemente, a palavra vacina, de-
rivada do termo Latim wvaccinae e que significa “da vaca”, por analogia, passou
a designar todo o indculo que tem capacidade de produzir anticorpos. A variola
foi erradicada em 1980, menos de 200 anos apods a descoberta de sua vacina, de
acordo com a Organizacdo Mundial de Satde - OMS [3].

Assim, uma vacina é produzida a partir de substancias infectantes, partes
de virus e bactérias, ou ainda, de bactérias ou virus completos atenuados ou
mortos. Estas particulas nao desenvolvem a doenca no organismo, uma vez que
sao enfraquecidas, mas induzem o sistema imune a produzir anticorpos de defesa.
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Esse processo recebe o nome de resposta imunitaria primaria. As células de
defesa produzidas perduram no organismo e detém durante muitos anos, ou pelo
resto da vida do individuo, a capacidade de identificar agentes infecciosos com
0S quais o corpo ja esteve em contato. Assim, caso o organismo seja atacado
pelo microrganismo contra o qual foi imunizado, serd desencadeada a resposta
imunitaria, que é instantanea e intensa, dessa forma os agentes infecciosos serao
destruidos imediatamente, antes mesmo de surgirem os primeiros sintomas da
doenca [7].

A vacina é geralmente aplicada profilaticamente a uma propor¢ao da po-
pulacao, de modo a reduzir consideravelmente o niimero de individuos suscetiveis.
As campanhas de vacinacao profilaticas conseguem reduzir a incidéncia de muitas
infecgoes na infancia em todo o mundo, uma vez que sao desenvolvidas para vaci-
nar a grande maioria das criangas pequenas e recém-nascidos. Em 1988, a OMS
resolveu usar campanhas semelhantes a da variola para erradicar a poliomielite
em todo o mundo até 2005, este ainda é um trabalho em andamento, embora
tenha sido feito muito progresso até esta data.

1.4 Diferentes modelos epidemioldgicos

A maioria dos modelos epidémicos baseiam-se na divisao da populacao do
hospedeiro em compartimentos. Os compartimentos sao definidos levando em
consideracao as caracteristicas ou propriedades fisicas e epidemioldgicas de cada
doenga especifica [I]. Os compartimentos sao disjuntos e a soma de todos eles
nos da a populacao total. Podemos classifica-los como:

i) Suscetiveis: individuos que nao adquiriram imunidade contra a infecgao,
podendo tornar-se infectados caso sejam expostos a ela;

ii) Infectados: Individuos que contrairam a doenga e podem transmiti-la aos
suscetiveis;

iii) Recuperados: individuos que sdo imunes a infec¢ao e, consequentemente,
nao afetam de nenhuma forma a dinamica de transmissao;

denotamos por S, I e R o nimero de individuos suscetiveis, infectados e recupe-
rados, respectivamente.

Para determinar o modelo a ser utilizado para cada tipo de doenca devemos
analisar as caracteristas desta. O modelo SI (Suscetivel-Infectado) ¢ utilizado
para doengas onde o individuo, uma vez infectado, nao consegue tornar-se imune
ou obter a cura da doenga, permanecendo infectado até seu 6bito. A AIDS é um
exemplo de doenca que pode ser estudada por meio do modelo SI. O esquema
compartimental para este modelo é representado na Figura onde 3 ¢é a taxa
de infeccdo e m a taxa de natalidade/mortalidade.
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Infectados

Figura 1.1: Esquema compartimental do modelo SI com dinamica vital. As setas
indicam o fluxo de entrada e saida de cada compartimento e os parametros m e
[ as taxa de natalidade/mortalidade e de infeccao, respectivamente.

Para doengas como a gripe e a meningite, utilizamos o modelo SIS (Suscetivel-
Infectado-Suscetivel). Nestes casos apés se infectarem os individuos conseguem se
recuperar, porém nao ha imunidade em relacao a doenca. Os individuos passam
a classe dos infectados pelo contato com individuos ja infectados e, apds um
periodo de tempo (periodo de infec¢ao), passam a ser suscetiveis novamente [15].
A representagao compartimental deste modelo é apresentada na Figura[1.2] onde
f é a taxa de infecgdo, m a taxa de natalidade/mortalidade e g é a taxa de
recuperacao.

S

Figura 1.2: Esquema compartimental do modelo SIS com dinamica vital. As
setas indicam o fluxo de entrada e saida de cada compartimento e os parametros
m, [ e g as taxa de natalidade/mortalidade, de infec¢do e de recuperacao, res-
pectivamente.

Desenvolvido por McKendrick e Kermack no ano de 1927, [I1], o modelo SIR
(Suscetivel-Infectado-Recuperado) refere-se a doengas onde o individuo adquire
imunidade apods curar-se da infeccao. Entre as doencas que podem ser estudadas
neste modelo encontram-se a rubéola, o sarampo e a variola.
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Suscetiveis Infectados
I

Figura 1.3: Esquema compartimental do modelo SIR simples com dinamica vi-
tal. As setas indicam o fluxo de entrada e saida de cada compartimento e os
parametros m, e g as taxa de natalidade/mortalidade, de infeccao e de recu-
peragao, respectivamente.

Na Figura |1.3| encontramos a representacao compartimental para o modelo
SIR, onde 8 é a taxa de infeccao, m a taxa de natalidade/mortalidade e g é a
taxa de recuperacao.

Neste trabalho iremos estudar o impacto de duas diferentes estratégias de
vacinacao no crescimento da infeccao, de doencas que podem ser representadas
pelo modelo SIR.

1.5 Conceitos biolégicos

Desenvolve-se um modelo matematico fazendo hipdteses de quantificagao base-
adas nos conhecimentos biolégicos do fenomeno da interacao hospedeiro-parasita.
Este aspecto releva que nao existe modelo matemaético definitivo que retrate fide-
dignamente a interacao hospedeiro-parasita; ao contrario, existe uma constante
interacao entre os avancos dos conhecimentos biolégicos a respeito do virus e dos
individuos e os modelos propostos. Assim, os modelos matematicos estao em
constante aprimoramento utilizando-se das descobertas no campo das ciéncias
médicas e bioldgicas, assim como estas poderao beneficiar-se daqueles [17].

Desta forma, torna-se essencial a modelagem matematica conhecer melhor
alguns conceitos bioldgicos. Sabemos que as doencas infecciosas causadas por
virus ou bactérias sao transmitidas através de contato fisico, direto ou indireto.
O individuo é denominado infectado quando inoculado pelo agente infeccioso. O
organismo percebendo a infecgao, produz anticorpos que combatem o virus até
leva-lo a uma concentragao quase nula (cura), impedindo a sua propagacao para
o meio ambiente. Descrevemos por ¢~ o tempo que o individuo leva para se
recuperar da infeccao, tornando-se imune apds esse periodo. Assim o parametro
g é chamado taxa de recuperagao [12]. O virus precisa infectar novos individuos
suscetiveis provocando novos casos da doencga. O ntumero de vezes que um in-
dividuo infectado entra em contato com outros individuos em uma unidade de
tempo é definida como taxa de contato, que representamos por 3, ela descreve
dois pontos importantes:
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- a maneira como os individuos de uma comunidade estao interagindo entre
Si;

- e a capacidade de infectividade de virus.

A taxa de contato depende de diversos fatores, entre eles o convivio entre os
individuos, a diversidade genética do virus e do hospedeiro e a distribuicao de-
mografica dos individuos. Para que a taxa seja mais simples, vamos desconsiderar
qualquer tipo de heterogeneidade na populagao [17].

Suponhamos que a probabilidade de infeccao para cada contato seja ¢, assim o
termo ¢ indica a capacidade de um individuo infectado infectar outras pessoas.
Sabendo que este individuo nao pode infectar outros componentes a nao ser os
suscetiveis, podemos reescrever o termo da capacidade de infeccao como

Cbﬁl;y (1.1)

onde T representa a populacao total, que é a soma de todos os indivivuos sus-
cetiveis, infectados e recuperados, T'=S + I + R. Ao termo (1.1)) chamamos de
razao de infec¢ao. Desta forma, o nimero de novos infectados é dado por

B2l (12

sendo também conhecido como incidéncia da doenca, que representa a trans-
feréncia dos individuos da classe suscetivel para a classe de infectados.

Quando a taxa de contato é proporcional ao nimero total de individuos,
81 = k1T com k; € R, obtemos a seguinte taxa de incidéncia

551, (1.3)

onde § = ¢k é o chamado coeficiente de transicao. Este modelo é mais realistico,
pois se a populacao total aumentar, o nimero de contatos entre os individuos sera
maior, deste modo a taxa de contato aumentara, por outro lado, caso a populacao
total se reduza, o contato entre os individuos também sera reduzido assim a taxa
de contato serd menor.

Por outro lado, quando a taxa de contato é constante, 31 = ky com kg € R,
obtemos como incidéncia

BSIT

onde 8 = ¢ky é chamada incidéncia padrao [13], ou forga de infecgao.

E importante notar que nestas expressoes pressupoe-se que a populagao esta
homogeneamente distribuida, ou seja, todos os individuos suscetiveis tém a mesma
probabilidade de ser infectado. Neste trabalho para facilitar os calculos iremos
considerar, além da homogeneidade da populagao, que nao existe processos de
migracao nesta e que a taxa de contanto é constante, assim o nimero de novos
individuos infectados sera descrita pela equagao .
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1.6 Reprodutibilidade basal

A reprodutibilidade basal, denotada por Ry, é o termo utilizado para designar
o numero de casos secunddrios da doengas gerados a partir de um caso primario
que um individuo infectado produz durante todo o seu periodo de infecgcao entre
uma populagao inteiramente suscetivel [4]. Desta forma, para avaliar se deter-
minada doenca causara ou nao um surto epidémico basta usarmos o nimero de
reprodutibilidade basal.

A teoria a respeito do parametro Ry, também denominado como valor limiar,
surgiu em 1927 com os estudos dos pesquisadores britanicos Kermack e McKen-
drick. E de suma importancia para o calculo da proporcao minima necessaria
para aplicar uma campanha de vacinagao com o intuito de reduzir ou erradicar a
doenca. A razao de reprodutibilidade basal é um parametro virtual, no sentido da
impossibilidade de estima-lo experimentalmente, entretanto este parametro pode
ser determinado matematicamente [I7]. Esta razao pode ser determinada para
cada doenca infecciosa e pode ser estimada em termos biolégicos [15]. Detalhes
sobre a influéncia deste parametro na dinamica dos modelos serao mostrados nos

Capitulos 2 e [3

Para determina-la devemos levar em conta a forma assumida pela forca de
infecgao, B, e , consequentemente, pela taxa de contato. Como unidade de tempo
podemos fazer a escolha mais conveniente, seja ela dia, més, ano, etc. desde que
o tamanho da populacgao seja suficientemente grande de modo que nao altere os
parametros (e [ significativamente durante a unidade adotada. Outros fatores
importantes para a expressao da reprodutibilidade basal sao a taxa de mortali-
dade, m, e a taxa de recuperagao, g. Se a taxa de mortalidade for alta entao os
individuos nao permanecerao muito tempo dentro do periodo de infeccao, logo o
periodo médio de estadia no estado infeccioso sera curto. Por outro lado, caso a
taxa de recuperacao for alta, a tendéncia é que este periodo seja mais longo [13].
Assim, podemos definir o periodo médio de infeccao como

1

periodo médio de infecgao = ——. (1.5)
m+g

Como a reprodutibilidade basal é diretamente proporcional ao periodo médio
de infeccao (1.5]) e a taxa de infeccao 3, obtemos

_ b

O parametro Ry tem grande importancia na epidemiologia, por meio dele é
possivel medir a velocidade inicial de crescimento de uma epidemia em determi-
nada populagao. Se o valor de Ry é maior que um, entao cada individuo infectado
é capaz de infectar mais que um individuo suscetivel, desta forma, ha possibili-
dade de haver uma epidemia nesta populagao. Desta forma, quando Ry > 1 as
autoridades devem buscar medidas para combater esta possivel epidemia como,
por exemplo, as campanhas de vacinagao. No entanto, se Ry é menor que um,
entao a velocidade de crescimento da epidemia é muito baixa, o que ocasiona a
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erradicacao natural ao longo do tempo, deste modo nao ha necessidade de vacinar
a populacao.

Na Tabela observamos valores estimados de Ry para alguns tipos de
doengas infecciosas durantes algumas epidemias.

’ Doenga \ Localidade \ Periodo \ Ry ‘

Sarampo Reino Unido 1950-68 | 16-18
Ontario, Canada 1912-13 | 11-12

Rubéola Reino Unido 1960-70 6-7
Polonia 1970-77 | 11-12
Gambia 1976 15-16

Poliomielite Estados Unidos 1955 5-6

Holanda 1960 6-7

HIV (Tipo I) Reino Unido 1981-85 2-5

(Homossexuais Masculinos)
Nairobi, Kénia 1981-85 | 11-12
(Prostitutas)
Kampala, Uganda 1985-87 | 10-11
(Heterossexuais)

Tabela 1.1: Valores estimados de R,y para alguns tipos de doengas infecciosas
durantes algumas epidemias [2].

No Capitulo [2| estudaremos os modelos continuos SIR simples e com campa-
nhas de vacinagao constante e em pulsos.



Capitulo 2

Modelo SIR em tempo continuo

Neste capitulo realizamos um estudo qualitativo do modelo SIR em tempo
continuo em trés diferentes casos. No primeiro caso apresentamos o modelo sim-
ples com dinamica vital. No segundo aplicamos ao anterior campanhas de va-
cinagao constantes. E no ultimo caso campanhas de vacinagao em pulsos. Os
resultados analiticos e simulagoes sao apresentados. Estes modelos foram pro-
postos por Shulgin, B. et al. no trabalho “Pulse Vaccination Strategy in the SIR
Epidemic Model” [16).

2.1 Hipdteses para o Modelo SIR

O modelo SIR simples, com dinamica vital é utilizado quando a recuperacao
da doenga implica na imunidade do individuo. Vérias doencas se enquadram
neste modelo, entre elas podemos citar a rubéola, o sarampo e a catapora.

Consideramos a populacao dividida em trés compartimentos disjuntos. O
primeiro compartimento é constituidos por individuos suscetiveis, S, o segundo
por infectados, I, e o ultimo por recuperados, R. As hipdteses do modelo sao:

e todos os individuos nascem suscetiveis;

e tamanho da populacao constante, para isso consideramos as taxas de nata-
lidade e mortalidade constantes e iguais;

infectados que se recuperaram ganham imunidade;

e interagao entre os componentes se dd de forma homogénea;

e nao ha emigracao e imigragao.

Estas cinco hipoteses serao utilizadas em todos os modelos ao longo deste tra-

balho, tendo como objetivo diminuir as variaveis dos sistemas e, assim, simplificar
os calculos.

13
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2.2 Modelo SIR simples com dinamica vital

Definimos os parametros nao negativos m, e g como taxa de natalidade
(mortalidade), taxa de infecgao e taxa de recuperagao, respectivamente. Como ja
vimos no Capitulo[l], a representagao compartimental do problema é representada

na Figura [2.1
Recuperados
R
m

Figura 2.1: Esquema compartimental do modelo SIR simples com dinamica vital,
onde m, § e g sdo as taxas de natalidade (mortalidade), infeccao e recuperacao,
respectivamente..

Caso m ou g forem iguais a 0 ou 1 obtemos casos triviais, por exemplo, se
m = 0 nao havera nascimento ou mortalidade dos individuos da populacao, entao
com o passar do tempo todos os individuos suscetiveis se tornariam infectados e,
posteriormente, recuperados. Logo, consideramos que estes parametros tenham
valor entre 0 e 1, ou seja, 0 <m, g < 1.

A partir do esquema compartimental apresentado na Figura montamos
o modelo SIR com dinamica vital em tempo continuo. Desta forma, obtemos o
seguinte sistema de equagoes:

dS s
dl
<£:#—m1—g1 (2.1)
dR
- = J —
L dt g mi,

onde S(t), I(t) e R(t) representam o nimero de individuos suscetiveis, infectados
e recuperados no instante ¢, respectivamente, e 7'(¢) a populacao total no mesmo
Instante.

Sabendo que a populagao total, T'(t), é dada pela soma das populagoes de
individuos suscetiveis, infectados e recuperados e, por hipdtese, é constante, temos
d:g—,(f) = 0. Deste modo, vamos considerar o tamanho total da populacao, T'(t),
normalizado para a unidade, ou seja,

S() +I(t) + R(t) = T(t) = 1, (2.2)
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obtemos de ([2.1))

(d
d—f—m—BIS—mS
dl
-~ = BI — I — T 2.3
o BIS m g (2.3)
dR
Y gl — mR
\ dt g e

assim S(t), I(t) e R(t) passam a representar a propor¢ao de individuos em cada
compartimento no instante de tempo t.

Obsevacao 2.1. A terceira equacao do sistema pode ser obtida por meio
de e utilizando as demais equacoes do sistema .

De fato, determinando S(t) e I(t), e sendo T'(t) = 1, para todo t, temos:

R(t) =1— S(t) — I(1).
2.2.1 Estabilidade local dos pontos de equilibrio do mo-
delo simples

Por meio da Observagao [2.1] para a andlise deste modelo podemos considerar
apenas as duas primeiras equagoes do sistema (2.3)), ou seja,

ﬁ = m — pBIS — mS
CCZ (2.4)
il IS — ml — gl.

Os pontos de equilibrio do sistema sao aqueles onde a taxa de crescimentos das
populacoes de suscetiveis e infectados permanece constante, isto é, quando nao
h& crescimento ou decrescimento destas populacoes. Em linguagem matematica,
os pontos de equilibrio do sistema sao aqueles onde a derivada se anula,

dS
E:O

2.5
a (2.5)
a7

Proposicao 2.2. O sistema apresenta os pontos de equilibrio Ey = (1,0),
chamado equilibrio livre de infeccao, e E1 = (mTJrg,miﬂ [1 — mTJ“gD, chamado
equilibrio epidémico.

Demonstrag¢ao. Devemos encontrar os pontos (5, I) solugdes do seguinte sistema
homogéneo

{ m — BIS — mS = 0
(2.6)

pgrs — mlI — gl = 0.
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Da segunda equagao de ([2.6)), temos
(BS —g—m)I =0,

deste modo,
I=00upS—g—m=0.

Caso I = 0, substituindo na primeira equagao obtemos
m—mS =0,

assim, como 0 < m < 1, temos

S=1.

Assim Ey = (1,0) é um ponto de equilibrio do sistema ([2.4)).

m-+g

Por outro lado, se 5S — g — m = 0, ou seja, S = 5

, temos

m+g m+tg

m — 81 m 0,
B B
que pode ser reescrito como
Ilm+g)=m {1—%1 ,

e nos fornece

Deste modo, E; = <m—+9 T [1 — m_ﬂ]) é o outro ponto de equilibrio do

sistema ([2.4)). O

O ponto de equilibrio de um sistema linear pode ser classificado de acordo
com sua estabilidade. Esta classificacao é realizada em funcao dos autovalores,
raizes do polinomio caracteristico, que podem ser convenientemente expressos a
partir do traco e do determinante da matriz Jacobiana associada ao sistema [14].

A matriz Jacobiana associada a duas funcoes f,g: W C R? — R é dada por
55(5, 1) (S, I)
55(S. 1) 3H(S.1)

o(f.g
(S, 1

~—

J(8,1) = . (2.7)

o)

(S?U: [

~—

O polinémio caracteristico associado a matriz Jacobiana J(S, 1) é dado por
p(A) = det(J(S,I) — Aly), onde I é a matriz identidade de ordem 2 x 2. Para
facilitar alguns cdlculos, podemos reescrevé-lo como p(\) = A2 — tr(J)A + det(J),
onde tr(J) e det(.J) sdo o traco e o determinante da matriz (2.7), respectivamente.
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Para a andlise da estabilidade dos pontos de equilibrio encontrados na Pro-
posicao , consideremos as fungoes f, g : W C R? — R dadas por f(S,1) = %

e g(S,I) =4 onde ¥ e ¥ 530 definidas no modelo 1) A matriz Jacobiana

dt’ dt dt
associada a essas funcoes é

—BI —m —BS

TED=1 "8 gs—(m+g) |

(2.8)

Analisaremos separadamente a estabilidade de cada ponto de equilibrio en-
contrado.

Proposicao 2.3. O ponto de equilibrio livre de infeccio, Ey = (1,0), € estdvel
se Ry < 1 e instdvel se Ry > 1.

Demonstragao. Para o ponto de equilibrio livre de infec¢ao, Fy = (1,0), temos

_m 8
TLO=1"0 s-(m+g |

Assim, o polindmio caracteristico associado a matriz Jacobiana é dado por

p(A) = (=m = A)(B = (m+g) =), (2.9)
que tem como raizes \y = —m < 0e Xy = — (m+g).

Entao, para que o ponto de equilibrio livre de infecao seja estavel, temos que
garantir que ambos os autovalores tenham parte real negativa. Para que isto

acontega, basta garantir que Ay = 5 — (m + g) < 0, ou seja, Ry = miw < 1.

Caso a reprodutibilidade basal seja superior a 1, Ry > 1, obtemos Ay > 0, o
que torna Fy um ponto instavel.

Portanto, Ej sera estavel se Ry < 1 e serd instavel caso Ry > 1.
O

Obsevagao 2.4. A equacdo da taxa de crescimento de individuos infectados é
dada por

dl
a(t) = BS(t)I(t) — (m+ g)I(t). (2.10)
Sabendo que 0 < S(t) <1 e multiplicando a equagao por I(t), obtemos
dI(t) _ 200\ 2 _ 2
S0 = BSOP() ~ (m+g)P(0) <[5 (m+ )P0, (211)
dI?(t dI(t
como % = 2I(t)d—(t), podemos reescrever a desigualdade (2.11]) da seguinte
forma
1dI*(t)

2 dt —[B—(m+g)I*(t)] <0.
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Multiplicando a desigualdade acima por exp[—2(8 — (m+ g))t] > 0, seque que

%dl;fﬂ exp[—2(8 — (m + g))t] = [8 — (m + g)I*(t)] exp[~2(8 — (m + g))t] <0,
ou seja,
% (I*(t) exp[—2(8 — (m + g))t]) < 0. (2.12)

Integrando a desigualdade de 0 at,
I2(t) exp[=2(8 — (m + g))t] — I*(0) <0,
assim,

1(t) < I(0) expl(8 — (m + 9))1. (2.13)

Veja que, para que a populagao de individuos infectados ndao cres¢a com o
passar dos anos € importante que a fung¢do exponencial seja convergente, ou seja,
que B < m-+g. Assim, devemos ter Ry < 1. Resultado que confirma a Proposicao

210
Proposicao 2.5. O ponto de equilibrio epidémico, Fy = (mTJrg, mi+g [1 — m—“’D,
serd biologicamente irrelevante caso Ry < 1 e serd estavel se Ry > 1.

B

m_+g s podemos reescre-

Demonstracao. Para facilitar alguns calculos, como Ry =

ver E; da seguinte forma E; = (RLO’ miﬂ [%D

Veja que, caso Ry < 1

m RO_]-
I(t) = < 0.
Q m+9[ Ry ]

Assim, a proporcao se individuos infectados no equilibrio epidémico seria ne-
gativa, o que biologicamente é um absurdo. Entao, o ponto E; nao fard sentido
biolégico quando Ry > 1.

Seja Ry > 1, a matriz Jacobiana calculada no ponto de equilibrio epidémico é

[ _pm_ (M) —m _B8
J(E) = m+:; }2)0—1 8 fio
I Bm—+g Ry > R—O—(WH’Q)
[ en 4
m(Ry—1) 0 |
Utilizando o trago, tr(J(E;)) = —mRy, e o determinante, det(J(F;)) =

Rﬁom(RO — 1), da matriz Jacobiana encontramos o polindomio caracteristico as-

sociado a ela

0
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Os autovalores associados & J(F1), que sdo as raizes do polinémio carac-

teristico ([2.14]), sdo dados por

A = . (2.15)

Vamos estudar todas as possibilidades para os autovalores A e \o:

Caso 1) Suponhamos que (mRy)* — 4ﬁm% > 0, assim os autovalores sdo

reais. Como Ry > 1, temos
Ry —1

>0
Ry ’
como0<m<lef>0
(Bo — 1)
4 >0
B > 0,

de onde temos

-1
(mRy)? —4ﬁm—(RO ) (mRo)?,
Ry
deste modo, concluimos que
-1
\/(mRO)2 - 4Bm(l%R—> < mR,. (2.16)
0

Utilizando (2.16)) na expressao para o autovalor A;, dada em (2.15]), obtemos

—mRBy + \/(mR0)2 — 4ﬂm% . —mRy +mRy

2 2

AL = = 0.

Como

—\/(mR0)2 - 4ﬁm% <0,
0

—mRO - \/(’I’)”L.Ro)2 - 4ﬂmM
Ry

< 0,

logo o autovalor

—mRO — \/(mR0)2 — 45m%
2

>\2:

é negativo.

Entao, como A\ o < 0, o ponto de equilibrio epidémico sera estavel caso Ry > 1.
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2 (Ro—1)
Caso 2) ~Suponhamos agora que (mRO) — 4fm="F— < 0, .neste caso 0s
autovalores sao niimeros complexos conjugados e podem ser reescritos como

—mRy £ i\/— ((mR0)2 - 4Bm%>

)\172 - 2 . (217)

Como a parte real de ambos os autovalores é negativa, Re(\12) = —mTRO < 0,
entao F; é estavel.

Portanto, o ponto de equilibrio epidémico, F;, nao existira caso Ry < 1 e serd
estavel caso Ry > 1.

]

2.2.2 Simulagoes numéricas para o modelo simples

Para realizar as simulagoes a seguir utilizamos os pacotes pplane8, para plotar
os planos de fase, e odesolve, para as dinamicas das populac¢oes, do programa
Matlab.

Consideramos como unidade de tempo o dia e como parametros uma taxa
de natalidade/mortalidade de 0,4%, m = 0,004, e uma doenga cujo tempo de
recuperacao € de 7 dias, ou seja, g = % = (0, 1429. Vale salientar que, devido a
dificuldade em encontrar dados reais, estes parametros, juntamente com a taxa
de infecgao, sao hipotéticos.

Supondo uma taxa de infecgao de apenas 10%, 5 = 0, 10, da defini¢ao da razao
de repodutibilidade basal descrita no Capitulo [T, obtemos Ry = 0,412. Assim,
o sistema evolui para o ponto livre de infec¢ao, confirmando o estudo sobre a
estabilidade do modelo simples para Ry < 1. Vide Figura 2.2
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Infectados

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.4 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Suscetiveis

Figura 2.2: Plano de fase do modelo SIR simples considerando como parametros
m = 0,004, g =0,1429 ¢ B =0, 1.

Realizando a simulacao com mesmos parametros adotados acima e condi¢ao
inicial S(0) = 0,90 e I(0) = 0,10, ou seja, no instante de tempo t = 0, 90% dos
individuos sao suscetiveis e 10% infectados, verificamos que, logo apds 50 dias, a
populacao infecciosa é extinta, Figura 2.3

w .
[ : ! .
EDEL et ST ST —
5 : : Suscetiveis
":E osbo e SUURUUR SR Infectados
B DA IRt RPN TRRNREE U Foee
T : : : :
A G L S R R PR RS i
= - : . .
0l : : : :
I T TS SIITPITRITPPRRS L F A i
Ok P ................. ................ 4
1] :
i ] 1 i
a 50 100 150 200 250

Terpo (em dias)

Figura 2.3: Dinamica das populagoes de individuos suscetiveis e infectados con-
siderando como parametros m = 0,004, g = 0,1429 e § = 0,1, um intervalo de
tempo de 250 dias e condigao inicial (S(0), 1(0)) = (0, 90,0, 10).
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Em seguida, supondo que a taxa de infeccao suba para 90%, S = 0,9, obtemos
Ry =2 6,128. Deste modo verificamos, Figura 2.4, que o sistema evolui para o
ponto de equilibrio epidémico, o que foi demonstrado na Proposicao [2.5]

Infectados

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Suscetiveis

Figura 2.4: Plano de fase do modelo SIR simples considerando como parametros
m =0,004, g =0,1429 e 8 =0, 9.

Para analise da dinamica das populagoes de suscetiveis e infectados considera-
mos para as simulages a condigao inicial (S(0), 1(0)) = (0,90, 0, 10) e utilizamos
como parametros m = 0,004, g = 0,1429 e = 0,9. Observamos, Figura [2.5]
que, para este exemplo, apés 300 dias ambas as populagoes atingem o estado
de equilibrio, denominado equilibrio epidémico por apresentar uma proporcao de
individuos infectados.



23 2.3. MODELO SIR COM VACINACAO CONSTANTE

0o _, ........ ......... ......... ........ . ........ ....... Suscetiveis |

Infectados

ogk-- - ST RN ......... ......... R ...... :

Suscetiveis f Infectados

1 i i I i I i i
o a0 100 150 200 280 300 350 400 450 500
Tempo (em dias)

Figura 2.5: Dinamica das populagoes de individuos suscetiveis e infectados con-
siderando como parametros m = 0,004, g = 0,1429 e 5 = 0,9, um intervalo de
tempo de 500 dias e como condigao inicial (S(0),(0)) = (0,90, 0, 10).

2.3 Modelo SIR com vacinacao constante

Uma estratégia convencional de campanhas de vacinacao constantes consiste
em vacinar uma porcentagem de todos os recém nascidos. Consideramos p a
proporcao de sucesso da campanha de vacinacao constante, sendo 0 < p < 1. Para
modelos com vacinagao constante o esquema compartimental pode ser descrito
abaixo, vide Figura [2.6]

p
m Suscetivels p Infectados g Recuperados
S I R

T

Figura 2.6: Esquema compartimental para modelo SIR com campanha de va-
cinacao constante onde as flechas representam os fluxos de entrada e saida de
individuos em cada compartimento e m, 3, p e g representam as taxas de natali-
dade/mortalidade, infecgao, vacinagao e recuperagao, respectivamente.
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Lembrando que 0 < m,g < 1e § > 0, onde:

i) m: taxa de natalidade e mortalidade;
i) B: taxa de infecgao;

iii) g: taxa de recuperagao.

e o tamanho total da populacao é normalizado para a unidade, S(¢)+1(t)+R(t) =
T(t) = 1.

Com as campanhas de vacinacao constantes, a proporc¢ao de individuos recém-
nascidos suscetiveis diminui para (1 —p)m, enquanto o compartimento dos indivi-
duos recuperados tem um aumento de pm. Considerando o tamanho da populacao
total normatizado para a unidade, (2.2)), o sistema de equagoes continuas para o
modelo com vacinagao constante é dado por

(d
d—f = (1-pm — BIS — mS
dl
o = BIS = ml — gl (2.18)
d
\ d_}: = pm + gl — mR

onde p,m, 3, g sdo as constantes definidas acima e 0 < S(t),1(t), R(t) < 1 sao
proporc¢oes de individuos suscetiveis, infectados e recuperados, respectivamente.

Para fazer a andlise sobre a estabilidade dos pontos de equilibrio do sistema
as dI

dat dt

2.18)), basta considerarmos as duas primeiras equacoes,

Obsevacao 2.6. De modo andlogo ao modelo sem vacinagao, a ultima equagao
do sistema pode ser obtida por meio das demais e do fato que S(t)+ R(t)+1(t) =
T(t)=1.

Obsevacao 2.7. Para a andlise de sistemas com campanhas de vacinac¢ao, consi-
deramos a reprodutibilidade basal associada a doenca maior que 1, Ry > 1. Como
vimos no modelo SIR simples, caso Ry < 1 o sistema ird convergir para o ponto
livre de infeccao e nao haverd epidemia, tornando desnecessdaria a aplicag¢ao de
uma estratégia de vacinagao.

2.3.1 Estabilidade local dos pontos de equilibrio do mo-
delo com vacinacao constante

Vamos encontrar os pontos de equilibrio do sistema (2.18)) e estudar a estabi-
lidade de cada um deles.
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Proposicgao 2.8. O sistema para o modelo com campanha de vacinagao constante
admite dois pontos de equilibrio, Ey = (1 — p,0), chamado de equilibrio livre de

1— 1
infecgcao, e By = (m;—gj [ P _ —}), chamado de equilibrio epidémico.

m+qg

Demonstracao. Com o intuito de encontrarmos os pontos de equilibrio do sistema,
devemos fazer

ds

— =0
dt
dl
pri

deste modo temos

(1—=pm — pIS — mS = 0
BIS — ml — gl = 0.

Da segunda equagao do sistema, obtemos I(8S —m — g) = 0. Entao,

I=0o0us= m_+g
g
Caso I = 0, substituindo na primeira equagao, temos S = 1 — p. Logo

Ey = (1 — p,0) é o primeiro ponto de equilibrio, chamado equilibrio livre de
infeccao.

Por outro lado, sendo S = mT—l-g’ substituindo na segunda equacao:
plm+g)l _m(m+g)
1—pm— — =0,
ou seja,

8

de onde concluimos que

(1 —p)mﬁ—m(mﬂLg)'

I =
B(m+g)
N m+g IL—p 11\, R
Entao E; = T,m e B ¢ o segundo ponto de equilibrio do
m+g

sistema ([2.18)), chamado equilibrio epidémico.
]

Para demonstrar a Proposicao[2.10|utilizaremos o metodologia Trago-Determinante,
que ¢ descrita no teorema a seguir:
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Teorema 2.9. (Método Trago-Determinante) Considere o polinémio caracteristico
p(A) = N —tr(J)A\+det(J), sendo tr(J) o trago e det(J) o determinante da matriz
Jacobiana, definida em , calculada no ponto (S,1).
i) Se det(J) <0, entao (S,I) € instdvel.
ii) Se det(J) >0 e tr(J) >0, entdo (S,I) € instdvel.
iii) Se det(J) >0 etr(J) <0, entdo (S,I) € estdvel.

Demonstra¢ao. Como os autovalores sao as raizes de p(A) temos

() £ /(tr(1))% — ddet(J)

Mo = 5

(2.19)

i) Suponha que det(J) < 0, entdo a equagao (2.19) nos fornece dois auto-
valores reais. Para a analise dos sinais destes autovalores, vamos estudar duas
possibilidades: tr(J) > 0 e tr(J) <0.

tr(J) + /tr(J))2 — 4 det(J)
2
Por outro lado, como det(J) < 0 e tr(J) > 0,

1. Caso tr(J) > 0, temos A\; = > 0.

—/tr(J))2 — ddet(J) < —tr(J),

assim

Ny — tr(J) — \/(tr(g))2 — 4det(J) _ tr(J) ;tr(J) _o

Como Ay > 0e Xy <0, (S5, 1) corresponde a um ponto de sela, logo instavel.

2. Caso tr(J) <0, temos /tr(J))2 — 4det(J) > —tr(J).

Desta forma,

tr(J) + /(tr(J))2 — ddet(J) _ tr(J) — tr(J)

Al = 9 > 9 =0
,, ) \/(tr(;))Q —1di() _

De modo andlogo ao item anterior, (S, ) é instavel.

Portanto, caso det(J) < 0, (S, ) serd instavel.

ii), iii) Agora vamos supor que det(J) > 0. Neste caso surgem duas possibi-

lidades, (tr(J))? —4det(J) > 0 ou (tr(J))? — 4det(J) < 0.
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1. Considere (tr(J))?* —4det(J) > 0, entdo os autovalores (2.19)) serdo reais.
Seja tr(J) > 0, entdo —+/(tr(J))2 — 4det(.J) > —tr(J), de onde obtemos

tr(J) + /(tr(J))2 — 4 det(J)

/\1 == 2 >0
N — tr(J) — \/(tr(;))Q — 4det(J) - tr(J) ;tr(]) o

Assim, como Ay, Ay > 0, (S, 1) é um né instéavel.
Considerando tr(J) < 0 teremos \/(tr(J))2 — 4 det(.J) < —tr(J), logo

tr(J) + /(tr(J))2 —4ddet(J)  tr(J) — tr(J)

Al = 9 < 5 =0
., _ - \/(tr(g))Q 1) _

ou seja, A, A2 < 0, e (S,1) é um né estavel.

2. Seja (tr(J))? —4det(J) < 0, assim os autovalores serao complexos conjuga-
dos, que podem ser escritos da forma

() = iy/ (e ()2 — A det(J)
: .

Mg =

Como Re(A12) = @, se tr(J) > 0 entdo o ponto (5, ) serd uma espiral

instavel, caso contrario uma espiral estével.

Portanto, dos itens 1 e 2 concluimos que, sendo det(J) > 0 e tr(J) > 0 teremos
um ponto instavel e se det(.J) > 0 e tr(J) < 0 o ponto serd estével.

O

A analise da estabilidade dos pontos de equilibrio é apresentada na proposicao
a seguir.

Proposicao 2.10. A andlise da estabilidade dos pontos de equilibrio do modelo
SIR com vacinagao constante revela que hd uma propor¢cao minima de vacinag¢ao,

denotada p. e dada por p. = 1 — o que governa a dinamica do sistema da
0

sequinte forma:

i) se p > p., ou seja, a tara de vacinac¢ao for maior que a taxa minima de
vacinagao, entdo o ponto de equilibrio livre de infeccio, Ey = (1 —p,0), €
estavel e o ponto Ey € biologicamente irrelevante;

it) se p < p., ou seja, se a tara de vacinagao for relativamente baiza, entio o

1— 1
ponto de equilibrio epidémico, Ey = (m i g, m { L —] ), ¢ estdvel e
8 m+g B

o ponto Ey € instavel.
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Demonstrag¢ao. Dado o sistema ([2.18)), consideremos
f(S.1) = (L—pm — BIS — mS
g(S, 1) = pIS — mlI — gl
A matriz Jacobiana associada é dada por

-6 —m —BS

J(S,I):[ o a5 —m—g |

Na Proposicao encontramos dois pontos de equilibrio para o sistema, entao
vamos analisar a estabilidade de cada um deles separadamente.

Caso 1: Estudo da estabilidade do ponto de equilibrio livre de infeccao, Ej.

Sendo Ey = (1 — p,0), temos

—m —B(l-p)
TE=| 0" s0—p)-m—g]

logo tr(J(Fp)) = B(1 —p) — g —2m e det(J(Ey)) = m[m + g — (1 — p)3]. Entao
polinémio caracteristico associado & matriz Jacobiana J(Ey) é

p(A) =N = [B(1 —p) — g — 2m]A + m[m + g — (1 — p)B].

Veja que det(J(Ep)) < 0 quando
mlm +g—(1-p)s] <0,

como O<m<1

assim m+ g
<l-p
p
de onde concluimos que
+9 1
p<i-"—F=1-—=p
p Ry

Entao se p < p., Ey sera instavel.

Por outro lado, caso p > p. =1 — Rlo teremos det(J(Ep)) >0 e

m—+ g
p>1———,
5}

ou seja,
(p—1)>-m—yg
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logo
(1=p)—m—g<D0.

Como 0 < m < 1, temos

tr(J(Ep) =(1—p)B—2m—g<(1—-p)f—m—g<0

e, desta forma,

tr(J(Ep)) < 0.

Se p > p., entao det(J(Ep)) > 0 e tr(J(Ep)) < 0, logo, pelo Teorema 2.9, Ey
¢ um ponto de equilibrio estdvel.

Além disso, veja que a populacao de individuos infectados faz sentido bioldgico

apenas quando é nao negativa. Deste modo, caso p > p., no ponto de equilibrio
1

epidémico E; = mTJrg,m [% — B} ), obtemos I(t) < 0. Portanto, £ nao faz

sentido biolégico quando p > p..

Caso 2: Estudo da estabilidade do ponto de equilibrio epidémico, FE}.

Para que o ponto de equilibrio epidémico exista é necessario que, com o passar
do tempo, o nimero de individuos infectados seja maior que zero, I(t) > 0. Caso
fosse nulo o sistema evoluiria para o equilibrio livre de infeccao. Deste modo,

1—p 1

m|————=| >0,
m+g f

como 0 < m < 1, a condicao acima ¢ satisfeita se garantirmos que

1— 1

—p > —.

m+g B
Assim, para a existéncia de E7, devemos ter

1
<1—— =p.
p R =P

1— 1
A matriz Jacobiana aplicada ao ponto E; = (m + g’ m [ b —1) é

B m+g p
R LS
J(E) = (N

i Bm m—i—g_E m+g—m-—g
[ —([1—p)Bm

_ m+g g

| A=p)Bm 0 ’
L m+g
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1 —
logo tr(J(Ey)) = —%, det(J(FE1)) = (1 — p)Bm e o polindomio carac-
m-=g
teristico é a \5
N =M+ [ —— ) X+ (1—p)fm.
p =+ (22 31 gy
Por hipdtese 0 < p < 1, entao 0 <1 —p < 1. Assim,
>0 >0
(1-p) B
— ) Bm
tr(J(Fy)) = —————— < 0.
r(J(E)) m+g
——
>0
Como p < p., obtemos
g
assim,
(1—p)Bm —m(m—+g) >0,
ou seja,

det(J(E1)) > 0.

Deste modo, como det(J(E1)) > 0 e tr(J(E;)) < 0, entdo E; é um ponto de
equilibrio estdvel para p < p..

]

Quando comparamos o modelo SIR simples ao modelo SIR com campanha de
vacinacao constante percebemos que aumentando a proporcao de vacinacao, p,
reduzimos linearmente o nimero de individuos infectados no equilibrio epidémico,
mas o numero de individuos suscetiveis permanece sem ser afetado [16].

Com base na Tabela[I.I]que apresenta dados sobre a reprodutiblidade basal em
alguns surtos epidémicos da histéria, obtemos a Tabela com valores estimados
de p. para alguns tipos de doengas infecciosas durantes algumas epidemias [2].
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Doencga Localidade Periodo ‘ Ry ‘ Pe=1— RLO
Sarampo Reino Unido 1950-68 | 16-18 | ~ 0,9375 — 0, 9444

Ontario, Canada 1912-13 | 11-12 | ~0,9090 — 0, 9166
Rubéola Reino Unido 1960-70 | 6-7 | ~0,8333 —0,8571
Polonia 1970-77 | 11-12 | ~0,9090 — 0, 9166
Gambia 1976 15-16 | ~ 0,9333 — 0,9375
Poliomielite Estados Unidos 1955 5-6 ~ (0,80 — 0,8333
Holanda 1960 6-7 | ~0,8333 —0,8571
HIV (Tipo I) Reino Unido 1981-85 | 2-5 ~ 0,50 — 0,80
(Homossexuais Masculinos)
Nairobi, Kénia 1981-85 | 11-12 | ~ 0,9090 — 0, 9166
(Prostitutas)
Kampala, Uganda 1985-87 | 10-11 ~ 0,9 —0,9090
(Heterossexuais)

Tabela 2.1: Valores estimados de p. para alguns tipos de doencas infecciosas
durantes algumas epidemias [2].

Veja que, para o surto de rubéola na Gambia, em 1976, obtemos p. ~ 0, 94.
Isto significa que para o programa de vacinacao constante fosse bem sucedido, isto
é, para a estabilizacao do equilibrio livre de infeccao, seria necessario imunizar
pelo menos 94% de todas as criancas logo apds o nascimento. Na préatica, é tao
dificil quanto caro implementar uma campanha de vacinagao para uma cobertura
tao grande da populacao [16].
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2.3.2 Simulacoes numéricas para o modelo com vacinacao
constante

Assim como nas simulacoes realizadas para o modelo SIR simples, para as
simulagoes do modelo com vacinacao constante utilizamos os pacotes pplane§ e
odesolve do programa Matlab.

Os planos de fase foram construidos considerando como parametros m =
0,004, g = 0,1429 e 8 = 0,90, os mesmos utilizados na segunda simulagao para o
modelo SIR simples. Lembrando que Ry = miﬂ?, temos Ry = 6,128 e, como visto
anteriormente, havera uma epidemia caso nao seja realizada nenhuma estratégia
de controle. Desta forma, utilizando a campanha de vacinacao constante e sa-
bendo que a proporgao minima de vacinagao é dada por p. =1 — RLO, neste caso

pe =~ 0,837, verificamos que a epidemia pode ser controlada.

Inicialmente, aplicamos uma campanha de vacinagao constante com cobertura
de 60% da populacao, ou seja, p = 0,60 < p.. De acordo com os estudos realizados
na Se¢ao como a proporcao de vacinacao esta abaixo da proporcao minima
necessaria, nao havera extingao da doenga, como pode ser visto na Figura [2.7]

Infectados

0 0.1 0.2 0.3 04 04 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Suscetiveis

Figura 2.7: Plano de fase do modelo SIR com vacinagao constante considerando
como parametros m = 0,004, g = 0,1429, f = 0,9 e p = 0,60 < p.. Nele
percebemos a reducao da doencga, mas nao sua extingao.

Para analisar a dinamica entre as populacoes com o passar do tempo, utiliza-
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mos um intervalo de tempo de 900 dias e os mesmos parametros adotados acima
com condi¢ao inicial (S(0),7(0)) = (0,90,0,10), ou seja, no instante de tempo
t = 0 a populagao tem 90% dos individuos suscetiveis e 10% infectados. Veja
na Figura 2.8 que a populacao de individuos infectados nao desaparece, como
previsto na Proposicao [2.10]

' ! ; ! T ! ! !
(=] R ......... ......... ......... .......... ......... Suscativeia |1
08 | | T Ifectados ||
07k e ST L SRTTTIR ST PRRTT SO L SRR
o . : . : - . : .
2 : : : : : : : :
E 0Ek-- SRR L L L R e e S i
] : : : : : : : :
X : : . : : :
E g5k ERSPRTITHINTIN. B .......... SRR SIRPRIEES TR ERRRRREE _
P : : 5 : : 5 : :
l‘g g4H------- .......... ......... e .......... ......... R .......... S -
(]
o
=
¥

i 1 i 1 1
1] 100 200 300 400 500 G600 700 800 200
Tempo (em dias)

Figura 2.8: Dinamica das populagoes de individuos suscetiveis e infectados con-
siderando como parametros m = 0,004, g = 0,1429, 3 =0,9e p = 0,60 < p. e
um intervalo de tempo de 900 dias. Percebemos que a populagao de individuos
infectados nao desaparece.

Posteriormente, aumentamos a cobertura da campanha de vacinacao cons-
tante para 90%, deste modo, p = 0,90 > p.. Na Figura verificamos que
todas as solucoes do plano de fase convergem para a solucao livre de infeccgao,
confirmando o resultado encontrado na Proposicao [2.10}
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Infectados

Suscetiveis

Figura 2.9: Plano de fase do modelo SIR simples considerando como parametros
m = 0,004, g = 0,1429, 3 = 0,90 e p = 0,90 > p.. Todas as solucoes do plano
de fase convergem para a solucao livre de infeccao.

Com os mesmos parametros adotados acima e com condigao inicial (S(0), 1(0))
(0,90,0,10) - no instante de tempo t = 0 a populagao tem 90% dos individuos
suscetiveis e 10% infectados. Verificamos, com a dinamica das populacoes apre-
sentada na Figura que a populacao de individuos infectados tende a zero.
Vale ressaltar que este resultado indenpende da condigao inicial adotada, Figura

2.9



35  2.4. MODELO SIR COM CAMPANHA DE VACINACAO EM PULSOS

ogk-.--.- ......... ......... ......... .......... ........ :

Suscetiveis
Infectados |-

oak-o ......... .......... ......... ......... .........

07k ......... ......... ......... ......... ......... ......... ......... ..........
OFF------ ......... ......... .......... ......... ......... .......... ......... ........ |

osft........ ......... .......... .......... ......... ......... ......... ........ |

04H.n .......... ......... ......... .......... ......... ......... .......... ........ _

Suscetiveis f Infectados

i 1 i i I i 1 i
0 100 200 300 400 500 GO0 700 800 a00
Ternpo (em dias)

Figura 2.10: Dinamica das populagoes de individuos suscetiveis e infectados con-
siderando como parametros m = 0,004, g = 0,1429, 8 =0,90 e p = 0,90 > p. e
um intervalo de tempo de 900 dias. Verificamos que a populacao de individuos
infectados é extinta.

As simulagoes numéricas comprovaram o que haviamos demonstrado na Pro-
posicao [2.10, Percebemos que ao aplicarmos uma campanha de vacinagao cons-
tantes cuja cobertura, p, seja maior que a proporcao minima de vacinacao, p.,
iremos acabar com a epidemia ao longo do tempo. Por outro lado, quando a
cobertura da vacinacao nao é grande o suficiente, o sistema tenderd ao equilibrio
epidémico, ou seja, as populagoes suscetiveis e infectadas entrarao em equilibrio.

2.4 Modelo SIR com campanha de vacinacao em
pulsos

No modelo anterior, vide Secao a populacao era constantemente removida
para a classe dos recuperados, R. No modelo que apresentaremos nesta secao,
o de vacinagao em pulsos, a remocao s6 ocorre apés cada pulso de vacinacao
e, assim, o sistema evolui de seu novo estado inicial, sem ser mais afetado pelo
regime de vacinacao até que o préximo pulso é aplicado [16].

Para este modelo a Observagao [2.7] continua sendo valida, ou seja, conside-
ramos a reprodutibilidade basal associada a doenca maior que 1, Ry > 1. J&
que, como ja citamos, caso Ry < 1 o sistema ird convergir para o ponto livre
de infeccao e nao haverd epidemia, tornando desnecessaria a aplicacao de uma
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estratégia de vacinacao.

O principio deste método é aplicar a vacinagao em pulsos com uma determi-
nada frequéncia, de modo a evitar que a populacao de individuos infectados seja
crescente, ou seja, devemos manter % < 0 por todo o tempo. Como a taxa de
individuos infectados é dada por % = BSI —mlI — gl, temos

dl
- =185 -m—g) <0,

e, como I(t) > 0 para todo ¢ real, segue que
8BS —m—g<DO.
Isolando S na equacao acima obtemos

1
S<w_

TR e (2.20)

1

onde R ¢ a reprodutibilidade basal, definida no Capitulo 1, e S. = Vo sera

chamado limiar epidémico.

Para garantirmos que % < 0 ao longo do tempo, basta manter a populagao de
suscetiveis, S, abaixo do limiar epidémico, S.. Esta estratégia garante que a po-
pulacao de individuos infectados sera decrescente ao longo do tempo, resultando
na eliminacao da epidemia.

A discussao acima sugere que a estratégia de vacinagao em pulsos seja aplicada
sempre que a populac¢ao suscetivel, S(t), cresce a um nivel muito préximo do
limiar epidémico, S.. Agur et al., 1998, [16], sugere que no “método do limiar” os
pulsos periédicos podem manter S(t) abaixo de S, desde que o periodo entre os
pulsos, denotado por T', seja mantido abaixo de um valor critico fixado, denotado
por Thre.. Obviamente, quanto maior o periodo entre os pulsos de vacinacao,
menos vezes a populacao é vacinada. No entanto, se este periodo exceder o valor
critico, Thraz, 0 programa de vacinagao pode ser falho [16].

Mantendo os parametros ja definidos na Secao [2.3| e considerando que o ta-
manho da populacao total é normalizado para a unidade, quando a vacinacao em
pulsos ¢é incorporada ao modelo SIR o sistema torna-se nao auténomo e pode ser
reescrito como:

% = m — pBIS — mS — p i S(nT~)o(t —nT)

e " . (221)
— = pBIS — I - gl

o BIS m g

onde 0 < p,m,g < 1e >0 sdo constantes e 0 < S(t),I(t) < 1 s@o proporgoes
de individuos suscetiveis e infectados, respectivamente.

Definimos S(nT~) = 1irr(1) S(nT — ¢€) como o numero de individuos suscetiveis
€E—

imediatamente antes o n-ésimo pulso de vacinacao e §(t—nT") como a distribui¢ao
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Delta de Dirac, dada por

0, se t #nT

oo, set=nl "’ (2.22)

ot 1) = {

com/ §(t—nT)=1.

Vamos analisar a solucao de equilibrio livre de infec¢ao, que ocorre quando
a populacao de individuos infectados é completamente nula, ou seja, quando
I(t) = 0, para todo t > 0. Isto é motivado pelo fato desta ser uma solucao de
dl
equilibrio para a variavel I(t), uma vez que pri 0, quando I(t) = 0 para todo
t>0.

Assim, fazendo I(t) = 0, para todo t > 0, a taxa de crescimento de individuos
suscetiveis deve satisfazer:

ds - _
e :m—mS—pZS(nT )o(t — nT).

n=0
Restringindo nosso estudo ao periodo entre dois pulsos de vacinagao, ou seja,
no intervalo de tempo to = (n — 1)T" <t < nT, obtemos

% =m—mS —pS(nT™)é(t —nT). (2.23)

Para resolver esta equacao diferencial consideremos, inicialmente, a equagao
homogénea

s

E:m—mS,

cuja solugao é S(t) =1 —Ce ™™, onde C' é uma constante. Sabendo o nimero de
suscetiveis apds o (n — 1)-ésimo pulso, S(ty), encontramos

O = —e™(S(to) — 1).

Desta forma, a solugao da equacgao homogénea é

S(t) =1+ (S(ty) — 1)e ™10, (2.24)

Como S(nT~) é uma solugao particular de (2.23]), que é obtida fazendo t —
nI'~, temos

S(nT7) = lim S(t) = 1+ (S(ts) = e . (2.25)

Assim, para o intervalo tg = (n — 1)T < t < nT,

S(t) =1+ (S(te) — e ™) —p [1 4 (S(ty) — e ™| /t §(x — nT)dx.(2.26)



38  2.4. MODELO SIR COM CAMPANHA DE VACINACAO EM PULSOS

Considerando Q(t) = 1+ (S(ty) — 1)e ™) podemos reescrever a equacio

£:28) como

Q(t), seto=(n—1)T <t<nT
5(t) = { (1—-p)Q(t), set=nT (2.27)

onde Q(t) é o numero de individuos suscetiveis entre dois pulsos, que ocorrem
emty = (n—1)T et =nT, e (1l —p)Q(t) representa o nimero de individuos
suscetiveis imediatamente apds o pulso de vacinagao.

Podemos analisar o sistema com vacinagao em pulsos como um modelo dis-
creto, no qual a condicao inicial, S(ty), muda apds cada pulso de vacinagao. Fi-
xando S(ty) = S, podemos deduzir o mapa de Poincaré F tal que S,+1 = F(S,),
este mapa determina o niimero de individuos suscetiveis imediatamente apos cada
pulso de vacinagao no tempo discreto, isto é, quando t = nT.

Temos

F(S,) = Spi = (
(1= p)[1+(Sn — De™™],

de onde obtemos a equacao de diferenca

Spi1 = (1=p)[1+ (S, —1)e ™. (2.28)

Como se trata de uma equacao em tempo discreto, os pontos de equilibrio
do mapa F', por defini¢do, ocorrem quando quando F(S,) = S,41 = Sy, ver
Apeéndice . Entao, fazendo S,+1 = 5, = S* na equacao ([2.28)), obtemos

S* = (1—p)[1+(S*—1)e ™
= 1-p(—e™)+(1—pSe™
(1-p)(1—e™)
1—(1=plem"
(1=p)(em™" —1)
p—14+eml

Logo o mapa de Poincaré tem um tnico ponto de equilibrio dado por

L-p)(e™ — 1)

(
S* =
p—1+em?

(2.29)

Em relagao a estabilidade deste ponto de equilibrio temos o seguinte resultado:

(1—p)(e™ —1)
p—1+emT

Proposicao 2.11. O ponto fixro do mapa F, dado por S* =

)

estavel.
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Demonstracao. Como o mapa é dado por uma equacao de diferencas, a estabili-
dade do ponto de equilibrio é analisada a partir do valor absoluto do autovalor
associado, ver no Apéndice o Teorema ?77.

Seja F(S) = (1 —p)[1 + (S — 1)e”™T] 0 mapa de Poincaré, entao o autovalor
associado a matriz Jacobiana aplicada ao ponto fixo é

m I—p
p=(1-pe T:em_T.

Veja que |p| = p, pois, por hipétese, 0 < p < 1 e a funcdo exponencial, e™
¢ sempre positiva. Além disso, é facil ver que |u| < 1.

De fato, das hipésteses do modelo, temos 0 < 1 —p < 1 e e™ > 1, uma vez
que 0 < m < 1 e o periodo T' é sempre maior ou igual a zero.

Portanto, como |u| < 1, S* é um ponto de equilibrio estével.

[]

Como S* é estavel, as érbitas do mapa F' convergem para este ponto de
equilibrio, entao a evolugao da populagao de individuos suscetiveis converge para
um ciclo periddico de periodo T'.

Fazendo S(ty) = S*, obtemos

o _ Q=pEeT-1
p—1+emt
e =1 —pe™ +p—p+1—e
B p—1+emt
_ e
= Tivem
pe™?

1—p—emnT
Assim,

(S == P (2.30)

C1l—p—emT’

Substituindo ([2.30) na equagao ([2.26]), obtemos

~ pemT (tt) D t
St)y=1+ ——— -0 — 14+ ——m—— 0(x —nT)dx,(2.31
0)=1+ = e p(1+ Tt ) [ o= a2

que é a expressao completa para os individuos suscetiveis no ponto de equilibrio
livre de infec¢@o no n-ésimo intervalo de tempo to = (n — 1)T <t < nT.

Assim, a solucao live de infeccao do sistema é
(S(t), 1(t)) = (5(1),0), (2.32)
onde S(t) =St +T) e I(t)=1I(t+T)=0.
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2.4.1 Estabilidade da solucao periddica livre de infeccao
Para analisar a estabilidade da solucao livre de infeccao, vamos estudar o
sistema ([2.21]) linearizado sobre a solugao periédica encontrada, ([2.32)).
Sejam

Sty = S(t)+s
{I(t) = I(t) +1, (2.33)

onde s e i sao pequenas perturbacoes, e consideremos as funcoes f e g tais que

f(S>I) = m—(ﬁ[—l—m)s
{g(S,I) = BIS —(m+g)lI. (2.34)

Utilizando a expansao por série de Taylor e ignorando os termos de maior
grau, como a seguir

F(5.1) = £(5,1) + 95(5, 1S = §) + 905, (1~ ]) .
.39
o(5.1) = 9(5, 1) + 22(8,1)(S — §) + 25, 1)1 ~ D),

lembrando que (S(t), 1(t)) é um ponto de equilibrio dos sistema, logo f (S(t),1(t)) =
g(S(t),1(t)) =0, e lembrando que S — S = s, [ — I = i, a linearizacao do sistema
(2.21)) é dada por

% = —ms — 8Si — ps(nT™) Z d(t —nT)

n=0 (236)
di ~
= (B —m—g)i

A solucao periddica ([2.32)) serd localmente estavel se a solugao trivial de (2.36)),
(s*,7*) = (0,0), for localmente estavel.

Fazendo k = —ps(nT ’)ZcS(t — nT'), reescrevemos (2.36) matricialmente
como =0
ds -
pn —m —BS s k
i _ ) )+ (2.37)
di 0 BS—m—g )\ i 0
dt

Como a matriz de coeficientes do sistema ¢ periddica, podemos aplicar
a Teoria de Floquet, ver Apéndice [A.1] Consideremos o intervalo de tempo 0 <
t < T, vamos encontrar a matriz fundamental do sistema neste intervalo,
onde [A(0)] = [I5], isto é, devemos encontrar a matriz [A(t)] tal que
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sendo (s1(t),i1(t)) e (so(t),i2(t)) solugdes do sistema ([2.36) com as seguintes
condicoes iniciais:

[l =) [l =0

Vamos encontrar a solugao geral para o sistema ([2.36]). A segunda equagao é
dada por

di ~ .
E_(ﬁs_m_g)za

de onde obtemos como solucao geral

i(t) = C’exp[/o (BS —m — g)dt], (2.38)

sendo C' uma constante real.

Considerando como solu¢do inicial i;(0) = 0, substituindo na solu¢ao geral
da equagao diferencial (2.38]), obtemos C' = 0, logo #;(t) = 0. Aplicando este
resultado a primeira equagao do sistema (2.36)), obtemos

ds

o= —ms = ps(nT™) Z §(t —nT).

n=0

De modo andlogo a resolugao da equacao ([2.23), obtemos

t
si(t) =e ™ — pe_mT/ o(t —nT)dt. (2.39)
0

Entao (s1(t),71(t)) é uma solucdo para o sistema ([2.36]).

Por outro lado, ao considerarmos i5(0) = 1 como valor inicial de ([2.38) obte-

t
mos C' = 1, logo iy(t) = exp[ [ (8S —m — g)dt]. Como veremos a seguir nao ha

necessidade de calcular so(t).

Assim, a matriz fundamental do sistema ([2.36) ¢ dada por

t
e — pemT/ 6(t — nT)dt so(t)
A(t) = 0 - (2.40)
0 exp {/ BS(t)dt — (m + g)t
0
Como [A(0)] = [I], uma matriz monodromica [¢] do sistema é

o] = [A(T)], (2.41)
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assim, de ([2.40)) e (2.41)), temos
e (1= p) 52(t)

[AT)] = 0 exp [/OT BS(t)dt — (m+ g)T

(2.42)

Por defini¢ao, os multiplicadores de Floquet sao os autovalores de [A(T)], ou
seja, sao os p tais que det[A(T) — uls] = 0. Entao,

e (1=p)—n $2(t)

0 exp [/OT B3(0)dt — (m + g)T} . =0.

de onde segue que
mo= (L-pe ™,
T ~
f2 = exp [/ BS(t)dt — (m +g)T] :
0
Pela Teoria de Floquet, a solugao trivial do sistema (2.36]) sera estavel se

|| < 1 e |ua| < 1. Na Proposigao mostramos que |u;| = (1 —ple ™ < 1,
entao garantir que

T
jal = |exp | [ 85010t~ (m + 7| | <1
0
ou seja,

. 1 [T m+g
/06S(t)dt—(m+g)T<O<:>T/0 S(t)dt<T—Sc. (2.43)

Substituindo o exato valor de S (), dado pela expressao 1’ na equacao
acima ({3.2)), obtemos

T mT
1 / L P )
T Jo 1—p—emT

t
—p (]. + ﬁ) / (5(1’ — nT)dx] dt <

to

2.44
m-—+ g ( )

Esta expressao € interessante e 1til para uma comparagao mais adiante. Observe
que o lado esquerdo da expressao é o valor médio temporal do ntimero de sus-
cetiveis e o lado direito é S.. Assim, a condicao para a estabilidade da solucao
livre de infecgao é que o nimero médio de individuos suscetiveis seja menor que
S.. Isto mostra que ha uma subestimagao do periodo maximo entre os pulsos de

vacinacao, denotado por Ty, quando consideramos apenas a condi¢ao S < S,
dada em ([2.20)).
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Resolvendo a integral acima temos

1 T pemT D t
= 14—t 14— /(5 —nT)dx| dt
T/ [ +1—p—€mT6 p( +1—p—emT) ) (x —nT)dx

== 1 m(t=to) | q
/ [+1— —emT }

m(T+t0)

1— —emT—m 0

l T p(emto _ 6m(TthQ)) |
m(p — 1+ emT)

T

lembrando que estamos trabalhando no intervalo 0 <t < T, ty = 0, entao

1 T pemT p t
= 14— ) _p (1 — /6 —nT)dx| dt
T/o [ +1_p_€mTe p +1—p—emT ) (x —nT)dx

_ (mT — p)(e™ —1) + mpT'

mT(p — 1+ emT) (245)

Quando substituimos o valor da integral, (2.45)), na desigualdade (2.44)) obte-
mos a seguinte condicao para a estabilidade,

(mT —p)(e™ — 1) + mpT - m+g

mT(p — 1+ emT) g

(2.46)

Podemos fazer algumas aproximagoes com o objetivo de isolar a variavel T' em
, assim é possivel encontrar uma expressao aproximada para o periodo T
de modo que |uz| < 1, ou seja, que a solucao trivial do sistema (2.36)) seja estavel.
Além disso, como g é uma raiz simples, quando |u| = 1 a solucao alnda sera
estavel, ou seja, quando consideramos a igualdade na expressao obtemos
o maior valor possivel para o periodo 7" de modo que a solucao livre de infeccao
seja estavel.

Desta forma, para encontrar uma aproximacao de T ,.x = T vamos reescrever
a exponencial €™’ por meio da expansao por séries de Taylor
(mT)* | (mT)* | (mT)*

T
=1 T
+mid + 5 + 3] + 1 +

Considerando que o periodo maximo entre os pulsos de vacinacao ¢ muito
menor que o tempo médio de vida, T < %, ou seja, mT < 1, vamos desconsiderar
os termos de maior ordem na expansao, uma vez que serao valores muito pequenos.
Assim, obtemos e™” ~ 1 +mT. Logo,

(mT — p)(l—l—mT—l)—i-mpT m+g
mT(p—1+1+mT) I6;

(mT — p)ymT + mpT _m+g
mT (p +mT) T8

mT _m+yg
p+mT B

T p(m +9g ) '

m(f — (m+g))

(2.47)
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Quando consideramos que o tempo médio de vida de um individuo é muito maior
que o periodo de duracao da doenca, é < %, ou seja, m <K g, encontramos

S (2.48)
mB (1-4)

De acordo com o artigo em estudo, [16], considerando T' < % em < ¢, a
melhor aproximacao para o periodo maximo ¢ dada por

pg L
mﬁ(l_y_g)
2 B

Por outro lado, lembrando que S*, (2.29)), é o nimero de suscetiveis logo apds
. ~ * ’ ’ ’ .

a vacinagao, segue que 15_ - 10S da o niimero de suscetiveis antes da campanha ser

aplicada, como devemos manter o a populagao suscetivel abaixo do limiar critico

S., dado em ([2.20)), ou seja, 1‘% < S., temos

(1—p)(e"T—1)

et g,
L—p

TMax ~ (249)

Entao, para encontrar o vamos de Ty1ay, devemos fazer
(1-p)(emT-1)
p—1+€mT — S
1—p ¢
e —1=(p—1+em)S,
pSe
1-S.’

el =1+

de onde encontramos a expressao

- 1 PSe
Tvax =T =—1In (1 . 2.
M mn( +1—Sc> ( 50)

Na Figura [2.11] apresentamos o grafico que relaciona as equacoes encontradas
para Ty, utilizando como parametros m = 0,004, g = 0,1429 e 5 = 0, 90.

A equacao para o valor exato de Ty1ay, obtida por meio da igualdade na ex-
pressao , ¢ dada pela curva em azul. Verificamos a curva em preto, encon-
trada por meio da condi¢cao de manter o nimero de individuos suscetiveis abaixo
do limiar, S < S, (2.50)), é suficiente para eliminar a epidemia, porém ela subes-
tima o perfodo maximo entre os pulsos a medida em que aumentamos propor¢ao
de vacinacao. O mesmo acontece para a curva em verde, aproximacao encontrada
por meio da equacao . Deste modo, a equacao para a aproximacao de Tijay,
sugerida no artigo em estudo, [16], mostra-se melhor quando consideramos que
a proporcao de vacinagao aplicada é pequena. Por outro lado, nesta simulacao,
verificamos que se considerarmos uma proporg¢ao de vacinacao inferior a 10% da
populacao qualquer equacao nos da uma boa aproximagao para o periodo maximo
entre os pulsos.
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Figura 2.11: Gréfico do intervalo maximo entre os pulsos de vacinagao, Tiax, €m
funcao da proporcao de vacinacao, p, utilizando como parametros m = 0,004,
g = 0,1429 e = 0,90. Na curva em vermelho apresentamos a aproximagao
, a curva em azul a equacao exata dada pela igualdade em , a curva em
verde representa a aproximacao ([2.48)) e a curva em preto o resultado encontrado
pelo valor limiar (2.50)).

2.4.2 Simulagoes numéricas para o modelo com vacinacao
em pulsos

Para realizar as simulacoes apresentadas a seguir utilizamos o programa Mat-
lab. Adotamos como unidade de tempo o dia e os parametros considerados foram
m = 0,004, g = ﬁ = 0,1429 e 8 = 0,90, que sao os mesmos utilizados nas
simulagoes do modelo com vacina¢ao constante, vide Segao [2.3.2l A condicao
inicial utilizada para as simulagoes foi (S(0),7(0)) = (0,9,0,1), que também é
a mesma condicao utilizada na Secao [2.3.2] e, além disso, consideramos que o
primeiro pulso de vacinacao é aplicado 50 dias apds o aparecimento dos primeiros

individuos infectados.

Lembrando a razao de reprodutibilidade basal, definida no Capitulo [1, por
meio dos parametros citados acima obtemos Ry = 6,128, ou seja, havera uma
epidemia caso nao seja adotada nenhuma estratégia de controle da doenca. Deste
modo, vamos realizar simulagoes com a estratégia de vacinacao em pulsos para
analisar a dinamica da epidemia com campanhas que cobrem diferentes porcen-
tagens da populagao.

Na Figura[2.12] consideramos que a cobertura de cada pulso de vacinacao seja
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de somente 10% da populacao, p = 0, 10. Considerando a equacao obtemos
Tavax = 5 dias. Desta forma, aplicando a vacinacao com intervalo de 4 dias entre
os pulsos observamos que a populacao de individuos infectados torna-se extinta
antes do centésimo dia.

na

Suscetiveis
Infectados |

0.g

0.7

0&F

0.4F

SuscetiveisdInfectados

0.3

02f

o1} W

I 1
a a0 100 150
Terpo (em dias)

Figura 2.12: Dinamica entre as populagoes de individuos suscetiveis e infectados
considerando como parametros m = 0,004, g = 0,1429, 5 = 0,90, p = 0,10 e
intervalo entre os pulsos de vacinacao de 4 dias. Simulagao realizada com intervalo
de 150 dias.

Por outro lado, aplicamos a mesma porcentagem de vacinagao com intervalo
de 20 dias entre os pulsos. Notamos que nao ha extin¢ao da doenga e apds 150
dias a populagao de infectados torna a crescer, entrando em equilibrio epidémico
a partir do tricentésimo dia, vide Figura[2.13] Como previsto no estudo realizado,
como o intervalo entre os pulsos de vacinagao ¢ maior que o Ty calculado nao
hé extingao da doenca.

Ao aumentarmos a proporcao de vacinagao p, o intervalo maximo entre os
pulsos torna-se maior. Deste modo, consideramos que a estratégia de vacinacao
cubra 40% dos individuos da suscetiveis da populagao, da equacgao (2.49)), obtemos
Tvax =~ 24,8 dias. Entao, aplicando a vacinacao a cada 20 dias, observamos o
desaparecimento dos individuos infectados, vide Figura [2.14]
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Figura 2.13: Dinamica entre as populagoes de individuos suscetiveis e infectados
considerando como parametros m = 0,004, g = 0,1429, 5 = 0,90, p = 0,10
e intervalo entre os pulsos de vacinagao de 20 dias. Simulacao realizada com
intervalo de 400 dias.
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Figura 2.14: Dinamica entre as populagoes de individuos suscetiveis e infectados
considerando como parametros m = 0,004, g = 0,1429, 5 = 0,90, p = 0,40
e intervalo entre os pulsos de vacinagao de 20 dias. Simulacao realizada com
intervalo de 250 dias.

Posteriormente, consideramos a mesma proporcao de vacinagao, p = 0,40, em
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intervalos de 40 dias entre os pulsos. Observamos que a populacao de infectados
comeca a oscilar 100 dias apds o primeiro pulso de vacinagao e nao é extinta, vide

Figura [2.15]
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Figura 2.15: Dinamica entre as populagoes de individuos suscetiveis e infectados
considerando como parametros m = 0,004, g = 0,1429, 5 = 0,90, p = 0,40
e intervalo entre os pulsos de vacinagao de 35 dias. Simulagao realizada com
intervalo de 350 dias.

Deste modo, as simulagoes confirmaram os resultados analiticos demonstrados
ao longo deste capitulo. Para obter o equilibrio livre de infeccao, as campanhas
de vacinacao em pulsos permitem que a proporc¢ao de cobertura da vacinacao seja
menor que a necessaria para as campanhas de vacinagao constante. No entanto,
os pulsos de vacinagao devem respeitar o periodo maximo, dado por Tyjax-

No Capitulo |3[ propomos um estudo sobre os modelos discretos SIR simples
e com campanhas de vacinagao, continua e em pulsos, feitos neste capitulo, que
foram propostos por Shulgin, B. et al.



Capitulo 3

Modelo SIR em tempo discreto

Neste capitulo apresentaremos a importancia da discretizacao de alguns pro-
blemas continuos. Aqui propomos descretizagoes dos modelos continuos apre-
sentados no Capitulo [2| e realizaremos a andlise da estabilidade de cada um dos
modelos discretos. Algumas simulagoes numéricas serao apresentadas ao final de
cada secao.

3.1 Motivacao

No Capitulo [2, o trabalho concentrou-se exclusivamente em modelos epide-
miolégicos descritos por equagoes diferenciais [16]. Isto deve-se ao fato de que
a maioria dos modelos encontrados na literatura sao baseados neste quadro. O
pressuposto inerente foi de que os processos de transmissao da doencga ocorre em
tempo real e que a variabilidade de fatores, tais como o periodo infeccioso, pode
ser dinamicamente importante. Alguns tém argumentado que, se os periodos
de laténcia e infeccioso sao relativamente constantes, é razoavel a construgao de
modelos formuladas em tempo discreto [9)].

As populagoes presentes em cada compartimento, S, I ou R, modifica-se con-
tinuamente no tempo, instante a instante. Na pratica, no entanto, é muito dificil
acompanhar este crescimento ou decrescimento a todo momento. Ao se estudar
o crescimento das populagoes em cada compartimento, geralmente sao realiza-
das medigoes a intervalos de tempo regulares, neste caso dizemos que o tempo é
discreto uma vez que o tamanho de cada populagao é conhecido apenas em al-
guns instantes. Desta forma, a utilizacao de modelos discretos torna-se de grande
utilidade.

Os modelos em tempo discreto sao menos estaveis do que seus homoélogos em
tempo continuos. Os equilibrios endémicos sao fracamente estaveis, com per-
turbagoes em decomposi¢ao durante longos periodos [9].

49
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3.2 Introducao as Equacoes de Diferencas

A partir da observacao casual, percebemos que o problema em estudo varia
em espaco e tempo. Por exemplo, o nimero de individuos infectados muda con-
tinuamente em dado local, de acordo com a taxa de infeccao da doenga, e pode
variar significantemente de ponto a ponto sobre o espago de tempo considerado.
Uma consequéncia disso é que os modelos matematicos do mundo real, quase
inevitavelmente, envolvem derivadas do tempo e espago [6].

Para discretizar um problema continuo devemos adotar algum método de
diferenciacao numérica. Uma forma geral para o tipo de problema que iremos
considerar é dada por

= f(t,z), t>0 (3.1)
onde
z(0) = « (3.2)

é a condigao inicial. A equacao diferencial juntamente com a condi¢ao inicial
dada forma o que chamamos de Problema de Valor Inicial, PVI. Vamos considerar
que z(t) e suas varias derivadas existem, sdo continuas e definidas no intervalo
utilizado.

Para discretizar o sistema vamos substituir as variaveis continuas, ¢ e
x, por variaveis discretas, desta forma, poderemos resolver o problema resultante
usando métodos numeéricos convencionais. Ao realizar esta discretizacao devemos
tomar cuidado para que a nova solucao se aproxime da solucao do PVI original.

Realizaremos a discretizacao em cinco etapas, que serao descritos a seguir.
Inicialmente devemos especificar quao grande sera o intervalo de itera¢oes, uma
vez que, ao resolver os problemas discretos computacionalmente, o computador
nao pode funcionar para sempre. Entao o intervalo de tempo que sera utilizado
para o calculo da solucao sera de 0 <t < L.

A primeira etapa deste processo consiste em introduzir os pontos de tempo que
iremos usar na solugao. Estes pontos sao dados sequencialmente por ty,tq, -+, ta,
um esquema da posicao destes pontos ao longo do eixo é mostrado na Figura (3.1)).

Seja k os espacgo entres cada ponto da sequéncia, comos estes pontos sao
igualmente espagados, obtemos

t;=jk, j=0,1,--- M. (3.3)

Lembrando que o intervalo de tempo utilizado para a discretizagao é 0 <t < L
devemos garantir que t); = L. Desta forma, obtemos a seguinte relacao para k

k= 7 (3.4)

Em seguida, devemos analisar a equagao diferencial (3.1)) no tempo ¢;, obtendo
2'(t;) = f(t;, 2(t))). (3.5)
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Figura 3.1: Sistema utilizado para obter a aproximagcao de diferencas finitas de
um problema de valor inicial. Os pontos sao igualmente espagados e ty; = L [6].

Na terceira etapa deste proceso, substituimos a derivada x’ na por uma
aproximacao com uma féormula de diferencas finitas usando os valores de y de um
ou mais pontos da sequéncia adotada em uma vizinhanca de ¢;. Neste momento,
devemos fazer a escolha para a férmula de aproximagao. Muitas escolhas podem
ser feitas, algumas das quais estao listadas na Tabela|3.1] ressaltando que escolhas
diferentes resultam em diferentes procedimentos numéricos [6].

’ Diferencgas finitas \

Foérmula de diferencas

\ Termo de Truncamento ‘

Para frente fi(z) = f(xiﬂ)h_ f(w) + 7 T = —gf”(m)
Para tras fl(x;) = f(w) _hf(xi_l) + 7 T = gf”(m)
% - i— h2
Central fxy) = f(@ +1)2hf(x ) + 7 Ti = —gf’”(m)

Tabela 3.1: Férmulas de diferenciagao numéricas. Os pontos x, zo, - - -

sao igual-

mente espagados com passo de tamanho h = x;,; — x;. O ponto n; é localizado
entre o esquerdo e o ponto mais a direita utilizados nas férmulas [6].

Neste trabalho vamos utilizar a aproximacao de diferencas finitas para frente,
dada na primeira entrada da Tabela [3.1] A expressao para a primeira derivada é

dada por

onde

+7'j,

(3.6)

(3.7)
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e 7; € um ponto entre ¢; e t;;1. Substituindo a nova expressao para x’ em ([3.5))
obtemos
T(tj) — x(ty)
k

+7; :f(tj,l‘(tj)), (38)
ou, de forma equivalente,

z(tjr1) — x(ty) + by = kf(t;, 2(t))). (3.9)

O termo T7;, como aparece em , indica o quao boa a aproximacao esta do
problema inicial. Por isso é chamado erro de truncamento do método, e de (3.7))
verificamos que este erro é uma funcao de k, que vamos denotar por O(k). Como
O(k) = k;, entao O(k) se aproxima de zero & medida em que k vai para zero. Isto
significa que, pelo menos em teoria, podemos nos aproximar do problema original
o quanto quisermos, para isto, basta fazer o passo de tempo k suficientemente
pequeno. Dizemos, neste caso, que a aproximagao é consistente [6].

A proxima etapa do método consiste em ignorar o erro de truncamento. As-
sim, trocamos um problema exato por outro, que é uma aproximacao do PVI

original (3.1)). Entao, de (3.9), obtemos
T — ;= kf(t;, z5), (3.10)
ou, de forma equivalente,
ijrl:xj—i_kf(tjaxj)ajzoala"' >M_1' (311)
cuja notacdo x; representa x(t;).
Assim podemos reescrever a condigao inicial (3.2)) como
xo = z(ty) = . (3.12)
A equacdo de diferencas finitas (3.11)) é conhecida como o Método de Euler
para resolver (3.1]). Trata-se de um algoritmo recursivo onde se comega com j = 0
e, em seguida, usa-se a equacao (3.11]) para determinar a solu¢do em j = 1, entao

J = 2, em seguida j = 3, --- Como esta nos da o resultado desconhecido de z;;
explicitamente em funcao de termos conhecidos, é dito um método explicito.

Erro

Suponha que comegamos com a equacao , vamos analisar se ela é baseada
em uma aproximacao consistente de (3.1]). Isto é determinado pela ligacao entre a
solugao aproximada, em , e a analise do quao proxima ela esta de satisfazer
o problema de valor inicial.

Usando a aproximacao por séries de Taylor, sabemos que
w(tj) = a(t;+k)
1
= a(ty) + ka'(t;) + §’€233”(tj) e

= alt) 4 kf (1 al) + GR) 4 (3.13)
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Substituindo x(t;) por x; em (3.13]), obtemos

1
iy = x;+kf(t;,x(t)) + §k2$//(tj) +oe (3.14)

Assim, comparando a expressao alcancada por meio da aproximagao por séries
de Taylor, (3.14)), e a adotada pelo método de diferencas finitas, (3.11]), temos

1
T+ kL (g, w(t) + SR () + - =y + R (2 (),
ou seja,

1
§k2x”(tj) + - =0. (3.15)

Verificamos que ao satisfazer perde uma série de termos, os quais
iremos denotar por O(k?). J4 vimos que o erro de truncamento, O(k), vai para
zero & medida em que k < 1 vai para zero e O(k?) também tende a zero quando
isto acontece. Desta forma, o método é consistente.

3.3 Modelo discreto SIR simples com dinamica
vital

Consideremos o modelo continuo, apresentado em (2.3)), dado por

.
% = m — pBIS — mS
dl
— = pBIS — I — gl
7 BIS m g
dR
b I —

(i g mlt

onde S(t), I(t) e R(t) representam as proporgoes de individuos suscetiveis, in-
fectados e recuperados, no instante t, e os parametros m, 5 e g as taxas de
natalidade/mortalidade, infecgdo e recuperagdo, respectivamente. O tamanho
total da populagao é normalizado para a unidade, T'(t) = S(t) + I(t) + R(t) = 1

e a taxa de reprodutibilidade é a mesma definida no Capitulo , Ry = e

Para discretiza-lo vamos utilizar o método de discretizacao de passo a frente,

cuja férmula é descrita na Tabela dada por f'(z;) = f($¢+1)h— f(@) + 7
Para a primeira equagao do sistema, facamos

ds S(tjr1) — St

E(tj) _ ( J+1)k ( j) + 75, (3.16)
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onde 0 <t < L, t; = jk, sendo k o espaco entre os pontos que vamos considerar,
com j =0,1,---, M. Para facilitar os caculos, vamos considerar L = M, ou seja,
k = 1. Entao, ignorando o erro de truncamento, 7;, obtemos a aproximacao

as

= ) = S(tja) = S(t) = Sjra = 5. (3.17)

Assim, a primeira equagao do sistema (2.1]) discretizada é

Sj+1 — Sj =m — 6[]'53' — mSj.

Realizando o mesmo procedimento para as outras duas equagoes, chegamos
a0 novo sistema

Sj+1 — Sj = m — Blij — mSj

que pode ser reescrito como

Sj+1 = Sj + m - ﬁijj - mSj
]j-‘rl = Ij + 5]]'5]' - mlj - ng (318)
Rj-‘rl == Rj + ng — ij.

Como o tamanho total da populagado é normatizado para a unidade, S(t) +
I(t)+ R(t) = T'(t) = 1, para analisar a estabilidade do sistema utilizamos apenas
as duas primeiras equagoes, da mesma forma como feito no modelo continuo.
Além disso, para os modelos discretos vamos considerar que a taxa de infeccao
seja tal que 0 < 8 < 1.

3.3.1 Analise da estabilidade do modelo discreto SIR sim-
ples

Consideremos as fungoes f,g,h : (0,1) x (0,1) — R, continuas e dife-
renciaveis, tais que

f(Sj, I]) = Sj =+ m — ﬁIij — mSj
9(S;, ;) = I; + BLS; — ml; — gl (3.19)
h(Sj, I]) = Rj ‘I‘ g]j — ij.

Vamos encontrar os pontos fixos, ou pontos de equilibrio do sistema, ver

Apéndice [A.T]
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Proposicao 3.1. O sistema possui um unico ponto de equilibrio se Ry < 1,
Eq = (1,0); caso Ry > 1 ele possui dois pontos de equilibrio, Ey = (1,0) e

_ (1 m [Re-1 g ' ~ g
by = Roomig | fo | ) Chamamos Ey equilibrio livre de infeccao e Ey equilibrio
epidémico.

Demonstracao. Para encontrar os pontos de equilibrio do sistema basta fazer

f(S,1)==58
{ g(S,I)=1.

Assim,
m — [BSI — mS = 0
gSI — mlI — gl = 0.

Da segunda equacao,

I=0 ouS:w.

B

Logo, os pontos de equilibrio do sistema sao

1 m Ro—l
Eo=(1,0)e By = [ —, :
0 ( )e ! <R0 m+g[ R() :|>

, . < s . m Ro—1
Além disso, note que, para E; existir devemos garantir que e [%fo} > 0,

ou seja, Ry > 1.

]

Uma vez que encontramos os pontos fixos, vamos estudar a estabilidade de
cada um deles separadamente. A andlise da estabilidade dos pontos de equili-
brio do modelo discreto é feita a partir dos autovalores associados ao modelo
linearizado préximo a estes pontos.

De (3.19)), obtemos

of . Of _
559 1) =1=BI—m, =2(8,1) = =B,
dg

(5.1 =pI, U(5.1) =145 —g—m.

Entao, a matriz Jacobiana associada a este modelo é

1—61—m —-BS

Jsn—=| =79 b
BI 1+85—g—m

Assim, o ponto de equilibrio serd estavel se o valor absoluto das raizes carac-

teristicas for menor ou igual a 1 e para o caso em que o valor absoluto for igual
a 1, s6 o serd, se as raizes forem simples, ver Apéndice [A.2]
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Proposicao 3.2. (Estabilidade dos pontos de equilibrio livre de infec¢ao) O ponto
de equilibrio livre de infeccao, FEy = (1,0), serd estdvel se R < 1 e serd instdvel
se Ry > 1.

Demonstracao. Para o equilibrio livre de infecgao, Fy = (1,0), a matriz Jacobiana
é dada por
1—m —p

TLO=1"6" 115 g-m|

o polinomio caracteristico é
pPA) =1 =m=XN{1+F-—m—g=2A)
e os autovalores sao \y =1—me X =1—m—g+ 5.

Como, por hipdtese, 0 < m < 1, temos 0 < 1—m < 1. Logo, |\| =1—m < 1.

Se Ry < 1, ou seja, miw < 1, temos
f<m+y,
assim
6 —m—g< 07

seguindo que
1+ —m—g<1.

Deste modo, caso Ry < 1 temos Ay < 1.
Por outro lado, por hipétese temos 0 < 3, m, g < 1 assim
0<m+g<?2,

ou seja,
—-1<l-m-g<l.

Somando 0 < § < 1 a desigualdade obtemos
f—-1<14+pf—m—g<1+p,
e como —1 < —1 < 0 segue

—-1<pf-1<1+8—-—m—g<1+4+p.

Assim, =1 <1+ —m—g= As.

Logo, sendo Ry < 1, como —1 < Ay < 1, temos |Ag| < 1.

B

s 1, temos

Por outro caso, caso Ry > 1, ou seja,

B>m+g
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dai

/B_m_g>0)
ou seja,

1+8—m—g>1

Desta forma, |Ag| > 1.

Entao, fazendo Ry < 1, obtemos o valor absoluto de ambos os autovalores é
menor que 1. Portanto, Ey é um ponto de equilibrio estdvel se Ry < 1 e instdvel
se Ry > 1.

[]

Proposicao 3.3. (Estabilidade dos pontos de equilibrio epidémico) Sejam 0 <
B<lel<Ry< %, onde B e 0 <m <1 sao a taxa de infec¢ao e de natalidade

(mortalidade) adotadas. O ponto de equilibrio epidémico, Ey = <Ri0, mLJrg [R}gl} ) ,

serd estavel se Ry > 1.

Demonstracao. Para F, = (L = [Ro — RO;DD, temos

Ro’ m+g R
[ pm_ ( Ro—1 8
o - [EGE
Vo Bm_ (Ry-1 148 g m
| +9 \ Ro Ro 9
B
_ 1—mR0 _R_o

Deste modo,

tr(J) =2 —mRy e det(J) = 1_mRO+W7
0

e o polinomio caracteristico associado a matriz Jacobiana é

p(A) :A2—(2—mRo)>\+1—mRo+w_
0

Assim, os autovalores sao

(2—mRO)i\/(2—m30)2—4(1—mR0+%§‘”>
2 )

Ao =

que podemos reescrever como

(2 —mRy) + \/mQRg —4pm + iﬁz—’:

A = 5

Resta analisar o valor absoluto de cada um deles.



58 3.3. MODELO DISCRETO SIR SIMPLES COM DINAMICA VITAL

Como vimos, para que F; exista, temos Ry > 1, assim Rio < 1. Lembrando

que 0 < B, m < 1 segue que

45m
<4
B < 46m.
ou seja,
48m
—4 < 0.
R, m

Deste modo, é possivel ver que

m2R§ +

Temos duas possibilidades:
i) m?R§ + % — 4Bm > 0;

i) m*R} + 25 —4pm < 0.

(3.20)

Caso 1) Suponha que i) acontega, ou seja, m?R2 + 4@—2” —48m > 0. Neste

caso, os autovalores sao reais e da desigualdade (3.20) temos
45m

0<m?Rj+ —4pm < m*Ry.
Ry
Assim,
4
—mRy < :l:\/m2R(2) + Iﬂ;m —4m < mRy,
0

somando 2 — mRy em cada membro da desigualdade obtemos

45m
Ry

(2 — mRo) —mRy < (2 — mRO) + \/mQR(Q) +

e dividindo cada membro por 2

2 — 2mR, - (Q—mRO) + \/mZR%-i—Zlg—gn —48m
2 2

- 2
5"
Deste modo,
1—mRy < )\172 < 1.
Como, por hipotese, 1 < Ry < %, temos
—-1< )\1,2 <1,

ou seja,
‘)\172’ < 1.

Logo, para este caso, F; é um ponto de equilibrio estavel.

—4pm < (2 —mRy) + mRy,
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Caso 2) Suponha que ) acontega, ou seja, m? R3 + 42—’” —4m < 0. Entao os
o
autovalores serao complexos e conjugados, ou seja, Ay = A;. Podemos reescreve-
los como

(2 —mRy) £ i\/—mzRa +48m — %—72
5 :

Ao =

Assim,

N N e
2 + 2

A= = (

m*Ry  mPRy  4Bm  Bm
4 4 4 4Ry
gm

p— 1— _— —
mRy + Bm 1,

= 1—mR0+

Por hipétese, |\]? = 1—mR0+6m—meo, Ry >1e0 < <1, entao podemos
afirmar que

g
< Ry < Ry + —.
p 0 0+ iR,
Como 0 < m < 1 temos 3
m
m < mRy+ ——
5 o+ iR,
e, consequentemente,
bom
fm —mRy — — < 0.
4R,
Somando 1 aos termos da desigualdade verificamos que
Bm
1 —mBiy—— <1
+ ﬁm miig 4R0 s
ou seja,
|>\1|2 < 1.
Deste modo, segue
Sabendo que |A;| = |\, para este caso, E; também ¢é um ponto de equilibrio

estavel.

Portanto, sendo Ry > 1, o ponto de equilibrio epidémico E; é estavel.

3.3.2 Simulagoes numéricas para o modelo discreto SIR
simples

Para realizar as simulagoes de todos os modelos discretos apresentados neste
capitulo, os programas foram escritos em linguagem C gerando um arquivo de
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extensao .trt com o valor das populagoes de suscetiveis e infectados a cada instante
t. Apos obter estes dados, os graficos foram gerados no Matlab. O cédigo de cada
simulacao encontra-se disponivel no Apéndice [A.3.3]

Seguindo os mesmo parametros adotados para o modelo continuo SIR simples,
vide Segao [2.2.2] os pardmetros utilizados para esta simula¢ao foram: taxa de
natalidade /mortalidade de 0,4%, m = 0,004, tempo de recuperagao da doenga
de 7 dias, g = % = (), 1429, e condigao inicial (S, Ip) = (0,90,0,10). A unidade
de tempo adotada foi o dia.

Considerando a taxa de infeccao de 10%, S = 0, 10, da defini¢ao da razao de
reprodutibilidade basal descrita no Capitulo|l, obtemos Ry = 0,412. Verificamos
na Figura que, assim como ocorre no modelo continuo, o sistema evolui para
o ponto livre de infeccao, confirmando o estudo sobre a estabilidade do modelo
discreto simples para Ry < 1, realizado na Proposicao
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0.4

Suscetiveis f Infectados

03f .

0.2
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Figura 3.2: Dinamica das populagoes de individuos suscetiveis e infectados para
o modelo em tempo discreto. Os parametros utilizados para o grafico foram:
m = 0,004, g = 0,1429, § = 0,1, condigao inicial (Sp,Iy) = (0,90,0,10) e
considerado um intervalo de 150 dias.

Quando elevamos a taxa de infeccao para 90%, 8 = 0,90, obtemos Ry =~
6,1284. Entao, observamos na Figura [3.3, que o sistema atinge o equilibrio
epidémico, como demonstrado na Proposicao |3.3
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Figura 3.3: Dinamica das populagoes de individuos suscetiveis e infectados para
o modelo em tempo discreto. Os parametros utilizados para o grafico foram:
m = 0,004, g = 0,1429, 8 = 0,9, condicao inicial (Sy, ) = (0,90,0,10) e
considerado um intervalo de 350 dias.

3.4 Modelo discreto SIR com vacinacao cons-
tante

Consideremos o modelo continuo com vacinagao constante, descrito em ([2.18]),
dado por

.
% = (1-pm — pIS — mS
dl
o B m g
dR

= pm + gl — mR

onde 0 < p,m, 3,9 < 1 sdo os parametros ja definidos e 0 < S(¢),I(t), R(t) < 1
sao proporcoes de individuos suscetiveis, infectados e recuperados, respectiva-
mente.

De modo andlogo ao modelo discreto SIR simples, para discretiza-lo vamos
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f(xi-i-l) - f(xz)

utilizar o método de discretizacao de passo a frente, f'(x;) = . +7;.
Para a primeira equagao do sistema, temos

s S(tjt1) — S(t;

E(tj) = ( J+1)k (t;) + 7 (3.21)

onde 0 <t < L, t; = jk, sendo k o espaco entre os pontos que vamos considerar,
com j =0,1,---, M. Para facilitar os caculos, vamos considerar L = M, ou seja,
= 1. Entao, ignorando o erro de truncamento, 7;, obtemos a aproximacao

ds

E(tj) ~ S(tj+1) — S(t;) = Sjr1 — 5j. (3.22)

Assim, a primeira equagao do sistema (2.1]) discretizada é

Sj+1 - Sj = (1 — p)m — /Blij - mSj.

Realizando o processo para as demais equagoes, encontramos o seguinte mo-
delo

Siqi = S5 + (L—=p)m — BI;S; — mS;
Ij-i-l = ]j —|— B[ij — mlj — g]j (323)
Rj+1 = Rj + pm + ng — ij.

Para a andlise de sistemas com campanhas de vacinacao, consideramos a re-
produtibilidade basal associada a doenca maior que 1, Ry > 1, como citado na

Observagao 2.7

Vamos fazer um estudo sobre os pontos de equilibrio e a estabilidade deste
novo sistema na proxima se¢ao.

3.4.1 Analise da estabilidade do modelo discreto SIR com
campanha de vacinacao constante

Consideremos as fungoes f,g,h : (0,1) x (0,1) — R, continuas e dife-
renciaveis, tais que
f85.0;) = 55 + (L—pm — BLS; — mS;
9(8;,I;) = I + BLiS; — ml — gl . (3.24)
h(Sj,]j) = Rj + pm + gI] — ij

Os pontos fixos, ou pontos de equilibrio do sistema, sdo aqueles onde f(S;, I;) =
Sj e g(S;, I;) = I, para todo j = 1,2,--- ,n, ver Apéndice [A]]
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Proposicao 3.4. O sistema apresenta dois pontos de equilibrio, Fy =
(1 —-p,0) e By = (RLO, P [%D, chamados equilibrio livre de infeccdo e

equilibrio epidémico, respectivamente.

Demonstracao. Os pontos de equilibrio devem satisfazer o seguinte sistema

f(s,1)==5
{ 9(571) =1,

ou seja, devem satisfazer

(I1=pm—pBIS—mS =0
BIS —mlI — gl = 0.

Assim, os pontos de equilibrio do sistema (3.23) sdo Ey = (1 —p,0) e £} =

(mTJrg» g [1 —p- mTJ“g]) Como definimos Ry = miﬂ;’ no Capitulo ’ podemos
reescrever b = (RLO’ miw [(l—p%fo—1}> ‘

]

A matriz Jacobiana, que nos fornece os coeficientes do sistema linearizado, é

1—061—m —BS

J<S’I>:{ BI  1+85—(m+g) |

(3.25)

Desta forma, podemos estudar a estabilidade local dos pontos de equilibrio
encontrados na Proposicao (3.4}

Proposicao 3.5. Seja 0 < 8 < 1, onde B € a taxa de infeccaio adotada. O

ponto de equilibrio livre de infecgao, Fo = (1 — p,0), serd estdvel se p > 1 — RLO'
Definimos p. = 1 — RLO’ onde p. € chamada porcentagem critica de vacina¢ao.

Demonstragao. Para o equilibrio livre de infecgao, de (3.25)), temos

| 1-m —5(1 —p)
TE) = | 0" 1 pa ) mrg |

entao o polindémio caracteristico é p(A) = (1—=m —A)(1+8(1 —p) — (m+g) — N).

Os autovalores associados a J(Ep) sao

M=1-medl=14+p(1-p) —(m+g).

Vamos fazer um estudo sobre o valor absoluto de cada autovalor.

Por defini¢ao 0 < m < 1, assim 0 < 1 — m < 1, ou seja, |[\| < 1. Entéo para
garantir a estabilidade de Ej precisamos ter |Ao| = |1 + 5(1 —p) — (m + g)| < 1.
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Lembrando que Ry > 1, temos 3 > m + g. Assim,
=1+1-p)B—-—(m+g)=1—-pBf+L—(m+g)>1—ppf
como 0 < p, B < 1, por definigao, entao 0 < pf < 1, logo Ay > 0.
Desta forma,

Aol <1 & 1+(1—p)B—(m+g) <1
& (I-p)B—(m+g) <0

m-+g 1
S p<l——=1——. 3.26
3 = (3.26)

Portanto, Fy sera estavel estavel se p > 1 — RLO.

[]

Para o estudo sobre a estabilidade do ponto de equilibrio epidémico, E; =

1 _m |(=p)Ro—1 : : :
( R’ mis [ o ]), obtemos a seguinte matriz Jacobiana

1—(1—=pmRy —(m+g)
J(En) = [ (1—p)m£0—m 1 ! ’

assim,
tr(J) =2— (1 —p)mRy e det(J) =1— (1 — p)mRy + (m + g)m[(1 — p)Ry — 1],
e o polinomio caracteristico é dado por

p(A) =N = (2= (1 =p)mRo)A +1 — (1 = p)mRy + (m + g)m[(1 — p) Ry — 1].

Veja que os autovalores associados a J(E;) s@o

2 — (1 —p)mRy £ /(1 — p)mRy)? — 4(m + g)m[(1 — p) Ry — 1]

Ao = 5

. (3.27)

O estudo sobre o valor absoluto destes autovalores é complexo. Assim, vamos
realizar simulacoes graficas com o intuito de verificar se o comportamento do
modelo discreto SIR com vacinagao constante é semelhante ao modelo em tempo
continuo.

3.4.2 Simulagoes numéricas para o modelo discreto SIR
com vacinacgao constante

Para que possamos fazer uma comparacao entre os modelos discretos e continuos
continuaremos mantendo os mesmos paramentros utilizados na Se¢ao [2.3.2] para
nossas simulacoes. Deste modo, consideramos como parametros m = 0,004,
g=0,1429 ¢ 8 = 0,90, lembrando que Ry = miﬂ, temos Ry = 6, 128. Do modelo
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continuo verificamos na Proposicao que a proporcao minima de vacinagao
é dada por p. = 1 — Rio, neste caso p. ~ 0,837, e vacinando uma porcentagem
superior a esta proporc¢ao a epidemia pode ser controlada.

Inicialmente, introduzimos uma campanha de vacinagao constante com cober-
tura de de 60% da populacao. Observamos que, assim como no modelo continuo,
nao ha extingcao definitiva da doenca, vide Figura |3.4
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Infectados
0at +  Suscetiveis

0.7 4

05F .

0.4

Suscetiveis f Infectados

0.3
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01t
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Figura 3.4: Dinamica das populacoes de suscetiveis e infectados no modelo dis-
creto SIR com vacinacao constante. Considerando como parametros m = 0,004,
g=0,1429, 5 = 0,9, p = 0,60, condicao inicial (S, Iy) = (0,90, 0, 10) e intervalo
de tempo de 500 dias.

Aumentando a cobertura de vacinagao para 90% verificamos, na Figura [3.5)
que a populacao de individuos infectados converge para o equilibrio livre de in-
feccao.

Os programas em linguagem C utilizados para as simulagoes deste modelo
encontram-se disponiveis no Apéndice [A.3.4]
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Figura 3.5: Dinamica das populacoes de suscetiveis e infectados no modelo dis-
creto SIR com vacinacao constante. Considerando como parametros m = 0,004,
g=0,1429, 5 = 0,9, p = 0,60, condicao inicial (S, Iy) = (0,90, 0, 10) e intervalo
de tempo de 300 dias.

3.5 Modelo discreto SIR com vacinagao em pul-
SOS

Como visto no Capitulo [2} o principio do método de vacinagao em pulsos
é aplicar a vacinacao com uma determinada frequéncia, de modo a evitar que a
populagao de individuos infectados seja crescente. O modelo matematico continuo
relacionado é dado por

d oo

d—f = m — pIS — mS — p> ST )o(t—nT)

o "= o (3.28)
— = pBIS - I — gl

g - e m g

onde S(nT~) = lir% S(nT —e€) e a fungao Delta de Dirac, também conhecida como
€—
impulso unitario, é definida por

0,set#nT
o0, se t =nT,

ot - 1) = {
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com/ §(t—nT)=1.

Para discretizar este modelo utilizando o mesmo método dos modelos anteri-
ores, vamos separd-lo em dois casos: quando ¢t # nT, ou seja, §(t —nT) =0, e
quando t =nT.

Quando t # nT nao haverd vacinacao, entao o sistema (3.28)) pode ser reescrito
como

% = m — pBIS — mS
dl

— = pIS - I — gl
7 BIS m gl,

cuja discretizacao é similar a realizada para o modelo SIR simples e dada por:

Sj+1 = Sj —+ m — 5Iij — mSj

3.29
Ij+1 = [j + ﬁ[ij — ij — g[] ( )

Quando t = nT', uma proporcao p de todos os individuos suscetiveis é va-
cinada, enquanto a equacao voltada para a populacao de individuos infectados
permanece inalterada. Assim, obtemos

Ser = m 4+ (1=p)Spr-1 — PBlar—1Sar—1 — mSpr—1

3.30
Lir = L1 + BLaraSwr—1 — (m+9)Lr-a. ( )

O estudo deste modelo é feito por meio de comparacao entre as simulacoes
numéricas realizadas para o modelo continuo e discreto.

3.5.1 Simulacoes numéricas para o modelo discreto SIR
com vacinagao em pulsos

Para as simulagdes numéricas realizadas para este modelo vamos considerar,
assim como no modelo continuo, os seguintes parametros: m = 0,004, g = 0, 1429,
£ =10,90, p=0, 10, condi¢ao inicial (S, Iy) = (0, 90,0, 10).

Consideramos que a cobertura de cada pulso de vacinacao seja de 10% da
populacao. No estudo do modelo continuo, com a equacgao , obtemos Ty =
5 dias. Veja que, aplicando a vacinagao com intervalo de 4 dias entre os pulsos,
observamos que a populagao de individuos infectados torna-se extinta também
para o modelo discreto.
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Figura 3.6: Dinamica entre as populacoes de individuos suscetiveis e infectados
considerando como parametros m = 0,004, g = 0,1429, 8 = 0,90, p = 0, 10,
condigao inicial (Sp, Ip) = (0,90, 0, 10) e intervalo entre os pulsos de vacinagao de
4 dias. Simulagao realizada com intervalo de 150 dias.

Aumentando o intervalo entre os pulsos de vacinagao para 20 dias verificamos,
na Figura[3.7] que ndo hé extingao e apds certo tempo a populacao de infectados
torna a crescer, entrando em equilibrio epidémico.
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Figura 3.7: Dinamica entre as populacoes de individuos suscetiveis e infectados
considerando como parametros m = 0,004, g = 0,1429, g = 0,90, p = 0, 10,
condigao inicial (Sp, Ip) = (0,90, 0, 10) e intervalo entre os pulsos de vacinagao de
7 dias. Simulacao realizada com intervalo de 250 dias.

Verificamos para o modelo continuo que aumentando a proporcao de vacinagao
p, 0 intervalo méaximo entre os pulsos torna-se maior. Assim, vamos aumentar a
cobertura de vacinacao no modelo discreto para 40% dos individuos suscetiveis
da populacao, da equacao encontrada para o modelo continuo, obtemos
Thax =~ 24,8 dias. Veja na Figura que aplicando a vacinacao a cada 20 dias
observamos o desaparecimento da doenca.
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Figura 3.8: Dinamica entre as populacoes de individuos suscetiveis e infectados
considerando como parametros m = 0,004, g = 0,1429, 8 = 0,90, p = 0, 40,
condigao inicial (Sp, Ip) = (0,90, 0, 10) e intervalo entre os pulsos de vacinagao de
20 dias. Simulacao realizada com intervalo de 250 dias.

Posteriormente, consideramos a mesma proporc¢ao de vacinacao, p = 0,40, em
intervalos de 35 dias entre os pulsos. Na Figura (3.9 observamos que a populacao
de infectados comeca a oscilar apds o centésimo dia e nao é extinta.
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Figura 3.9: Dinamica entre as populacoes de individuos suscetiveis e infectados
considerando como parametros m = 0,004, g = 0,1429, g = 0,90, p = 0, 40,
condigao inicial (Sp, Ip) = (0,90, 0, 10) e intervalo entre os pulsos de vacinagao de
35 dias. Simulacgao realizada com intervalo de 500 dias.

Como demonstrado para o modelo continuo, para o modelo discreto SIR com
vacinacao em pulsos também existe um intervalo de tempo maximo que garante a
estabilidade das solugoes. Caso o intervalo entre os pulsos de vacinagao seja maior
que este Ty calculado nao ha extingao da doenca. Além disso, a aproximacao
para a expressao do Ty, encontrada em também ¢é valida para o modelo
discreto.

Os programas em linguagem C utilizados para as simulagoes deste modelo

encontram-se disponiveis no Apéndice [A.3.5]



Capitulo 4

Conclusoes

Neste trabalho apresentaremos um estudo do modelo epidémioldgico SIR (Sus-
cetiveis-Infectados-Recuperados), desenvolvido por McKendrick e Kermack em
1927, [II], que refere-se a doencas onde o individuo adquire imunidade apds
curar-se da infeccao. Entre as doencgas que podem ser estudadas com este mo-
delo encontram-se a Rubéola, o Sarampo e a Variola. Além do modelo simples
com dinamica vital, apresentamos como métodos de controle epidémico duas es-
tratégias de vacinacao, a vacinacao constante e em pulsos. Realizando o estudo
com base no artigo de “Pulse Vaccination Strategy in the SIR Epidemic Mo-
del”, [16], verificamos dois importantes resultados: a vacinagao constante garante
que a imunizacao de determinada porcentagem da populagao é suficiente para a
extingao da doencga; por outro lado, a estratégia de vacinacao pulsada, mesmo
cobrindo uma porcentagem pequena da populagao com a vacinagao, garante que
a extingao da doenga ocorre sempre que o intervalo entre os pulsos for menor que
o periodo maximal, Thfay.

A programacao de modelos discretos é mais simples do que para modelos
continuos, deste modo a discretizacao dos problemas continuos facilita sua pro-
gramacao e simulacgao grafica, o que resulta em um menor gasto computacional.
Deste modo, para complementar o trabalho de B. Shulgin, L. Stone e Z. Agur,
realizamos uma discretizagao dos modelos epidemioldgicos continuos.

Verificamos que, para obter os mesmo resultados sobre a estabilidade de alguns
pontos dos modelos discretos, foi necessario incluir algumas hipdteses, como a de
que a taxa de infeccao seja limitada entre 0 e 1, 0 < # < 1. Como trabalho
futuro, reduziremos o passo de discretizacao, que foi de 1 unidade de tempo, para
tentar eliminar as hipéteses extras que foram necessarias nos modelos discretos.

Por meio das simulagdes numéricas, notamos que os resultados encontrados
para os modelos discretos sao muito proximos aqueles encontrados para os mo-
delos continuos. Assim, apesar da aproximacao feita, o erro nao afeta significati-
vamente o resultado esperado.

Para um trabalho futuro, pretendemos coletar dados reais de campanhas de
vacinagao, afim de aperfeicoarmos e validarmos estes modelos. Nosso principal
objetivo ¢é verificar se existe uma mudancga significativa nos resultados ou se os
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ganhos sao mais computacionais. Deste modo, considerando a validacao dos
modelos discretos, poderemos fazer previsoes sobre a evolucao de determinada
epidemia com mais facilidade e montar estratégias de vacinacao capazes de gerer
economia de recursos.



Apendices:

Informacoes complementares

A.1 Sistemas lineares com coeficientes periédicos
- Teoria de Floquet

O método de Floquet presta-se ao estudo da estabilidade de trajetérias fecha-

das, caso as expressoes analiticas das solugoes correspondentes sejam conhecidas
[14].

Considere o sistema com m equacoes lineares de primeira ordem, escrito ma-
tricialmente como

(2] = [M(#)][x] (A1)

onde [z] é um vetor m x 1 e [M(t)] uma matriz de ordem m x m, onde cada
entrada é uma funcao continua e periddica no tempo, com periodo 7" > 0, ou
seja,

(M ()] = [M(t+T). (A.2)

Este sistema, , admite m solugbes x;(t), com i = 1,2, ---  m, linearmente
independentes que formam um conjunto fundamental de solugoes, onde qualquer
outra solucao do sistema pode ser obtida por meio de uma combinagao linear
destas solugoes. Chamamos de Matriz Fundamental & matriz [A(t)], de ordem
m X m, cujas colunas sao as solucgoes linearmente independentes de .

Encontrando uma matriz fundamental do sistema de equacoes com coeficientes
periédicos obtemos os seguintes resultados:

Proposicao A.1. Se [A(t)] € uma matriz fundamental do sistema com
[A(0)] = [14], entdo [A(t+T] = [A(t)][¢] também € solugao do sistema (A.1]), onde

[¢], de ordem m x m, é uma matriz constante nao singular dada por [¢] = [A(T)].

Demonstragao. Demonstracao em [19] pagina 195. O
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A.1. SISTEMAS LINEARES COM COEFICIENTES PERIODICOS -
75 TEORIA DE FLOQUET

Chama-se a matriz [¢] definida na Proposicao (A.1)) de Matriz de Monodromia.
Os autovalores p;, i = 1,...,m, associados a [¢] sao chamados de multiplicadores
de Floquet ou multiplicadores caracteristicos [10].

As matrizes fundamentais do sistema (A.1)) ndo sdo tnicas, no entanto, os
multiplicadores de Floquet associados a este sistema o sdo (Demonstragdo em
[10], pagina 70).

Teorema A.2. Seja [A(t)] wma matriz fundamental do sistema (A.1). Entao
este sistema admite uma solugdo nao trivial satisfazendo [A(t+T)] = A A(t)], se
e somente se, X € um autovalor da matriz de monodromia [¢).

Demonstra¢ao. Demonstragao em [§] paginas 309 a 310. O]

Definicao A.3. Um solugdo do sistema que satisfaz [A(t + T)] = A[A(t)],
como definida no Teorema[A.3, é chamada solugdo normal.
Teorema A.4 (Teorema de Floquet). Se [A(t)] € uma matriz fundamental do
sistema de Floquet [x] = [M(t)][x], onde M(t) € continua e T-periddica, entao
a matriz [¢] definida por [¢] = [A(t +T)], com t € R, também é uma matriz
fundamental. Além disso, existe uma matriz [P(t)], nao singular, T-periddica e
continuamente diferencidvel, e uma matriz constante [B], ambas de ordem m xm,
tal que

[A(t)] = [P(t)] exp™, (A.3)

para todo t € R.

Demonstra¢ao. Demonstragao em [10] paginas 69 a 70. ]

Teorema A.5. Seja [A(t)] = [P(t)] expP?, como no Teorema de Floquet (Teorema
[A.4]). Entao [x(t)] é uma solu¢do do sistema de Floguet se, e somente se,
o vetor funcao [y(t)] definido por [y(t)] = [P(t)] '[x(t)], t € R, € uma solugdo de
Y] = [M(®)][y]

Demonstragao. Demonstragao em [10] pagina 71. O

Com base nos multiplicadores de Floquet, podemos concluir sobre a esta-
bilidade da solugao trivial do sistema com coeficientes peridédicos, por meio do
seguinte Teorema:

Teorema A.6. Sejam A, Ao, -+, N, 0s multiplicadores de Floquet associados ao
sistema . Entdo a solugao trivial deste sistema serd:

i) globalmente assintoticamente estdvel em [0, +00) se, e somente se, |\;| < 1,
para todo 1 < i >n;

i) estdvel em [0,400) se || < 1 e sempre que |N;| =1, \; serd um autovalor
simples, para todo 1 <1 > n;

iii) instdavel em [0,400) se existir i € [1,n] tal que |N\;| > 1.

Demonstragao. Demonstragao em [10] paginas 71 a 73. O



76 A.2. EQUACOES DE DIFERENCAS FINITAS

A.2 Equacoes de diferencas finitas

A.2.1 Caso unidimensional

Uma equacao de diferencas finitas de primeira ordem é uma férmula de re-
corréncia do tipo

Tj+1 = f(xj)v (A'4)

em que f é uma funcao, linear ou nao, de x;. Aqui, emprega-se a palavra mapa
como sinonimo de funcao, que é uma regra f que relaciona cada elemento do
conjunto-dominio D a um unico elemento do conjunto-imagem [I. Assim, f :

D — I [14].

Definicao A.7. Chamamos iterada de ordem k da funcao f no ponto xy a ex-
pressio f¥(zo) = F(F(--- (f(x0)), com k € Zo.

TV
k vezes

O valor de f(zg) = x; é conhecido como a primeira iterada de f no ponto z.
Além disso, a sequéncia de pontos zg, 1 = f(zg), -+ é chamada drbita.

Definicao A.8. (Orbita) Chamamos drbita positiva de xo ao conjunto de todas as
iteragoes positivas da func¢do f no ponto xg, isto é, O (xg) = {f™(xo) : n € Z§ },
e orbita negativa de xy ao conjunto O~ (xg) = {f™(xo) : n € Zy}. O conjunto
O (o) UO™ (xg) € denominado de drbita de xq e representado por O(xy).

Definicao A.9. (Ponto de firo) Um ponto z* pertencente ao dominio de f é
chamado de ponto fixo da equagao se € um estado fixo de f, ou seja, se

fz™) = a.

Por exemplo, os pontos fixos do mapa f(z;) = (2;)? sao 0 e 1. Deste modo,
verificamos que a érbita que se inicia em um ponto fixo x* é a sequéncia z*, z*,
-+ De fato, 7o = 0,21 = f(0) = 0,29 = f3(0) =0, - -

A estabilidade de z* é estudada analisando o comportamento das sucessi-
vas iteragoes que partem de um ponto x; localizado na vizinhanca de z*. Se a
sequencia de pontos obtida aproxima-se de x*, entao esse ponto é assintoticamente
estavel; se a sequéncia se afasta, x* é instavel [14].

Seja x; um ponto “proximo” de z*, isto ¢,

Tj ="+,
com n; = z; — z* tal que |n;| < 1. O ponto seguinte da sequéncia, x;1, dado
por z;11 = f(z;) = f(x* +n;), por ser escrito como

*
Tjr1 =T + 11
Dessa maneira, a estabilidade de do ponto fixo z* é determinada comparando

a distancia |n;11| (entre a primeira iteracao a partir de =, e o ponto fixo) com a
distancia |n;| (entre o ponto de partida z; e o ponto fixo).
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Assumindo que tomamos z; “préximo” do ponto fixo, a distancia |n;| é rela-
tivamente pequena. Expandindo f(z;) em torno de z*, e tomando apenas até o
termo linear nessa expansao, obtemos

df (x)

flzy) = f(x" +ny) = f(z") + (W

) ms + O, (A5)

=T

Levando em conta que f(x;) = xj11 = 2* + 141 e que z* é ponto fixo, de (A.5)
obtemos
Nj+1 = A1,

sendo A o autovalor dado por

Se 0 < A < 1, as sucessivas iteracoes aproximam-se de z* monotonamente;
isto é, a diferenca (x; — z*) tem sempre o mesmo sinal. Se —1 < A < 0, as
sucessivas iteracoes aproximam-se de forma oscilatéria de x* ; isto ¢é, a diferenca
(x; — x*) troca de sinal a cada iteragdo. Portanto, se 0 < |[A| < 1, entdo z* é
assintoticamente estavel [14].

Por outro lado, para A > 1, as sucessivas iteracoes afastam-se monotonamente
do ponto fixo; e para A < —1, elas afastam-se de modo oscilatério. Em ambos os
casos, z* é um ponto fixo instavel [14].

Obsevacao A.10. Se A = —1 ou A = 1, nao podemos determinar a estabilidade
de x* por esse método, caso [ seja uma funcdao nao-linear.

A.2.2 Caso bidimensional

Os resultados apresentados nesta secao sao importantes para garantir a esta-
bilidade dos modelos discretos estudados neste trabalho.

Definimos um sistema bidimensional de equacoes de diferencas finitas como o
mapa

{ Tjy1 = f(xj7yj) (AG)
Yir1 = 9(x5, 5),
onde f e g sao funcoes, lineares ou nao, de (z;,y;).

Um ponto fixo do mapa (A.6) é da forma P = (z*,y*), onde z* = f(z*,y*)
e y* = g(z*,y*), e sua estabilidade pode ser estudada através do cédlculo dos
autovalores da matriz Jacobiana:

af of
A= 3 : (A7)
0 0y | (2 y)=(ay*)

Consideremos, inicialmente, que os autovalores A\; e Ay da matriz Jacobiana
A sejam reais. Deste modo, P serd um ponto fixo assintaticamente estavel se
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|Ad12] < 1; e serd instavel caso um ou os dois autovalores estejam fora desse
intervalo [14].

Caso os autovalores \; 5 sejam complexos, entao eles necessariamente sao com-
plexos conjugados; isto é, sao da forma A2 = a £ i, e tétm o mesmo mdédulo

|A12] = /a?+ B2, Neste caso, quando |A;2| < 1, o ponto é assintoticamente
estavel; e quando |\ 2| > 1, instdvel [14].

A.3 Descricao dos programas para a construcao
de alguns graficos

A.3.1 Simulagao para o grafico [2.1]]

Para a construcao do gréafico [2.11] que relaciona as expressoes encontradas
para Ty, considerando como parametros m = 0,004, g = 0,1429 ¢ = 0,9,
realizamos a seguinte simulacao no Matlab:

hGrafico (2.41)

ezplot (¢ ((0.004*y-x)*(exp(1)~0.004*y)-1)+0.004*x*y) /(0.004*y*(x-1+exp(1)~(0.004
*y)))-(0.004+0.1429)/0.9 ’,[0,1],[0,90]),

hold on %comando para unir o préximo grafico com o primeiro

WGrafico (2.43)

ezplot (¢ y=(0.1429%x)/(0.004%0.9%(1-0.1429/0.9))’ ,[0,1],[0,90]),

hold on Y%comando para unir o préximo grafico com os anteriores

%Grafico (2.44)

ezplot (‘y=(0.1429*x)/(0.004%0.9%(1-x/2-0.1429/0.9))’ ,[0,1]1,[0,901),

hold on Y%comando para unir o préximo grafico com os anteriores

%Grafico (2.45)

ezplot (¢ y=(1/0.004)*log(1+(x*(0.004+0.1429))/(0.9-(0.004+0.1429)))’,[0,1], [0,
901);

A.3.2 Simulacao para a campanha de vacinacao em pulsos

Esta é a versao do programa Matlab 8.3 de pagina 302 do livro “Doencas Infec-
ciosas Modelagem em humanos e animais”, por Keeling e Rohani. Esta versao esta
disponivel em http://www.modelinginfectiousdiseases.org/, juntamente com
outros programas para graficos que aparecem ao longo do livro.


http://www.modelinginfectiousdiseases.org/
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E a epidemia SIR (com nascimentos e mortes iguais) e vacinagao pulsada. O
primeiro pulso de vacinagao comeca no tempo tV, apds o qual uma proporcao p
de individuos suscetiveis sao vacinados a cada 7' dias.

function [t,S,I,R] = Program_8_3(beta,gamma,mu,S0,I0,p,T,tV, MaxTime)

% Sets up default parameters if necessary.
if nargin ==
beta=0.523;
gamma=0.143;
mu=0.015;
S50=0.90;
10=0.10;
p=0.2;
T=5;
tV=1;
MaxTime=300;
end

% Checks all the parameters are valid

if S0<=0
error(’Initial level of susceptibles (%g) is less than or equal to zero’,
S0);
end
if I0<=0
error(’Initial level of infecteds (Y%g) is less than or equal to zero’,I0);
end
if beta<=0
error(’Transmission rate beta (%g) is less than or equal to zero’,beta);
end

if gamma<=0
error (’Recovery rate gamma (%g) is less than or equal to zero’,gamma);
end

if mu<0
error (’Birth / Death rate mu (%g) is less than zero’,mu);
end

if p<0 || p>1
error (’Vaccinated proportion p (%g) is not between zero and one’,p);
end

if T<O
error(’Time between pulses T (%g) is less than or equal to zero’,T);
end

if tV<0 || tV>=MaxTime
error(’Onset of vaccination, tV (%g), is not between zero and the end time’,
tV);

end

if MaxTime<=0
error (’Maximum run time (%g) is less than or equal to zero’,MaxTime);
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end

if S0+I0>1
warning(’Initial level of susceptibles+infecteds (%g+%g=%g) is greater than
one’,S0,I0,S0+I0);

end

if beta<gamma+mu
warning(’Basic reproductive ratio (R_0=%g) is less than one’, beta/(gamma+
mu)) ;

end

S=50; I=I0; R=1-S-I;

% The main iteration
options = odeset(’RelTol’, 1le-5);

[t, pop] = ode45(@Diff_8_3,[0 tV],[S I R], options, [beta gamma mu]);
TT=t; S = pop(:,1); I=pop(:,2); R=pop(:,3);

while TT(end)<MaxTime
% Vaccinate a fraction p of susceptibles
pop(end, 3)=pop(end, 3)+pop(end, 1) *p;
pop(end, 1)=pop(end, 1) *(1-p);

[t, popl=ode45(@Diff_8_3, [TT(end) min(TT(end)+T,MaxTime)],pop(end,:),
options, [beta gamma mul);
TT=[TT; t]; S=[S; pop(:,1)]; I=[I; pop(:,2)]; R=[R; pop(:,3)];

end

% plots the graphs with appropriate colours
plot(TT,S,’-b’,TT,I,’-g’);

legend(’Suscetiveis’, ’Infectados’)

hold on; Y=get(gca,’YLim’); plot(tV+[0 0],Y,’--k’); hold off
xlabel ’Tempo’

ylabel ’Suscetiveis/Infectados’

% Calculates the differential rates used in the integration.
function dPop=Diff_8_3(t,pop, parameter)

beta=parameter(1l); gamma=parameter(2); mu=parameter(3);
S=pop(1); I=pop(2); R=pop(3);

dPop=zeros(3,1);
dPop(1)= mu -betaxS*I - muxS;

dPop(2)= beta*S*I - gamma*I - mu*I;
dPop(3)= gamma*xI - mu*R;

A.3.3 Simulacao para o modelo discreto SIR simples

O modelo foi programado em linguagem C gerando dois arquivos out.txt e
outl.txt, contendo as proporcoes de individuos infectados e suscetiveis, respecti-
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vamente, em cada instante de tempo t.

Os parametros apresentados nesta simulagao sao m = 0,004, g = 0, 1429,
f =0b=0,1, a condi¢ao inicial é (S, Iy) = (s[0],4[0]) = (0,90, 0, 10) e o programa

realiza 200 simulacoes, discretizacoes = 200. Segue o programa em C:
#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
int mainQ)
{
FILE *arquivo;

arquivo = fopen("out.txt", "w");

FILE *arquivol;
arquivol = fopen("outl.txt", "w");

int discretizacoes;

float m, b, g;

/*printf ("Digite a quantidade de discretizacoes:");
scanf ("%d", &discretizacoes) ;*/

discretizacoes = 200;

/*printf ("\nParametro m:");
scanf ("%f", &m);*/

0.004;

=]
]

/*printf ("\nParametro b:");
scanf ("%f", &b);*/

o’
1]

0.10;

/*printf ("\nParametro g:");
scanf ("%f", &g);*/

0.1429;

g
1]

float s[discretizacoes], il[discretizacoes], r[discretizacoes];

/*printf ("Digite o valor de s[0]:");
scanf ("%f", &s[0]);*/

s [0] 0.90;

/*printf ("\nDigite o valor de i[0]:");
scanf ("%f", &i[0]);*/

i[0]

0.10;

/*printf ("\nDigite o valor de r[0]:");
scanf ("%f", &r[0]);*/
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int t;
for(t=0; t<discretizacoes; t++){
s[t+1] = s[t] + m - (b*s[t]*i[t]) - m*s[t];

i[t+1]

ift] + (bxs[tl*i[t]) - (gtm)*i[t];

printf ("\n");
printf ("

fprintf(arquivo, "IMPRESSAO DOS I’s");

for(t=0; t<discretizacoes; t++)
fprintf (arquivo, "%d ", t);

fprintf (arquivo, "\n\n");

for(t=0; t<discretizacoes; t++)
fprintf (arquivo, "%f ", i[t]);

printf (" ___ ")

fprintf (arquivol, "IMPRESSAO DOS S’s");

for(t=0; t<discretizacoes; t++)
fprintf (arquivol, "%d ", t);

fprintf (arquivol, "\n\n");

for(t=0; t<discretizacoes; t++)
fprintf (arquivol, "%f ", s[tl);

printf (" "y,

system("pause") ;

A.3.4 Simulacao para o modelo discreto SIR com vacinagao
constante

O modelo foi programado em linguagem C gerando dois arquivos out.txt e
outl.txt, contendo as proporgoes de individuos infectados e suscetiveis, respecti-
vamente, em cada instante de tempo ¢.

Os parametros apresentados nesta simulagao sao m = 0,004, g = 0, 1429,
f=0b=0,9ep=0,60, a condi¢ao inicial é (Sp, Iy) = (s]0],[0]) = (0, 90,0, 10)
e o programa realiza 200 simulagoes, discretizacoes = 200. Segue o programa em

C:

#include <stdio.h>
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#inc

int

{

FILE

disc

(o]
]

s[0]

i[0]

lude <stdlib.h>
main()

FILE *arquivo;
arquivo = fopen("out.txt", "w");

*arquivol;
arquivol = fopen("outl.txt", "w");

int discretizacoes;
float m, b, g, p;

/*printf ("Digite a quantidade de discretizacoes:");

scanf ("%d", &discretizacoes) ;*/
retizacoes = 200;

/*printf ("\nParametro m:");
scanf ("%£", &m);*/

0.004;

/*printf ("\nParametro b:");
scanf ("%E", &b);*x/

0.90;

/*printf ("\nParametro g:");
scanf ("%E", &g);*/

0.1429;
/*printf ("\nParametro p:");
scanf ("%f", &p);*/

p = 0.60;

float s[discretizacoes], il[discretizacoes], r[discretizacoes];

/*printf ("Digite o valor de s[0]:");
scanf ("%f", &s[0]);*/

= 0.90;

/*printf ("\nDigite o valor de i[0]:");
scanf ("%f", &i[0]);*/

0.1;

int t;

for(t=0; t<discretizacoes; t++){

s[t+1] = s[t] + m - p*xm - (b*s[t]*i[t]) - m*s[t];
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ilt+1] = ilt] + (bxs[tl*i[t]) - (g+tm)*i[t];
}

printf ("\n");
printf (" ");

fprintf(arquivo, "IMPRESSAO DOS I’s");

for(t=0; t<discretizacoes; t++)
fprintf (arquivo, "%d ", t);

fprintf (arquivo, "\n\n");

for(t=0; t<discretizacoes; t++)
fprintf (arquivo, "%f ", i[t]);

printf (" ");

fprintf (arquivol, "IMPRESSAO DOS S’s");

for(t=0; t<discretizacoes; t++)
fprintf (arquivol, "%d ", t);

fprintf (arquivol, "\n\n");

for(t=0; t<discretizacoes; t++)
fprintf (arquivol, "%f ", s[tl);

printf("_____ ");

system("pause") ;

A.3.5 Simulacao para o modelo discreto SIR com vacinacao
em pulsos

O modelo foi programado em linguagem C gerando dois arquivos out.tat e
outl.tzxt, contendo as proporgoes de individuos infectados e suscetiveis, respecti-
vamente, em cada instante de tempo ¢.

Os parametros apresentados nesta simulacao sao m = 0,004, g = 0, 1429,
f=0b=0,9ep=0,40, a condigao inicial é (S, Iy) = (s[0],:[0]) = (0,90, 0, 10),
o intervalo entre os pulsos de vacinacao usado é T' = T'P = 35, o primeiro pulso é
aplicado apds 50 dias da apari¢ao da doenga e o programa realiza 200 simulacoes,
discretizacoes = 200. Segue o programa em C:

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>

int main()

{
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FILE *arquivo;
arquivo = fopen("out.txt", "w");

FILE *arquivol;
arquivol = fopen("outl.txt", "w");

/*FILE *arquivo2;
arquivo2 = fopen("out2.txt", "w");*/

int discretizacoes;
float p, m, b, g, T;

/*printf("Digite a quantidade de discretizacoes:");
scanf ("%d", &discretizacoes);*/

discretizacoes = 200;

/*printf ("\nParametro p:");
scanf ("%f", &p);*/

p = 0.4;

/*printf ("\nParametro m:");
scanf ("%4f", &m);*/

=]
]

0.004;

/*printf ("\nParametro b:");
scanf ("%f", &b);*/

o
]

0.90;

/*printf ("\nParametro g:");
scanf ("%f", &g);*/

0.1429;

(0]
]

float s[discretizacoes], il[discretizacoes], r[discretizacoes];

/*printf ("Digite o valor de s[0]:");
scanf ("%4f", &s[0]);*/

s [0] 0.90;

/*printf ("\nDigite o valor de i[0]:");
scanf ("%f", &i[0]);*/

if[0] = 0.1;
int TP = 35;

int t, j;

for(t=0; t<discretizacoes; t++){

for(j=0; j<=t; j+H){
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if (t==50+j*TP){
s [50+j*TP]=(1-p)*s [50+j*TP-1]1+ m - (b*s [50+j*TP-1]1*i [50+j*TP-1]1) -m*s[50+j*TP-1];

i[50+j*TP] = i[60+j*TP-1]+ (b*s[50+j*TP-1]1*i[50+j*TP-1]) - (g+m)*1i[50+j*TP-1];

}
else{
s[t+1] = s[t] + m - (bxs[t]*i[t]) - m*s[t];
ilt+1] = i[t] + (bxs[tl*i[t]) - (g+m)*il[t];}
}
}

printf ("\n");
printf (" ");

fprintf (arquivo, "IMPRESSAQ DOS I’s");

for(t=0; t<discretizacoes; t++)
fprintf (arquivo, "%d ", t);

fprintf (arquivo, "\n\n");

for(t=0; t<discretizacoes; t++)
fprintf(arquivo, "%f ", i[tl);

printf (" ___ ");
fprintf (arquivol, "IMPRESSAO DOS S’s");
for(t=0; t<discretizacoes; t++)
fprintf (arquivol, "%d ", t);
fprintf (arquivol, "\n\n");
for(t=0; t<discretizacoes; t++)
fprintf (arquivol, "%f ", s[tl);
printf("______ ");

}



Referéncias Bibliograficas

1]

[10]

[11]

ALLMAN, E. S.; RHODES, J. A., Mathematical Models in Biology
an Introduction, Cambridge University Press, 2003.

ANDERSON, R. M.; MAY, R. M., Infectious Diseases of Humans:
Dynamics and Control. Oxford: Oxford University Press, 1992.

CANAL, C. W.; VAZ, C. S. L., Vacinas viricas - Setor de Virolo-
gia UFSM. Disponivel em: http://setordevirologiaufsm.files.
wordpress.com/2012/10/1ivro-virologia-capc3adtulo-12.pdf.
Acessado em: 14 de Janeiro de 2014.

DIEKMANN, O.; HEESTERBEEK, J. A. P., Mathematical Epide-
miology of infectious Diseases: Model Building, Analysis and
Interpretation, England, John Wiley and Sons Ltd, 2000.

HETHCOTE, H. W., The mathematics of infectious diseases.
SIAM Rev., Philadelphia, PA, USA, Vol. 42, n. 4, p. 599 - 653, 2000.

HOLMES, M. H., Introduction to Numerical Methods in Diffe-
rential Equations. New York: Springer-Verlang, 2000.

INSTITUTO BUTANTAN, Vacina e soros: qual a diferenga?.
Disponivel em http://www.butantan.gov.br/home/micro_cd_aula4.
php. Acessado em: 14 de janeiro de 2014.

JORDAN, D. W.; SMITH, P.Nonlinear Ordinary Differential
Equations, An introduction for Scientists and Engineers. Fourth
edition. New York: Oxford University Press Inc., 2007.

KEELING, M. J.; ROHANI, P., Modeling Infectious Diseases in
Humans and Animals. Princeton: Princeton University Press, 2011.

KELLEY, W. G; PETERSON, A. C.,The theory of Differential
Equation. Second edition. New York: Springer-Verlang, 2010.

KERMACK,W.; McKENDRICK, A., A contribution to the mathe-
matical theory of epidemics. Proceedings of the Royal Society of
London, Series A, Mathematical and Physical Sciences, A115: 700-721,
1927.

87


http://setordevirologiaufsm.files.wordpress.com/2012/10/livro-virologia-capc3adtulo-12.pdf
http://setordevirologiaufsm.files.wordpress.com/2012/10/livro-virologia-capc3adtulo-12.pdf
http://www.butantan.gov.br/home/micro_cd_aula4.php
http://www.butantan.gov.br/home/micro_cd_aula4.php

88

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

[18]

[19]

KRETZSCHMAR, M.; WALLINGA, J., Mathematical models in in-
fectious disease epidemiology. In: Modern Infectious Disease Epi-

demiology. Series: Statistics for Biology and Health. Springer Verlag,
New York; 2010.

MA, Z., Modeling and Dynamics of Infectious Diseases, Some
Recent Results on Epidemic Dynamics, Series in Contemporary
Applied Mathematics (CAM) - Vol. 11, p. 1-36, 2009.

MONTEIRO, L. H. A., Sistemas Dinamicos. Sao Paulo: Editora da
Fisica, 2002.

SABETI, M., Modelo Epidémico Discreto SIR com Estrutura
Etaria e Aplicagao Vacinagao em Pulsos e Constante. 2011. Tese

- Centro de Ciéncias Exatas e da Natureza. Recife: Universidade Federal
de Pernambuco, 2011.

SHULGIN, B.; STONE, L; AGUR, Z., Pulse Vaccination Strategy
in the SIR Epidemic Model, in Bulletin Mathematical Biology, Vol.
60, p. 1123-1148, 1998.

YANG, H. M., Epidemiologia Matematica, Estudo dos efeitos
da vacinacao em doencas de transmissao direta. Campinas: UNI-
CAMP, 2001.

WALDMAN;, E. A.; ROSA, T. E. C., Vigilancia em Satude Publica.
Série Saude e Cidadania, Vol. 7. Sao Paulo: Faculdade de Saide Piblica
da Universidade de Sao Paulo, 1998.

WOLFGANG, W.,Ordinary Differential Equations. Graduate
Texts in Mathematics, 182. New York: Springer-Verlang, 1998.



	Índice de parâmetros
	Resumo
	Abstract
	Introdução
	Modelagem Matemática em Epidemiologia
	Conceitos básicos de Epidemiologia
	Origem da Epidemiologia Matemática
	Vacinação como método de controle epidêmico
	Diferentes modelos epidemiológicos
	Conceitos biológicos
	Reprodutibilidade basal

	Modelo SIR em tempo contínuo
	Hipóteses para o Modelo SIR
	Modelo SIR simples com dinâmica vital
	Estabilidade local dos pontos de equilíbrio do modelo simples
	Simulações numéricas para o modelo simples

	Modelo SIR com vacinação constante
	Estabilidade local dos pontos de equilíbrio do modelo com vacinação constante
	Simulações numéricas para o modelo com vacinação constante

	Modelo SIR com campanha de vacinação em pulsos
	Estabilidade da solução periódica livre de infecção
	Simulações numéricas para o modelo com vacinação em pulsos


	Modelo SIR em tempo discreto
	Motivação
	Introdução às Equações de Diferenças
	Modelo discreto SIR simples com dinâmica vital
	Análise da estabilidade do modelo discreto SIR simples
	Simulações numéricas para o modelo discreto SIR simples

	Modelo discreto SIR com vacinação constante
	Análise da estabilidade do modelo discreto SIR com campanha de vacinação constante
	Simulações numéricas para o modelo discreto SIR com vacinação constante

	Modelo discreto SIR com vacinação em pulsos
	Simulações numéricas para o modelo discreto SIR com vacinação em pulsos


	Conclusões
	Apêndices: Informações complementares
	Sistemas lineares com coeficientes periódicos - Teoria de Floquet
	Equações de diferenças finitas
	Caso unidimensional
	Caso bidimensional

	Descrição dos programas para a construção de alguns gráficos
	Simulação para o gráfico 2.11
	Simulação para a campanha de vacinação em pulsos
	Simulação para o modelo discreto SIR simples
	Simulação para o modelo discreto SIR com vacinação constante
	Simulação para o modelo discreto SIR com vacinação em pulsos


	Referências Bibliográficas

