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Resumo

VAILANTE, Kleber de Almeida, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, fevereiro
de 2019. A desigualdade das médias como ferramenta de resolucao de
problemas. Orientador: Mehran Sabeti. Coorientador: Luiz Gustavo Perona
Aratjo.

O objetivo deste trabalho é apresentar as médias aritmética, geométrica, harmonica e
quadratica, as desigualdades das médias e como elas podem ser aplicadas na resolucao
de problemas. Uma outra relacao que sera apresentada é a denominada Média
aritmética-geométrica. Durante o curso de Mestrado Profissional em Matematica em
Rede Nacional-PROFMAT, foi possivel perceber como as médias e as desigualdades
entre as médias podem auxiliar na resolucao de problemas presentes no Ensino Médio
e Superior. No que tange ao ensino, apresentamos diversas demonstracoes que podem
ser aplicadas nos diversos niveis de ensino conforme os documentos oficiais vigentes
no Brasil. Apresentaremos diversos problemas e suas respectivas solugoes utilizando
as desigualdades das médias. Por fim, mostraremos os resultados de uma atividade
realizada no Ensino Médio com intuito de verificar a possibilidade de se trabalhar
as médias e as desigualdades como um projeto paralelo. Também apresentaremos
uma atividade que pode ser aplicada no Ensino Médio com o objetivo de desenvolver

conceitos relacionados a sequéncias de numeros reais e a Média aritmética-geométrica.



Abstract

VAILANTE, Kleber de Almeida, M.Sc., Universidade Federal de Vicosa, February,
2019. The inequality of averages as a tool for problem solving. Adviser:
Mehran Sabeti. Co-adviser: Luiz Gustavo Perona Aratjo.

The goal of this work is to present arithmetic, geometric, harmonic and quadratic
averages, as well as the inequalities of the means and how they can be applied
in solving problems. During the course of the Professional Master’s Degree in
Mathematics in National Network-PROFMAT, it was possible to understand how the
means and the inequalities among the means can help in the resolution of problems
present in High School and Colege. With regard to teaching, we present several
demonstrations that can be applied at different levels of education according to the
official documents in force in Brazil. We will present several problems and their
respective solutions using the inequalities of the means. Another relationship between
arithmetic and geometric means is called arithmetic-geometric mean, which will be
presented briefly in Chapter 5. Finally, we will show the results of a workshop held
in High School in order to verify the possibility of working averages and inequalities
as a side project. We will also present a workshop that can be applied in High School
with the objective of developing concepts related to sequences of real numbers and

arithmetic-geometric mean.
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Introducao

Durante o primeiro ano do curso de Mestrado Profissional em Matematica em Rede
Nacional - PROFMAT, na disciplina de Matemética Discreta (MA 12), deparei com
a desigualdade das médias e na preparacao para o Exame Nacional de Qualificacao
(ENQ) percebi como ela pode auxiliar na resolu¢ao de muitos problemas, presentes
no Ensino Médio e no Ensino Superior. A principal referéncia bibliografica adotada
na disciplina MA 12 e que foi utilizada como base para a construcao do capitulo 2
foi o livro “Matematica Discreta’de Paulo Cezar Pinto Carvalho e Augusto Cezar de
Oliveira Morgado [1]. E importante ressaltar que quando falamos de “Resolucao de
problemas” nesse trabalho, estamos nos referindo & solugdes de exercicios/problemas
aplicados em diversos contextos e nao a metodologia de ensino.

Em MA 12, percebe-se que as médias e as desigualdades permitem resolver
problemas de otimizacao, tanto em funcoes quanto na geometria. Pesquisando sobre
o tema vimos que alguns exercicios envolvendo o “O principio das Gavetas” e até
mesmo problemas que asseguram que uma sequéncia ¢ monotona poderiam ser
resolvidos aplicando as médias e as desigualdades entre tais médias.

Os Parametros Curriculares Nacionais (PCN) de matemética [15] reforgam a
importancia de selecionar e utilizar instrumentos de célculo e medi¢ao. O documento
explicita a importancia do desenvolvimento da seguinte competéncia: Identificar
diferentes formas de quantificar dados numéricos para decidir se a resolucao de um
problema requer calculo exato, aproximado, probabilistico ou analise de médias.
No Curriculo Béasico Comum (CBC) de matematica do estado de Minas Gerais
[3] também se encontram habilidades relacionadas ao calculo e andlises de médias.
Apesar de nao indicar em que momento do Ensino Fundamental deve-se desenvolver
o ensino das médias, o CBC traz a habilidade: “Resolver problemas que envolvam a
média aritmética”. J4 no Ensino Médio, as habilidades: “Resolver problemas que
envolvam a média aritmética ou ponderada” e “Resolver problemas que envolvam
a média geométrica” sao sugeridas para serem desenvolvidas ao longo do 1° ano.
Contudo, em ambos os documentos nao sao encontradas habilidades ou inferéncias
no sentido de relacionar e/ou comparar as médias aritmética e geométrica. Os CBC
e o PCN também nao citam as médias harmonicas e quadraticas diretamente. O
documento oficial mais recente que norteia a educagao no Brasil no ambito do Ensino
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Fundamental é a Base Nacional Comum Curricular (BNCC) [6]. A BNCC é um
documento que estabelece de forma transparente as sequéncias de aprendizagens
inerentes a que todos os estudantes tém direito. Através dessa Base, as redes
particulares e publicas de ensino passam a ter obrigatoriedade de obedecé-la para
elaborar ou readequar suas propostas pedagdgicas e consequentemente seus curriculos.
Na BNCC, o ensino de Médias ¢é citado no 7° e 8° anos, entretanto, nao ha inferéncia
sobre que tipos de Médias devem ser exploradas em cada ano escolar.

O Capitulo 2 da pesquisa contém as defini¢oes das médias aritmética, geométrica,
quadratica e harmonica, além de exemplos de problemas envolvendo essas médias.

No Capitulo 3, serao expostas as desigualdades entre as médias citadas no
Capitulo 2. Nesse capitulo, demonstraremos os Teoremas que relacionam as médias
aritmética, geométrica, quadratica e harmonica. Utilizaremos demonstragoes com
viés geométrico/algébrico e puramente algébrico. Além disso, serdo apresentadas
algumas importantes desigualdades na resolugao de problemas, como a desigualdade
Bernoulli, a desigualdade de Cauchy-Schwarz e o Lema de Titu.

No Capitulo 4, serao apresentados problemas algébricos e geométricos que podem
ser resolvidos aplicando os teoremas desenvolvidos no Capitulo 3.

O Capitulo 5 apresenta a média aritmética-geométrica, que traz uma outra
relagao entre essas médias, sua relacao com sequéncias mondtonas e convergentes. O
objetivo é apresentar duas sequéncias especificas que envolvem as médias aritmética
e geométrica. Tais sequéncias sao convergentes e o limite de ambas é conhecido como
média aritmética-geométrica.

No Capitulo 6, o dltimo desse trabalho, serd exposto uma atividade voltada
para o desenvolvimento dos teoremas apresentados no capitulo 3 e para a resolugao
de problemas iguais e semelhantes aos trabalhados no capitulo 4. Também sera
apresentada uma segunda atividade que tem como objetivo desenvolver os conceitos
e aplicacoes explicitados no Capitulo 5.

Uma das propostas desse trabalho é mostrar que é possivel trabalhar com outras
médias (harmonica e quadrética) e com a desigualdade das médias ainda no Ensino
Basico de forma paralela e permitir a capacitagao dos alunos com objetivo de resolver
problemas, tanto do Ensino Médio, quanto de olimpiadas e outras competicoes.
Esperamos que essa dissertacao possa contribuir para que novos estudantes do
PROFMAT, durante o curso do mestrado, tenham base e ideias para resolver os
exercicios propostos nas disciplinas e para alunos do Ensino Médio entenderem como
resolver alguns problemas geométricos e algébricos como, por exemplo, encontrar
maximos e minimos de algumas funcoes apresentadas durante a ultima fase do Ensino
Basico.



Médias

Neste capitulo, definiremos as médias aritmética, geométrica, harmonica e geomé-
trica. Além disso, apresentaremos alguns exemplos e um teorema envolvendo a média
aritmética simples. As bases para a construcao desse capitulo foram a dissertacao de
Pereira [18] e o livro de Carvalho e Morgardo [1].

Antes de mostrarmos algumas demonstracgoes e relagoes entres certas médias e
suas aplicagoes na resolugao de problemas, apresentaremos ao leitor as defini¢oes das
médias que serao utilizadas no decorrer desse trabalho.

Certo valor que substitui todos os elementos de uma lista de niimeros sem que a
natureza dessa lista seja alterada é denominado de média.

2.1 Meédia Aritmética Simples

Definicao 2.1: A média aritmética simples, denotada por MA, da colecao de n
nimeros xi,...,T,, com n > 1, é definida por:

Tit -t
n

MA =

Exemplo 2.1.1: Certo atleta percorreu 6 km, 8 km, 7,5km e 6,5 km em quatro dias
de treino. Em média, esse atleta percorreu

6+8+75+65

7
4

quilometros por dia em seu treinamento.

Exemplo 2.1.2: Sejam xq,...,z,, com n > 1, nimeros reais nao negativos cuja
média aritmética é dada por A. Retira-se o elemento z; dos n numeros, com
1 <k <ntal que xp < A. Se a média aritmética dos n — 1 nimeros restantes é dada
por L, mostraremos que L > A.

Demonstracao. A média aritmética dos n niimeros é dada por

171+“‘+$k+"'+17n
n

A—
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portanto

Ao retirar o termo z, a média aritmética dos n — 1 ntimeros restantes é dada por

T+ F T+ T+ Ty,
n—1

L=

)

portanto
T+ +x,=(n—-1)L (2.2)

Efetuando a subtracao entre as equagoes (2.1) e (2.2) temos

T =nA—nL+ L
Porém, x;, < A, logo:
nA—nL+L<A

—nL+L<A—nA
L(1—-n) < A(l—n)

Dividindo ambos os membros da desigualdade por 1 —n, pois n # 1, e observando
que 1 —n < 0, temos que o sinal da desigualdade sera alterado, resultando em

L>A O]

Teorema 2.1: Se a média aritmética dos numeros x1, ..., x,, é igual a A, pelo menos
um dos numeros i, ..., T,, ¢ maior que ou igual a A.

Demonstracao. Suponha, por contradicao, que todos os termos 1, ..., x, sejam
menores que A.

ZE1<A

ZE2<A

I3<A

T, < A
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1+ +x, <nA

Dividindo ambos os membros por n, sendo n > 0, tem-se:

Tkt

porém,

T+t 2,
n

=A

implicando que
A< A

que é um absurdo.
Logo, se a média aritmética dos numeros x1, ..., T,, é igual a A, pelo menos
um dos numeros x1,...,T,, ¢ maior que ou igual a A. n

2.2 Média Geométrica Simples

Quando o interesse na natureza dos elementos da colegao de niimeros tem relacao
com o produto desses nimeros, entao estamos trabalhando com a média geométrica
simples.

Definicao 2.2: Sejam x4,...,7,, nimeros reais positivos. Definimos a média
geométrica simples, denotada por MG, desses n nimeros, com n > 1, por:

MG = Yz, -z,

E importante observarmos que apesar de existir a raiz quadrada de (—125).(=5),
nao existe a média geométrica entre —5 e —125. Dessa forma, para evitar que a
média geométrica nao exista, ela é definida apenas para ntimeros positivos.

Exemplo 2.2.1: Certa loja aumentou o valor de certo produto nos meses de maio,
junho, julho e agosto de 2018. Os indices de aumento foram de 5%, 4%, 20% e 25%,
respectivamente. O indice médio de aumento mensal é calculado através da média
geométrica entre os valores supracitados.

MG = {‘/1,05- 1,04-1,20- 1,25 = /1,638 ~ 1,131302 ~ 113,1302%

O que corresponde a uma taxa mensal de aproximadamente 13,1302% de aumento.
Mostraremos porque usamos a média geométrica no calculo de média em aumentos
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sucessivos. Seja x o valor do produto antes do primeiro aumento, i, = 5%,y =
4%, i3 = 20%, 14, = 25%, e 1,, o indice médio de aumento. Temos que:

(1 +i1) (14 92) (1 +43) (1 +i4) = (14 i) (1 + ) (1 + 6m) (1 + i),

2(1,05)(1,04)(1,2)(1,25) = 2(1 + i, )*

Dividindo ambos membros da equagao por x # 0, obtemos:

(1+1im) = v/(1,05)(1,04)(1,2)(1,25)

ou seja, a taxa média de aumento é exatamente a raiz quarta do produtos das taxas

de aumento. Em geral, se um produto, com custo inicial igual a y, sofreu n aumentos

SUCessivos, 11,49, - ,in, € i, € 0 indice médio de aumento. Temos que:
y(L+0).(I+d2) - (T +4dn) =y (L4 i) (L 4im) - - (14 im) -

(. /
-~

n

Dividindo ambos membros da equacao por y # 0, obtemos:
(T+im)" =1 +i).(1+1d2) - (1 +dy),

extraindo a raiz enésima em ambos os membros, temos:

(1+im) = /(1 +101).(1+ig)--- (1 +1ip),

ou seja, o indice médio de aumento é equivalente a média geométrica dos indices de
aumentos sucessivos. Por isso que em aplicacoes como essa, devemos utilizar a média
geométrica.

2.3 Média Harmonica

Quando o objetivo é trabalhar com a soma dos inversos dos elementos da colecao
de nimeros, entao estamos trabalhando com a média harmonica.

Definicao 2.3: A média harmonica, denotada por MH , da colecao de n ntimeros

positivos x1,...,x,, com n > 1, é definida por:
n
MH = T T
T Tn

Observamos que a média harmonica ¢ o inverso da média aritmética dos inversos
dos ntmeros x1, ..., T,.

Assim como na média geométrica, a média harmonica é definida apenas para
nimeros positivos. Uma boa justificativa é que nao seria possivel calcular a média
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harmonica entre os numeros 1 e -1.

Exemplo 2.3.1: (FUVEST-2016/ Adaptada) Um veiculo viaja entre dois povoados
da Serra da Mantiqueira, percorrendo a primeira terga parte do trajeto a velocidade
média de 60km/h, a terca parte seguinte a 40km/h e o restante do percurso a
20km/h. Qual o valor que melhor se aproxima a velocidade média do veiculo nessa
viagem, em km/h?

A velocidade média desse veiculo pode ser calculada por meio da média harmonica.

3
MH = 1

1

60+40+20

1

MH ~ 32,7km/h

Mostraremos agora porque usamos a Média Harmonica nesse exemplo. O veiculo
percorreu trés trajetos de comprimentos iguais em velocidades diferentes, portanto o
tempo gasto no deslocamento do veiculo em cada trecho nao foi o mesmo. Sejam
tr o tempo total gasto no percurso, t;, {5 e t3 os tempos gastos nos 3 trechos,
respectivamente, 3d a distancia percorrida e v a velocidade média, dessa forma,

tr =t +ty+t3

Porém, sabemos que o tempo gasto para percorrer certa distancia pode ser calculado
por meio da razao entre a distancia e a velocidade. Assim,

3d d+d+d N 3

_— = — e _— == -7

v 60 40 ' 20 1. 1 T
60 40 20

Concluimos que a velocidade média, nesse caso, é equivalente a Média Harmonica
de 60km/h, 40 km/h e 20 km/h.

2.4 Média Quadratica

Outra média que é muito importante na resolucao de problemas é a média
quadratica.

Definicao 2.4: A média quadratica, denotada por MQ , da colecao de n ntimeros
Z1,...,Tn, comn > 1, é definida por:

De acordo com a definicao, é possivel observarmos que a média quadratica
é equivalente a raiz quadrada da média aritmética dos quadrados dos niimeros



Capitulo 2. Médias 8

T1yeoyTp.

Exemplo 2.4.1: A média quadratica dos nimeros 2, 3 e 5 é dada por:

22 4+ 32 452
MQ:M%,

ou seja,

38
MQ = ‘/? ~ 3,56.

Esse tipo de medida estatistica é utilizada para expressar o valor efetivo da tensao
elétrica alternada, onde é usado o chamado valor quadratico médio ou valor-rms
(root mean square).



Desigualdades

Neste capitulo, serao apresentadas algumas desigualdades e posteriormente sera
possivel verificar como utilizé-las para resolver alguns problemas.

3.1 Desigualdade das Médias Aritmética (MA) e
Geométrica (MG)

Nessa secao, serao abordadas algumas demonstracoes da desigualdade entre
a média aritmética e a média geométrica. Essa desigualdade é bem famosa em
problemas propostos em competicoes, como olimpiadas matematicas, e no proprio
curso do PROFMAT.

Essa desigualdade é uma poderosa ferramenta na resolugao de problemas de
otimizacao, sendo acessivel aos alunos do Ensino Médio, uma vez que o estudo das
derivadas praticamente nao existe mais nesse nivel de ensino. Diferente das derivadas,
o ensino das desigualdades das médias se torna viavel a partir de um pequeno
projeto paralelo nas escolas de Ensino Basico, o que possibilita a resolugao de varios
problemas que serao apresentados aos estudantes talvez s6 no Ensino Superior.

As principais contribuigoes para as demonstragoes do Teorema 3.1 presentes nesse
capitulo podem ser encontradas no livro “Meu professor de matematica” do professor
Elon Lages Lima [9], no livro de Korovkin [3] e na disserta¢ao de Rigodanzo [19].

Teorema 3.1: A média aritmética de n ntimeros positivos é maior que ou igual a
sua média geométrica, ou seja

1+ -+ Ty
n

>3 T1...Tp.
Além disso, vale a igualdade se, e somente se, z1 = -+ = x,,.

Nas subsecoes a seguir, apresentaremos algumas demonstracoes para o Teorema 3.1.
Utilizaremos duas demonstracoes utilizando o Principio da Indugao Finita como
base, duas provas serao realizadas a partir de contextos geométricos e, para as
ultimas duas demonstragoes, serao utilizadas técnicas algébricas do Ensino Bésico de
acordo com a BNCC [(]. Sao demonstracoes que podem ser trabalhadas em diversos
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momentos do ensino, em contextos diferentes e que talvez consigam atingir publicos
distintos.

3.1.1 Demonstracao I

Entendemos que essa demonstracao ¢ mais apropriada para se trabalhar no Ensino
Superior, ja que ela utiliza o Principio da Indugao Finita (PIF). Consultando os
PCN de matematica [15], e o CBC [3] é possivel verificar que ndo hd nenhuma
orientagao sobre o uso do PIF. Alunos do Programa de Iniciacao Cientifica (PIC)
inclusive estudam o PIF durante o Ensino Basico, mas nao é uma pratica comum
para alunos do Ensino Fundamental e Médio. A primeira demonstracao que sera
apresentada para esse caso é uma adaptacao do que foi feito pelo matematico frances
Louis Cauchy. Usa-se o principio da indugao para mostrar que MA > MG, apenas
para n € N da forman =2% com ke Ne k> 1.

Demonstracao. Passo 1: mostrar que a desigualdade vale para k = 1, ou seja,
para n = 2.

MA > MG

X1+ T2

e
Ty + Ty > 2\/T1.19
1 — 23/T1.09 + 29 > 0
(VE1 = a2)* = 0.

Como o quadrado da diferenca de dois termos é sempre nao negativo e a expressao
final é oriunda de MA > MG , mostra-se que a desigualdade é valida para n = 2.
Além disso,

(Va1 = V/72)* =0

se, e somente se,,/r1 = /T2, 0 que implica em x; = x9, ja que ambos sao
nimeros positivos.

Passo 2: Suponhamos que a desigualdade seja vélida para n = 2%, ou seja:

MA > MG

T+t 2,
n

= Ty T

Passo 3: devemos mostrar que a propriedade é valida para 2n = 2¥*!. Temos
que
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Tit + Tt T+t Ton

MA =
2n

Convenientemente, a média aritmética supracitada (MA) pode ser reescrita
da seguinte forma:

x1+~--—|—xn+xn+1+-~~+x2n
MA = n 5 n . (3.1)

Ambos os termos do numerador de (3.1) possuem n termos. Dessa forma,
pela hipétese de inducao, pode-se dizer que MA > MG, assim:

$1+x2+~~~+xn+xn+1+xn+2+~~+x2n

MA = n n
2

YT1 T+ Y Tpg1 - Ton
5 :

> (3.2)

No numerador de (3.2) hé dois termos, assim pode-se aplicar o primeiro passo de
inducao utilizado nessa demonstracao, o que implica em:

{L/ﬁl. cee Tyt {L/anrl- s Top
5 > \/C/xl Xy Y/ Tpg1. 7 Ty
= /1. X Tpg1. - Lo = MG
Ainda tem-se que a igualdade sé é vélida quando em (3.1) 1 = --- ==z, e
Tpp1 =+ = Toy. Em (3.2) também deve ocorrer xy - -+ &, = Tpyq -+ Top. Ou
seja, deve-se ter:
Ty = " =Tp ==Tpy1 = " = T2

Dessa forma, a propriedade também é valida para 2n = 2¥f!. Portanto, pelo
Principio da Inducdo Finita, MA > MG, para n = 2*. m

3.1.2 Demonstracao 11

A demonstracao feita nessa secao se torna mais apropriada para ser trabalhada
no Ensino Superior. A justificativa é andloga a da secao anterior. A base para
mostrar que MA > MG foi o Teorema 3.2, o qual utilizamos o Principio da Inducao
Finita para realizar a prova. Para demonstrarmos o Teorema 3.1 de outra forma,
utilizaremos como estrutura outro teorema, que sera enunciado e demonstrado a
seguir. Como fonte para entendimento e desenvolvimento desse teorema, utilizamos
o livro de Korovkin [4].

Teorema 3.2: Se o produto de n niimeros positivos x1, xs, - - - ,x, é igual a 1, entao
a soma de xq,x2,- -+ ,r, nao é menor que n. Ou seja,
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T1To Ty =1 = Tt axa+--+x, 2N

Demonstracao. Utilizaremos o Principio da Indugao Finita. Inicialmente, mos-

traremos que o Teorema é vélido para n = 2, ou seja,
T1x9 =1 = T+ 19 > 2.

Para isso, analisaremos dois casos.

(1) 1 = T = 1
Assim, 129 =1 = x1 + 22 > 2 e o teorema esta demonstrado.

(11) 0 <21 <29
Neste caso, temos 1 < 1 e x5 > 1, uma vez que o produto entre x1 e x5 é
igual a 1. Tomemos a seguinte igualdade:
(1 —.Z‘l)(.l’g — 1) =21+ 2Ty — T1T2 — 1
temos que
T+ Ty = (1 — .1’1)(372 — 1) + 2129 + 1
Sabendo-se que z129 = 1, obtemos:
X1+ Ty = (1-.1]1)($2—1)+2

Como 7 < 1 < g, temos que (1 — z1)(xe — 1) > 0, por isso z7 + x9 > 2. Dessa
forma, o teorema estd demonstrado para n = 2. A igualdade x1 + x5 = 2 ocorre
se, e somente se, 1 = xy. Por outro lado, se x1 # x5, entao x; + xo > 2.

Suponha que o Teorema seja valido para n = k. Assim, considerando que
T1To - - T = 1, temos que:

$1+x2+"'+l’k2k}

Por fim, devemos mostrar que o Teorema é valido para n = k + 1, ou seja,
provaremos que:

T+ xo+ T+ xp > k41

Dado que z125-- - zpzpi1 = 1, onde 7 > 0, 29 > 0, -+, xp > 0, 11 > 0.
Temos por hipdtese que:

T1To++  Tplpyr = 1

Devemos analisar dois casos:
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1. Todos os termos x1, 9, - -+, Tk, Tr11 SA0 iguais, ou seja:
X1 =Ty =+ =Tk = Tk41

Nesse caso, todos os termos devem ser iguais a 1, considerando que o produto
entre eles é igual a 1. Assim:

$1+I2+"'+$k+$k+1:]€+1

2. Os termos nao sao todos iguais. Nessa situacao, existem termos
de x1, x9, -+, Tk, Tryr1 que sao maiores e menores que 1. Se todos os termos
fossem menores que 1, o produto seria também menor que 1. Se os termos sao
todos maiores que 1, entao o resultado da multiplicacao também ¢é maior que 1.
Suponha, sem perda de generalidade, que 1 < 1 e x,1 > 1. Temos que:

(T1Zpq1) T2 =1
Seja y1 = x1Tp11, assim:
yle “ e xk et ]_

Se o produto de k£ nimeros positivos é igual a 1, temos, por hipdtese de inducao,
que a soma desses k niimeros nao é menor que k, ou seja,

Bt Tt >k
Porém,

Tit Tt Tt T =t Tt ) T e —
Zk+xk+1—y1+x1
=(k+1)+ a1~y +a1— L.

Utilizando o fato de que y; = z1x%41, temos:

T+ttt >+ 4 e -y —1
> (k4+1) + 241 — 21241 + 21 — 1
>(k+1)+ (vpe1 — (1 — xy).

Usando o fato de que z1 < 1 e 241 > 1, temos que (z51 — 1)(1 —21) > 0, e,
por consequéncia:

x4 xot+ o taptrp > B+ D)+ (pp — D1 —2q) > k+1

Logo, ©1 + xo + - - - + xx + Tr1 > k + 1. Dessa forma, a propriedade também é
valida para n = k 4+ 1. Portanto, pelo Principio da Inducao Finita, se o produto
de n numeros positivos x1, s, ,x, é igual a 1, entao a soma de x1, s, , T,
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nao é menor que n. [

Agora mostraremos que a Média Aritmética é maior que ou igual a Média

Geométrica baseado no Teorema 3.2.

Demonstracao. A média geométrica de x1,x5--- ,x, é dada por

MG = /a1 o

Podemos reescreveé-la da seguinte forma:

Ty, = MG"
T Tn 1
MG MG

Temos que o produto de n termos é igual a 1. O Teorema 3.2 nos garante que:

T Tp

NG +---+ NG > n.
Assim
xy+ -+ 2z, >nMG = —xldl—'?;—i_ngMG,
ou seja,
MA > MG
Além disso, vale a igualdade se, e somente se, r1 = --- = x,,. [

3.1.3 Demonstracgao III

Essa demonstracao pode ser desenvolvida a partir do 9° do Ensino Fundamen-
tal. Baseado nos conteidos necessarios para realizar a prova, seriam essenciais
conhecimentos em poligonos inscritos em uma circunferéncia, triangulos retangulos e
semelhanga de triangulos. De acordo com a Base Nacional Comum Curricular [(],
esses conteidos devem ser desenvolvidos até o 9° ano do Ensino Fundamental.

Nessa demonstracao, sera verificado que a média aritmética é maior que ou igual
a média geométrica utilizando dois termos. Porém, a prova sera dada através de
uma justificativa geométrica, diferentemente do que foi feito nas secoes anteriores,
quando foram utilizadas técnicas algébricas.

Demonstracao. Na Figura 3.1, temos um triangulo retangulo PQR inscrito numa
circunferéncia de centro O. A medida do diametro da circunferéncia é equivalente
a medida da hipotenusa do triangulo, cujo tamanho é (a + b).
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MA MG

R % []s Q

a — )

Figura 3.1: Triangulo inscrito na circunferéncia

Logo, o raio da circunferéncia tem medida igual a

a+b
2 )

o que corresponde a média aritmética de a e b. Por semelhanga de triangulos, é
possivel determinar a medida da altura do triangulo retangulo PQR que é dado
por

Vab,

o que corresponde a média geométrica de a e b. Dessa forma, conclui-se que
MA > MG. Além disso, MA sera igual a MG se, e somente se, a = b, ou seja, se
a medida do raio da circunferéncia for igual a a = b.

m

3.1.4 Demonstragao IV

Nessa demonstragao, utilizamos também um viés geométrico para provar que a
média aritmética é maior que ou igual a média geométrica para dois termos.

Demonstracao. Tome um quadrado com quatro triangulos retangulos congruentes,
ABH, BDG, CDF e ACE, cujas hipotenusas sao dadas pelos lados do quadrado
ABCD e catetos medindo /x; e \/T2, em seu interior, conforme a Figura 3.2.
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cC D

Figura 3.2: Quadrado com quatro triangulos retangulos

Como o lado do quadrado corresponde a hipotenusa do triangulo, é possivel
inferir, através do Teorema de Pitagoras, que o quadrado tem lado equivalente a
Vx1 + 9. A drea do quadrado ABCD, dada por x; + x2, é maior que ou igual &
soma das areas dos quatro triangulos, que é dada por:

4@ = 2\/1'1]72.

Logo,
T+ Ty 2 2/1179,
ou seja,

X1+ T2

9 Z \VI1T2.

Dessa forma, conclui-se que, MA > MG. A igualdade ocorre quando o quadrado,
cujo lado mede /x5 — /71, no interior do quadrado ABCD deixa de existir.
Assim:

Va2 — /1 =0,

ou seja,

Como x5 e x1 sao positivos,

To = 1.
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Como consequéncia, teriamos MA = MG. O]

Essa demonstragao pode ser trabalhada apds ou durante o 9° do Ensino Funda-
mental. Pensando nos contetidos necessarios para realizar a prova supracitada, seriam
necessarios conhecimentos em calculo de area de quadrados e triangulos e aplicagao
do Teorema de Pitdgoras. De acordo com os PCNs de matemética [15] e o CBC
[3], esses conteidos devem ser desenvolvidos até o 9° ano do Ensino Fundamental e
aprofundados ao longo do Ensino Médio.

3.1.5 Demonstracao V

A demonstracao desta subsecao e da Subsecao 3.1.6 podem ser trabalhadas a
partir do 9° do Ensino Fundamental. Os contetidos exigidos nas provas sao calculos
envolvendo Polinémios e Equagoes Polinomiais do 2° grau. Segundo a BNCC [(],
os conteudos inerentes as demonstracoes devem ser desenvolvidos até o 9° ano do
Ensino Fundamental. Nesta subsecao, faremos uma demonstracao algébrica, apenas
para dois termos.

Demonstracdo. Sejam x e y nimeros reais positivos tais que:

x+y:2k:fc—;y:k. (3.3)

Dessa forma, os valores de x e y podem ser expressos da seguinte maneira:
r=k—zey=k+ 2z Assim,

Logo, k? = zy + 2% o que implica em:

k* > xy. (3.4)

Por (3.3) e (3.4), tem-se:

2
(x—;—y) > xy = x;—yzw/xy.

Dessa forma, concluimos que MA > MG. A igualdade s6 vale quando z = 0.
Dessa forma teriamos z = y. O]

3.1.6 Demonstragao VI

A demonstracao que serd feita a seguir possui certa semelhanca a apresentada na
Subsecao 3.1.5. Trata-se de uma demonstracao algébrica, apenas para dois termos.
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Demonstracao. Sejam x e y nimeros reais positivos tais que:

m+y_
5 =

r+y=2k = k (3.5)

Dessa forma, x e y sao raizes da equacao polinomial de 2° grau de incognita a
dada por:

a® — 2ak +zy =0
Ja que x e y sao nimeros reais, entao temos que o discriminante satisfaz A > 0,
ou seja,

4k* — 4zy > 0 = k* > xy. (3.6)

Por (3.5) e (3.6), tem-se:
2
r+y
>
(55 2

ou seja,

Tr+y

5 > \J/ry.

Dessa forma, concluimos que MA > MG. As raizes serao iguais se, e somente
se, o valor do A for igual a zero. Dessa forma, zy = k2. O]

3.2 Desigualdade das Médias Geométrica (MG)
e Harmonica (MH)

Nessa se¢ao, mostraremos a relagao existente entre a Média Geométrica e a Média
Harmonica utilizando o Teorema a seguir.

Teorema 3.3: A média geométrica de n nimeros positivos é maior que ou igual a
sua média harmonica, ou seja:

n
Y1 Lo Xy > 1 1 T
I T2 Tn
Além disso, a igualdade ocorre se, e somente se, 1 = - -+ = x,,.

Nas subsecoes a seguir, apresentaremos duas demonstragoes para o Teorema 3.3.
Na primeira demonstracao, utilizamos como base o Teorema 3.1, ja na segunda,
usamos uma ideia semelhante a aplicada na demonstracao 3.1.3. Os trabalhos que
embasam as demonstragoes dessa se¢ao sao o livro do professor Elon Lages Lima [9]
e a dissertacao de Bonelli [2].
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3.2.1 Demonstracao 1

O pré-requisito para o entendimento dessa demonstracgao é o Teorema 3.1. Assim,
a partir do 9° ano é possivel desenvolver e explorar a desigualdade das Médias
Geométrica e Harmonica.

1 1 1
Demonstracao. Sejam os n numeros positivos —, —, -+, —. Pelo Teorema 3.1,
1 T Tn
temos
Lol
T @ Tn Lt L
n Iy T2 Ty
1 1 1
—+— +— )
Ty X2 nos .
n T Yrixy Ty,

Multiplicando ambos os membros da desigualdade por n, obtemos:

1 1 1 n
>
T T In /T1X " Tp

Agora, multiplicamos a desigualdade pela expressao

nxll‘Q...xn

(1 1 1>’
T X2 L,

obtemos
n > n
T1T9 Ty 1 1 1
T T2 e
ou seja,
MG > MH.

Além disso, a igualdade ocorre se, e somente se, os termos envolvidos inicial-
mente nas desigualdades forem iguais, isto €,

O que ¢ equivalente a dizer que

Tl =" = Ty [



Capitulo 3. Desigualdades 20

3.2.2 Demonstracao 11

Nessa demonstracao utilizaremos uma ideia semelhante a aplicada na Subsecao
3.1.3 para mostrar que a Média Geométrica é maior que ou igual a Média Harmonica.
A demonstracao dessa subsecao pode ser desenvolvida a partir do 9° do Ensino
Fundamental. Baseado nos contetidos necessarios para realizar a prova, seriam
essenciais conhecimentos em poligonos inscritos em uma circunferéncia, triangulos
retangulos e semelhanca de triangulos. De acordo com a Base Nacional Comum
Curricular [6], esses conteiddos devem ser desenvolvidos até o 9° ano do Ensino
Fundamental.

Demonstragao. Na Figura 3.3, tem-se o triangulo OPS retangulo em S. Sabemos
que o segmento O P, hipotenusa do triangulo OPS, representa a média arimética

a+b —
de a e b, ou seja, e SP, cateto do triangulo, equivalente a v/ ab.

MH,

MG

0]

-

a

b

Figura 3.3: MG > MH

Aplicando semelhanga nos triangulos POS e PST, temos

(OP)(PT) = (PS)*.

O que é equivalente a

(%3 ) D) = (vaby,

Logo,
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S 2ab
T = )
a+b

A expressao que representa a medida de PT é igual a média harmoénica de a e b.

Dessa forma,
PT =MH.

Portanto, conclui-se que MG > MH. Além disso, MG sera igual a MH se, e

somente se, a = b, ou seja, se a medida do raio da circunferéncia for igual a a = b.
m

3.3 Desigualdade das Médias Aritmética (MA) e
Quadratica (MQ)

O objetivo dessa se¢ao é mostrar a relacao existente entre a Média Aritmética e
a Média Quadratica utilizando o Teorema a seguir.

Teorema 3.4: A média quadratica de n niimeros positivos é maior que ou igual a
sua média aritmética, ou seja,

R N e R

n n

Além disso, a igualdade ocorre se, e somente se, r1 = --- = x,.

Na Subsecao a seguir, apresentaremos uma demonstracao que foi construida
baseada no trabalho de Rigodanzo [19] para o Teorema 3.4.

Entendemos que o momento mais apropriado para desenvolver essa demonstracao
¢ no Ensino Superior, ja que ela utiliza a notacao sigma e algumas propriedades
envolvendo somatdérios. Consultando os PCN de matemadtica [15],e o CBC [3] é
possivel verificar que nao ha nenhuma inferéncia sobre as técnicas algébricas utilizadas.
Alguns livros do Ensino Médio até trazem algo sobre a notagao sigma, mas, de fato,
nao ¢ comum se trabalhar com essas técnicas no Ensino Baésico.

Demonstracao. Para iniciar a demonstracao utilizaremos a seguinte igualdade:

n

Yo @zl =m0 (@) -2 Y (#)()

1<i<j<n =1 1<i<j<n

Como o primeiro membro da igualdade supracitada ¢ equivalente ao somatério
de quadrados, temos que esse resultado é maior que ou igual a zero. Portanto
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n

(n—l)le -2 Z x;)(x;)

i=1 1<i<j<n

que pode ser reescrito como

n

2 > (@) <(n—1) () (3.7)

1<i<j<n i=1

Observemos que

(i(asi))Q = (21 + @9+ + 1)

i=1
:(Il+$2+"'+$n>($1+l’2+"’+l’n)
::c§+:c1:c2+:c1x3+~~—|—:c1:cn
+ ToTy + X5 + ToTz + - + Ty,

2
+ 2311 + X322 + 23+ -+ - + 23T,

2
+ XpT1 + XpTo + TpT3 + - -+ T,

= (22t i+ a5+ 22+ 2@ @0 + T3+ -+ T Ty, + DTz

—Zx@ + 2 Z z;)(z5).

1<i<j<n

n

Assim, ao somarmos Z(yz;l)2 em (3.7), obteremos:
i=1

(zn: :c) <nz ;)2 (3.8)

=1

1
Ao multiplicar ambos os membros de (3.8) por — e calculando a raiz quadrada,
n

obtemos

que implica em

IA
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Logo,
MA < MQ

Além disso, a igualdade ocorre em (3.7) se, e somente se

Z (z; — ;) = 0.

1<i<j<n

Isso sera verdade se, e somente se 1 =--- =z, [

3.4 Desigualdade das Médias Aritmética,
Geométrica, Harmonica e Quadratica

Nessa secao, relacionaremos as quatro médias tratadas até aqui através do seguinte

Teorema.

Teorema 3.5: Dados z1,...,x,, nimeros reais positivos, é possivel verificar as

seguintes desigualdades:

MQ > MA > MG > MH
Além disso, a igualdade ocorre, em cada expressao, se, e somente se, t1 = - -+ = Ty,.
O Teorema 3.5 é conhecido como Desigualdades das Médias.

Demonstracao. A prova deste Teorema serd feita reunindo os teoremas apresen-

tados nas Segoes 3.1, 3.2 e 3.3.
O Teorema 3.1 traz que MA > MG. O Teorema 3.2 diz que MG > MH. Dessa

forma, temos

MA > MG > MH.

Por fim, pelo Teorema 3.3, temos que MQ > MA. Dessa forma, concluimos
que:

MQ >MA >MG > MH

A igualdade ocorre, em cada caso, se, e somente se, r1 = -+ =x,. [

3.5 Desigualdade de Bernoulli

A seguir sera apresentada e demonstrada a Desigualdade de Bernoulli. O trabalho
de Bonelli [2] auxiliou o entendimento e desenvolvimento da demonstragao. Essa de-
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sigualdade pode ser muito 1til na resolucao de problemas de olimpiadas, competicoes
e até mesmo durante o curso do PROFMAT.

Teorema 3.6: Sejamn € N, z € Re z > —1. Entao:
(1+2)">14nx

Demonstragao. Utilizaremos o Principio da Induc¢ao Finita em n. Inicialmente,
mostraremos que o Teorema é vélido para n = 1.

(1+z)' >1+1z

Dessa forma, o Teorema estd demonstrado para n = 1. Agora, iremos supor
que ele seja valido para n = k, ou seja:

(1+2)f > 14k (3.9)

Por fim, devemos provar que o Teorema é valido para n = k + 1. Para isso
multiplicaremos a desigualdade (3.9) por (1 + ). Assim, obtemos:

(I+2)f1+z) > (1+ka)(1+2),
ou seja,
(1+2) > 1+ 2+ kr + ka?. (3.10)
Porém, como kz? > 0, temos que:
l+a+ke+ka? > 142+ ko (3.11)
Dessa forma, por (3.10) e (3.12) concluimos que:

(T4+2)"*' > 1+ +ka
=1+az(k+1).

Assim, o Teorema é valido para n = k 4+ 1. Portanto, pelo Principio da Inducao
Finita, se n € Ne z > —1, entao

(14+2)" > 1+ nx. O

3.6 Desigualdade de Cauchy-Schwarz

Outra importante desigualdade para resolver problemas é a chamada Desigual-
dade de Cauchy-Schwarz. De acordo com Carvalho [5], “Em 1821, Augustin-Louis
Cauchy, matematico francés que viveu entre 1789 e 1857, publicou uma desigual-
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dade para somas que foi redescoberta por Karl Hermann Amandus Schwarz, em
1888, matematico alemao que viveu entre 1843 e 1921”. A seguir apresentaremos a
Desigualdade de Cauchy-Schwarz como um Teorema e sua demonstracao.

Teorema 3.7: Sejam xq,%2,...,T, € Y1,Ya,...,Y, NUMeros reais nao todos nulos,
entao a seguinte desigualdade ocorre:

(27 4+ 25+ 22 (YL +ys + o+ Y2) > (Y Taye + -+ Ty

Demonstracao. Para efetuar a prova do Teorema 3.7 iremos utilizar a seguinte
funcao:

fla) = (mo—y1)* + -+ + (T = yn)” (3.12)

Desenvolvendo os quadrados de (3.12) temos:

fla@) = (ai+a3+ - +22)a? = 2(z 1y Taya+- -+ Tnyn)a+ (Y +ys+- - +y2).

Como a funcao (3.12) é uma soma de quadrados, sabemos que f(a) > 0, e
isso ocorre se, e somente se, o discriminante da equagao f(«) = 0 for menor que
ou igual a zero, assim temos,

(—2(m1y1@aya+ -+ Tayn)) =A@+ 23+ +a2) (5 + s+ +yp) <0,

ou seja,
4 2 2, .2 2N 2 | 2 2
(T4 T2y + -+ Tnyn)” — 4]+ 2+ ) (Y F Y+ +yy,) <00 (3.13)

Dividindo por 4 e somando (23 + 23 + - -+ 22)(y; + y3 + - - + y2) em ambos
os membros de (3.13), obtemos

(T1yreays + -+ Toyn)? < (T + 23+ F )i+ + -+ yh). O

3.6.1 Lema de Titu

A Desigualdade de Cauchy-Schwarz nos ajuda a entender e provar o lema a seguir,
conhecido como Lema de Titu.

Lema 3.1: Sejam x1,29,...,%, € Y1,Y2,...,Y, NUmMeros reais positivos, entao a
seguinte desigualdade ocorre:

2 2 2
ry oz x r1+ao+ -+,
W B N Gk Iy

Y1 Y2 Yn mit+y2+--+un

2
n

Demonstracao. Aplicaremos a Desigualdade de Cauchy-Schwarz na expressao a
seguir para provar o Lema de Titu.
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) ()

2 2 2 2
T T T 1 +2Tog+ -+,

_1_|__2_|_..._|__"Z(1 2 )

n Y2 Yn

Assim, estd demonstrado o lema de Titu.

3.6.2 Meédia Quadratica e Média Aritmética

A Desigualdade de Cauchy-Schwarz também pode ser utilizada como ferramenta

para demonstrar o Teorema 3.3 no qual MQ > MA.

Demonstracao. Sejam xq, X, - -

, T, numeros reais. Aplicaremos a Desigualdade
de Cauchy-Schwarz na expressao a seguir para provar que a Média Quadratica é
maior que ou igual a Média Aritmética.

-~

(@f+ay 4 dap) L+ 14 1) > (o + o+ 2)?,

n
ou seja,

(23 +a5+-+a)n> (v +a+ -+ )’

Dividindo ambos os membros da desigualdade por n?, obtemos

R I Gl T e i N
- >

n2
Extraindo a raiz quadrada em ambos os membros da desigualdade temos

xf—|—~~-—|—xi> Ty + To + -

n

)
n

MQ > [MA],

porém,

IMA| > MA,

@)2} {(@)2+(\/@)2+...+(\/y—n)z

(1 + 20+ - +2)°.
Dividindo a desigualdade supracitada por y; + y2 + - - - + y,, obtemos:

26

>



Capitulo 3. Desigualdades

27

portanto,

MQ > MA.



Aplicacoes

Neste capitulo, serao apresentados problemas que podem ser resolvidos com os
Teoremas demonstrados no Capitulo 3. Espera-se que as técnicas utilizadas nos
exercicios/problemas que serao desenvolvidos possam ser trabalhadas ja no Ensino
Médio. A ideia é que esse capitulo sirva como material de apoio dos alunos e
professores em alguns topicos, como, por exemplo, em fungoes e geometria. Outro
objetivo é a possibilidade de contribuir para que novos estudantes do PROFMAT,
durante o curso do mestrado, tenham base e ideias para resolver os exercicios
propostos nas disciplinas de Matematica Discreta, Aritmética, Nimeros e Funcoes
Reais, Geometria e Fundamentos do Célculo.

4.1 Problemas Algébricos

Nessa secao, apresentaremos alguns problemas com vieses algébricos. Os dois
primeiros problemas a seguir foram extraidos do livro do Professor Elon Lima [9].
Sendo que o 2° problema também esta no livro de Matematica Discreta do PROFMAT

[

1
Problema 4.1: Qual o valor minimo de y = 2% + —, no intervalo (0,00)?
x

~ 1 :
Solugao: Podemos escrever y = 22 + — da seguinte forma
x

xQ—i———l—i
2r  2x 3 gil
3 2x 21’
vy, L
37 V4

28
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3
Y= 5=

V4
Portanto, o valor minimo da funcao é dado por y =
, 1 1

T“ = —, 0u seja, r =

21 2

—~. A igualdade ocorre quando

e

1 n
Problema 4.2: Provar que a sequéncia de termo geral a,, = <1+—> ¢ estritamente
n

crescente, para todo n > 1.

1
Solugao: Tomemos n parcelas iguais a (1 + —) e o numero 1. Aplicando
n

MA > MG, temos:

(o) (1)1 (Y P

n+1 n

1
n(l—i——)—i—l n
i > i < 1) 1

n+1 -

que é equivalente a:

2 / 1\"
n+ > n+1 (1+_) : (41>
n+1 n

reescrevendo o primeiro membro e extraindo a raiz em ambos os membros da
desigualdade (4.1), obtemos

1 n+1 1 n
1+ >(1+—-) .
n+1 n

Porém, podemos afirmar que a igualdade nao iré existir, uma vez que,

1
1+=-#1,¥Vn>1
n

. Dessa forma

1 n+1 1 n
1+ > 114 — .
n+1 n

Ou seja, a,1 > a,. Portanto, estd demonstrado que a sequéncia é estritamente
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crescente, para todo n > 1.

O terceiro problema desse capitulo foi selecionado do 3° Exame Nacional de
Qualificagao de 2012 [12].

/16 /
Problema 4.3: Qual o menor valor da expressao =27 + 8% quando x e y sao
Yy x

nimeros positivos quaisquer?

~ . 16 / .
Solucgao: Utilizando os termos 2 e 8% e aplicando o Teorema 3.1, temos
x

y
16
Bz [y
Yy 81z 16z | y
2

assim obtemos

16x + Y
\/ Y \ 81z 16z Y
- 2>
2 VT Ve T3

Portanto, é possivel concluirmos que o menor valor da expressao é —.

AV
|
|

=~

v
Wl N

Os dois prolemas a seguir foram utilizados na prova de selegao do Colégio Naval
em 2017 [17] e 2010 [16], respectivamente. A prova é destinada a alunos que estao
terminando o 9° ano do Ensino Fundamental e pretendem cursar o Ensino Médio
nesse colégio.

Problema 4.4: Sejam x e y nimeros reais tais que zy = 2+v/3. Sendo assim, o valor
minimo de z® + 3® é:

(a) multiplo de 18.

(b) um ndimero primo.

)

)
(c) divisivel por 5.
(d) divisivel por 13.
(e) par maior que 300.

Solucgao: Aplicando o Teorema 3.1 utilizando 2® e y® temos

8 8
x
Rz G N P N

2

extraindo a raiz quadrada do segundo membro da desigualdade,

2% 4+ % > 224y = ¥ 4+ > 2(zy)?,
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como xy = 2v/3, segue que

® + 9 > 2(2V3)* = ¥+ y® > 288.
Dessa forma, o valor minimo de x® + y® é 288, ou seja, um multiplo de 18, resposta
(a).

1 1 1
Problema 4.5: Sejam p e ¢ niimeros positivos tais que — + — =

. Qual o
q 2010 «
valor minimo do produto pq?
(a) 8040.
(b) 4020.
(c) 2010.
(d) 1005.
(e) 105.
~ : . 1
Solugao: Aplicando o Teorema 3.1 utilizando — e — temos
P q
1 n 1
P q 11 1 1. 2
L_45 /2= S+ — (4.2)
2 Pq poq Pq
C 1 n 1 1
omo — + — = segue que
P q 2010 sued
1 2
> - 43
V2010 /Pq (43)
elevando ambos os membros de (4.3) ao quadrado obtemos
L .4 > 8040 (4.4)
2010 ~ pq b1 = ' '

Portanto, o valor minimo do produto pg é 8040, resposta (a).
O problema a seguir traz uma aplicacao das Médias Aritmética e Harmonica. O
exemplo é uma releitura de uma proposi¢ao presente na dissertacao de Bonelli [2].

Problema 4.6: Sejam x,y e z nimeros reais positivos. Prove que:

T Z Tz T+yY—+z
i + i + < J .
r+y+22 y+z+2r z+ax+2Y 4

Demonstracao. Aplicando a Desigualdade das Médias Aritmética e Harmonica,
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MA > MH, nos termos x e y temos
4
x+y> 2 N x+y>

2 —1 ry T r+y
T

+

< |

multiplicando a desigualdade (4.5) por zy obtemos

iy > 4y N 1 Slx—ky'
r+y r+y 4 xy
Segue que
LY _ LY
r+y+2z (r+2)+@y+2)
oy 1
1 (z+2)+(y+2)
<ﬂ.(x—l—z)—l—(y+z)
— 4 (@)t 2
T 1 1
:_y.|: + :|_
4 |z+2 y+z
Portanto,

Ty Ty 1 1
g <2 + .
r+y+22" 4 |x4+z y+=z

De forma analoga,

Yz Yz 1 1
97 < + ,
y+z4+2x 4 |z+y x+=z

xz Tz [ 1 1 }
— T <= + ]
z4+x+ 2y 4 |ly+z x4y
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Somando membro a membro nas desigualdades (4.6), (4.7) e (4.8) obtemos

xy n Yz n Yz < Y 1 1 1
r+y+2z y+z2z4+2x y+z+2r 4 |x+z y+=z r+y
1 1 Tz 1 1 ]
+ + —
T+ 2z 4 ly+z x4y
1 T T
__'[ y y o yr o YR
4 |lz+2 y+z x+y z+=2
Tz Tz
_l’_
ytz Tty
1 lzy+yz xy+axz  yz+aoz
= - + +
4 | v+ =z y+z Tty
1 y(a:+z)+x(y+z) 2(x +y)
4 T+ z y+z T+y
Tty +=z
=
Portanto,
z z Tz rT+y+=z
Y + Y + < Y .
r+y+22 y+z4+2x z+xr+2y 4

A igualdade ocorre se, e somente se, t+z=y+z, r+y=x+zey+z=1x+1Y,

ou seja, r =y = Z. ]

O problema a seguir traz uma aplicagao das Médias Quadratica e Geométrica. O
exemplo é uma adaptacao de um problema presente na dissertacao de Bonelli [2].

Problema 4.7: Sejam x e y ntimeros reais positivos. Mostre que:

4
(f+2+3> > 250.
y i

Solugao: Para resolver esse exemplo utilizaremos a Desigualdade entre as
médias Quadratica e Geométrica entre os nimeros x e y, ou seja, MQ > MG. Dessa
forma, temos:

:c2—|—y2

5 > \/xy.

Como x e y sao nimeros reais positivos, segue que

z? + % > 2uxy. (4.9)
Dividindo ambos os membros de (4.9) por zy # 0 obtemos
2,2
N S (4.10)
xy y

|
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Somando 2 e elevando ambos os membros de (4.10) a quarta poténcia temos

4
(z+2+g> > 4% — 256.
y a

Y

4
Assim, se (z + 2+ —) > 256, entao
Y x

4
(§+2+g) > 250.
Y x
Para Bonelli [2], o problema a seguir pode ser provado por indugdo, mas o uso
das Desigualdades das Médias facilita sua aplicacao no Ensino Médio.
Problema 4.8: Sejan € N, com n > 1. Prove que
l < n+1\"
! 5 .

Solugao: Para resolver esse problema utilizaremos o Teorema 3.1, ou seja,

x PR l‘n
g Z nl‘l"” 'ajn.
n
Nesse problema, utilizaremos z; = 1,29 = 2,--- ,x, = n, sendo n > 1. Dessa forma,
temos
14+2+---+n "
i N Vi (4.11)
n

A igualdade nao existe em (4.11), uma vez que, x1 # x3 # - -+ # ,,. O numerador
da fracao do primeiro membro da desigualdade (4.11) é equivalente a uma soma de
termos de uma Progressao Aritmética de razao igual a 1, logo,

n(n+1)

L2+ n=——F0—,

segue que

ntD) AT e Yl = Uty S} (4.12)

2n 2

Elevando a n ambos os membros de (4.12 ) temos

n+1 n> |
n!.
2

Como queriamos demonstrar.

Problema 4.9: Determine o valor méximo da funcio f(x) = 23(1 — z).
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. gol}glgéo: Aplicaremos o Teorema 3.1, ou seja, MA > MG. Utilizando os termos
—, —, — e 1 — z obtemos
3733
r T
T T
3+3+3+( ) 4{{{(1_@
4 — V333 ’
que é equivalente a
1 1/ f(x)
Z> 4.1
4~ 27 (4.13)

elevando a 4 ambos os membros de (4.13) e multiplicando a desigualdade por 27

segue que

27

Portanto, o valor méximo da funcao f(z) é Isso ocorre se, e somente se,

3

X .
1—x:—,ouseja,sexzz.

256"

O problema a seguir foi aplicado na avaliagao nacional do PROFMAT [14].

Problema 4.10: Sejam x, y e z nimeros reais positivos.

(a) Prove que 22 + y* + 22 > 2y + yz + x2

(b) Prove que x—l—g—i—z > /xy—i—ygz—l—xz e

(c) Use o item (b) para mostrar que se a equagao t> — at> + bt —c =0, em que a, b e
¢ sao nlimeros positivos, possui trés raizes reais, entdao a® > 27b% > 729¢2.

Solugao: a) Iremos aplicar a desigualdade entre as Médias Aritmética e Geomé-
trica, MA > MG, conforme as desigualdades a seguir.

2 | 2
- —gy > V2% = ay, (4.14)
2 | 2
N (1.15)
2, .2
e 1222 = xz. (4.16)

5 =
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Somando membro a membro das desigualdades (4.14), (4.15) e (4.16), obtemos

2?4+ y? + 22>y +yz + a2, (4.17)

conforme queriamos demonstrar.

b) Inicialmente mostraremos que T g T2 >4/ i y; i % Usando 4.16

x2+y2+z22xy+yz+a:z.

Somando 2xy + 2yz + 2xz em ambos os membros da desigualdade, temos
22 + % 4 2% + 2oy + 2yz + 2wz > 3y + 3yz + 3z,
segue que
(x +y+2)? > 32y + 3yz + 32z (4.18)

Dividindo a desigualdade (4.18) por 9 e em seguida extraindo a raiz quadrada
concluimos que

r+y+z > lxy +yz +x2
3 - 3 '
Ty + Yz + a2 .
Por fim, mostraremos que — 5 > Yryz. Aplicando MA > MG nos

termos zy, yz e xz obtemos

Ty +yzt+axz

S > g = a2 (4.19)

Extraindo a raiz quadrada de (4.19) concluimos que

/J;y+y32 +xz > YT
Portanto, esta provado que Tt g R >4/ Ty + y; ez > Jryz.

¢) Antes de mais nada, consideremos a equagao polinomial de terceiro grau:

ax® 4+ ba? + cx +d = 0, sendo z1, T4 e 3 suas rafzes. Temos que
az’® +br* + cx +d = a(r — 1) (v — 29) (v — x3).

Dividindo toda equacao por a, temos

s bt cx d )
x° + — + o + o= x° — (x1 + o + w3) 2" + (172 + 1123 + T372)x — (T12273).
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Aplicando igualdade entre polinomios, encontramos as seguintes relagoes:

—b

$1+l‘2+$3:—,
a

c
T1To + T1X3 + T3T2 = —
a

e
—d
T1X9X3 = —.
a
Essas sao as relagoes de Girard [21] para uma equagao do terceiro grau.

Sejam x,y e z as raizes da equacdo t* — at? + bt — ¢ = 0. Utilizando as Relacoes
de Girard temos que

—(=a)
1

=a=x+y+z2

=b=ay+yz+ a2,

—(=¢)
1
Pelo item b) temos

x+g+z > /xy+y32+xz > Yy,

segue que

a b
— > => 4.2
2> b v (120

ao elevar (4.20) a sexta poténcia e logo em seguida multiplicar por 729 concluimos

=c=1rY=Z.

que

a’ > 273 > 72942,

4.2 Problemas Geométricos

Os problemas que serao apresentados nessa se¢do possuem natureza geométrica,
apesar das ferramentas algébricas utilizadas nas resolucoes.
O exemplo a seguir foi aplicado no Exame Nacional de Acesso para o curso de

Mestrado do PROFMAT em 2019 [11].

Problema 4.11: Um triangulo retangulo ABC', possui hipotenusa BC' de medida
6 cm. A maior drea possivel, em cm?, para ABC é

(a) 9.
(b) V83.
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Solugao: Antes de mais nada, observemos que, pelo Teorema de Pitdgoras,
b2 + c? = 62, sendo b e c os catetos do triangulo ABC. Para resolver esse problema
aplicaremos a desigualdade entre as médias Quadratica e Geométrica, ou seja,
MQ > MG utilizando os termos b e c.

bQ 2
~= > Ve,
segue que
b2 2 62
;c >be = ozbe = 18> (4.21)

Dividindo ambos os membros de (4.21) por 2, obtemos

be
> —
9_2

b
Porém, a area S do triangulo retangulo ABC' é dada por S = 50 Dessa forma temos
9> §S.

Portanto, concluimos que a maior area possivel, em cm?, para ABC é 9.

As ideias presentes nos dois problemas a seguir foram retiradas do trabalho de
Rigodanzo [19].

Antes de apresentar o proximo exemplo, iremos demonstrar uma propriedade que
envolve medianas. Essa propriedade serd necessaria para resolucao do Problema 4.12.

No triangulo ABC' da Figura 4.1 , os segmentos AE, BD e C'F sao medianas. Os
triangulos ADG e C' DG possuem a mesma area, denotada por x. A justificativa para

isso é que os triangulos possuem bases congruentes, AD =2 CD, e a distancia de G a
essas bases é a mesma, ou seja, possuem a mesma altura, logo suas areas sao iguais.
Utilizando a mesma ideia é possivel concluirmos que as areas dos triangulos CEG e
BEG sao iguais a y. Por fim, os triangulos BFG e AF'G possuem &areas iguais a z,
conforme Figura 4.1. De forma andloga, os triangulos BC'D e ABD possuem bases
congruentes, AD = C'D, e mesma altura, que é equivalente & distancia do vértice B
a base AC'. Dessa forma, os triangulos BC'D e ABD possuem areas iguais, ou seja

T+ 2y=x+22 = Y =z.
Aplicando a mesma ideia aos triangulos ACE e ABFE temos

y+2xr=y+2z = =2z,
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como consequencia,
T =1y.

Portanto, os triangulos ACG, BCG e ABG possuem areas iguais entre si, que
corresponde, cada uma, a um tergo da area do triangulo ABC.

Figura 4.1: Medianas de um triangulo

Problema 4.12: Sejam G o baricentro do triangulo ABC', t, u e v as distancias do

baricentro aos lados a, b e ¢, respectivamente, conforme figura 4.2. Mostre que se r é
. . o . i . ttu+v
o raio da circunferéncia inscrita nesse triangulo, entao —— > 3.
T

Figura 4.2: G é o baricentro do triangulo ABC

Solucgao: Utilizando a propriedade supracitada das medianas, os triangulos BC'G,
ABG e ACG possuem a mesma area. Se a area do triangulo ABC' é igual a k, entao
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segue que

2k
at =bu = cv = 3 (4.22)
Por outro lado, seja I o incentro do triangulo ABC', entao a area desse triangulo
pode ser calculada somando as areas dos triangulos AIC, AIB e BIC, sendo que
esses triangulos possuem a altura com a mesma medida r, raio da circunferéncia
inscrita e bases a, b e ¢, respectivamente. Dessa forma, temos
ar br o (a+b+o)r

=4+ = T 4.2
k 5 T3 13 5 (4.23)

De (4.22) e (4.23) segue que

2(a+b—|—c)r
9 (a+b+c)r
t:b pu— = = .
a U= cv 3 3

Portanto,

_(a+b+c)r  (a+b+c)r  (a+bto)r
L S L P

Aplicando a Desigualdade das Médias Aritmética e Harmonica, ou seja, MA >
MH, em ¢, u e v, temos que

u+v—|—t> 3

3 -1 1 1
u vt
S 3
- 3a 30 3c
+ +
(a+b+c)r (a+b+c)r (a+b+o)r
3
> 000
“3a+b+c)’
(a+b+c)r
logo,
u+v+t>§ t+u+v>37
3 _§ r -
r

como desejavamos mostrar.

Problema 4.13: Determine a area maxima de um retangulo, com comprimento

igual a 2z e largura 2y, com seus lados paralelos aos eixos ordenados, que esteja

2

inscrito numa elipse de equacao — + vo_ 1.
a2 b2
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2y 2b

2%

Figura 4.3: Retangulo inscrito em uma elipse

Solugao: Aplicaremos a Desigualdade das Médias Quadratica e Geométrica,
x
MQ > MG, nos termos — e y Assim, obtemos

a b
2\ 2 )\ 2
&) -6) . m
>4 —==. 4.24
2 “Vab ( )
22 P
Utilizando que — + =i 1 da equacgao da elipse e substituindo em (4.24), obtemos
a

\ﬁ -
“Vab
Elevando ambos os membros ao quadrado, segue que

>

N | —
Q&R
o=

A area do retangulo inscrito na elipse é dada por k = 2x.2y = 4xy. Assim, temos

1 _ 4oy k
>
2 7 4ab  4ab

ou seja,
1 k
- > k < 2ab.
2 ~ 4dab = =

Portanto, a drea maxima do retangulo inscrito na elipse ¢ igual a 2ab. Isso ocorre se,

e somente se,

f_y_\ﬁ_ﬁ
a b V2 27

Logo, as medidas do retangulo de drea méxima sao 2z = av/2 e 2y = bv/2.
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Problema 4.14: Qual deve ser a area minima K de um cilindro circular reto de
volume V e raio r 7 Qual deve ser a altura h desse cilindro em funcao de r?

Solucgao: O volume do cilindro pode ser calculado pelo produto entre a area da
base (circulo de raio 7) e a altura.

V =ar’h.

Isolando h, segue que,

Vv

h=—. 4.25
— (4.25)

A area total do cilindro pode ser calculada da seguinte forma:
K = 27r® 4 27rh, (4.26)

que ¢é equivalente a soma das areas de duas bases com a area lateral. Das equagoes
(4.25) e (4.26), obtemos:

2V vV Vv
K=" +2nr*=—+— +2m? (4.27)
r rooor
Aplicando a Desigualdade das Médias Aritmética e Geométrica, MA > MG, em —,
,
— e 2mr?, obtemos
’
V
— 4+ — +27r?
L YV 2712
3 “—Voror ’
segue que

K
3 >V V2.2r.

’ s . , 3 . .
Dessa forma, a area minima é K = 3v/V?2-2w. A igualdade supracitada ocorre se, e

somente se,
%4 2. h
— = 271'7“2 = i = 27'('7"2 (428)
T T

De (4.28) concluimos que h = 2r.
O proximo problema foi retirado de uma prova nacional do PROFMAT aplicada
em 2011 [13].

Problema 4.15: Uma caixa com formato de um paralelepipedo reto sem tampa
tem arestas medindo z,y e z. Mostre que, se o volume (V') da caixa é igual a 32,
entdo sua drea (S) ¢ maior que ou igual a 48.
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Figura 4.4: Paralelepipedo

Solucao: A area da caixa é dada por:
S =2yz+axy+ 222

Assim podemos aplicar que MA > MG da seguinte forma:

2 2
g _ Yt 1:33/ + e > ¥/ 2yz.ay2z0 = VAV.V,
| —

N ~~ -
MA MQ

dessa forma,

g > v/4.32.32,
5 o

3 — )

S

Z> 16

3 — )

S > 48

Portanto, estd mostrado que, se o volume (V') da caixa é igual a 32, ent@o sua
drea (S) é maior que ou igual a 48. A igualdade ocorre quando 2yz = xy = 2zx, ou
seja, quando z = y = 2z. Como zyz = 32, entao conclui-se que z =y =4e z = 2.

O problema a seguir foi extraido de uma lista de problemas do tépico “Desigual-
dades”do Portal da Matematica [7].

Problema 4.16: Para todo angulo agudo «, mostre que tg a + cotga > 2.

~ s
Solugao: Sabendo que o € (0,—), temos que sen «, cos a > 0. Portanto, podemos
aplicar a Desigualdade das Médias Aritmética e Geométrica, MA > MG, nos termos
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tg a e cotg a. Segue que

tg o + cotg o

5 > Vtga-cotg a,

ou seja,
tg o + cotg > sen «v Cosa_1
2 ~— \ cosa sena '

tga + cotga > 2

logo,

A igualdade ocorre quando tga = cotga, ou seja, quando sena = cosa. Como
T

T
e (0.0, ¢ _T
a € ( 2) emos que a = ~

Problema 4.17: Determine o maior valor possivel para f(x) = senz + cosz, com

= (ka,g + 2k7r),k: €.
Solucgao: Para resolver esse problema utilizaremos o Teorema 3.3, ou seja,
MQ > MA.

Assim, utilizando os termos sen z e cos x temos

\/sean—i—coszx S senx + cosx
2 - 2

Porém, sen? z + cos?x = 1, logo

\/IZ Senx—;—cosx =>f(£E) < \/5

Portanto, o maior valor possivel para f(x) é v/2. Isso ocorre se, e somente se,

2
SeN T = CosT = \/7_, isso ocorre quando x = % + 2km, com k € Z.



A Média Aritmética-Geomeétrica

Neste capitulo, apresentaremos a média aritmética-geométrica, sua relagao com
Gauss e com sequéncias convergentes. Para nortear a construcao das secoes a
seguir, utilizaremos como referéncia o livro de Gert Almkvist e Bruce Berndt [!]
e a dissertagao de Ilda Marisa de S& Reis [20]. De acordo com Gert Almkvist e
Bruce Berndt [1] , Gauss nao publicou nada sobre a média aritmética-geométrica,
mas contou ao seu amigo, H.C. Shumacher que havia descoberto a média em 1791,
aos 14 anos. Por volta de 22 anos, Gauss fez um longo artigo sobre descobertas
feitas com a média aritmética-geométrica, mas como dito anteriormente, nada foi
publicado até o ano que faleceu. Mais tarde, foram encontradas algumas citagoes em
seu diario. O que havia sido escrito e descoberto nao era tao claro, de forma que ainda
nao ¢é possivel saber tudo que Gauss deixou sobre a média aritmética-geométrica.
O objetivo desse capitulo é mostrar mais uma relacao que existe entre as médias
aritmética e geométrica. Mais informagoes e aplicagoes acerca dessa média podem ser
encontradas nos trabalhos de Reis [20] e Almkvist e Berndt [1]. Antes de mais nada,
apresentaremos algumas defini¢oes e teoremas envolvendo sequéncias de niimeros

reais.

5.1 Supremo e Infimo

As ideias, definicoes e teoremas que serao apresentadas nessa e na proxima secao
sao norteadas pelo livro de Andlise Real do professor Elon Lages Lima [10].

Definigao 5.1: Um conjunto nao vazio X C R ¢é limitado superiormente se existe
b € R tal que z < b, para todo z € X. Neste caso, dizemos que b é uma cota superior
de X.

Um conjunto nao vazio X C R ¢é limitado inferiormente se existe a € R tal que
a < x, para todo x € X. Neste caso, dizemos que a é uma cota inferior de X.

111
Exemplo 5.1.1: X = {1,55,1—1, -+« » € limitado. Os ntimeros 0, — 1, — 2,--- sao
todos cotas inferiores de X. Enquanto, 1,2,3,--- sao todos cotas superiores de X.

Definigao 5.2: Seja X C R nao vazio e limitado superiormente. Dizemos que b € R

45
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¢ o supremo de X quando b é a menor das cotas superiores, ou seja,
o Ve X tem-se x <b;
e Se c € R tal que x < ¢ para todo x € X, entao b < ¢;
e Se ¢ < b, entao existe x € X tal que c <z < b.

Escrevemos b = sup X.

Definigao 5.3: Seja X C R nao vazio e limitado inferiormente. Dizemos que a € R
é o infimo de X quando a é a maior das cotas inferiores, ou seja,

o Ve X tem-se x > q;
e Se c € R tal que x > ¢ para todo x € X, entao a > c¢;
e Se ¢ > a, entao existe x € X tal que a < x < c.

Escrevemos a¢ = inf X.
1
Exemplo 5.1.2: Seja X = {—;n € N*}
n

e r=1¢ o0 supremo de X;

e r=0¢ o0 infimo de X.

5.2 Sequéncias de Numeros Reais

Definiremos o que é uma sequéncia.

Definicao 5.4: Uma sequéncia de niimeros reais é uma funcao x : N — R, que
relaciona a cada nimero natural n um nimero real z,,, denominado de n-ésimo termo
da sequéncia. Nesse trabalho, utilizaremos (z,,) para indicar a sequéncia cujo n-ésimo
termo ¢é x,,.

Exemplo 5.2.1:

11 1
n) — 17_7_7"'7_7”'
() ( 23" )

(x,) é uma sequéncia na qual z,, = —
Exemplo 5.2.2:
(mn) - (1727 ,TL,---)

(z,) é uma sequéncia na qual z, = n.
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Definicao 5.5: Uma sequéncia (x,,) diz-se limitada superiormente e limitada in-
feriormente quando existe ¢ € R tal que =, < c e x,, > ¢, respectivamente, para
todo n € N. Uma sequéncia (x,) é limitada quando ela é limitada superiormente e
inferiormente, o que é o mesmo que: existe k > 0 tal que |z,| < k, para todo n € N.

1 2 n
2'3’ n+1’

Exemplo 5.2.3: A sequéncia (a,,) = ( ) é limitada.

Exemplo 5.2.4: A sequéncia (a,) = (1,4,9,--- ,n?,--+) nao é limitada.

Definicao 5.6: Seja a,, uma sequéncia de niimeros reais. Dizemos que uma sequéncia
(a,) converge para | € R, se para todo € > 0, existe ng € N tal que |a, — | < ¢, para
todo n > ng. Escrevemos lim a,, = [. Uma sequéncia que nao converge para nenhum
nimero é chamada divergente.

1 2 n
27 37 7n + 1 )
Observemos que, dado qualquer € > 0,

Exemplo 5.2.5: A sequéncia (a,) = ( ) é convergente.

1 1
ll=—<e&en>-—-—1.
n-+1 n

n_l =
\a ‘ +1 €

; ‘
. ) 1

Assim, dado qualquer € > 0, existe ng > — — 1 tal que
5

n > ny =

-1l <e.
n—+1 ‘ c

Portanto, de acordo com a definicao 5.6, a sequéncia converge para o ntmero 1.
Exemplo 5.2.6: A sequéncia (a,) = (—=1,1, — 1,1,--- (=1)",---) é divergente.

Teorema 5.1: (Unicidade do limite) Uma sequéncia nao pode convergir para dois
limites distintos.

Demonstracao. Suponha que existam [y # [y € R tal que lima,, = [y e lima,, = ls.
lima, =0 =Ve>03n € N;|a, — L] <eVn>ny,

lima, =1y = Ve >03ny € N;|a, — o] <e,Vn>ny,
|l — Lo

Sejam ng = max{ni,ny} e € = , temos que

=l = |l —an +an, — o] <|a, — L]+ |a, — o]
<6+8:2€:|ll—l2],‘v’n>n0.

Segue que |l; — | < |l; — l3]. Que é um absurdo.
Portanto, uma sequéncia nao pode convergir para dois limites distintos. [J
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Definicao 5.7: Uma sequéncia (z,) é denominada monétona quando ocorre x,, <
ZTp41 (mondtona nao-decrescente) para todo n € N ou x,41 < x,, (mondétona nao-
crescente) para todo n. Se tivermos x,, < z,11, para todo n € N, dizemos que a
sequéncia ¢é crescente e se T,11 < &, para todo n, a sequéncia é dita decrescente.

Exemplo 5.2.7: A sequéncia (z,) = (1,2,...,n,...) é mondtona crescente e ilimi-
tada.
. 11 1 , .
Exemplo 5.2.8: A sequéncia (z,) = | 1, 23 ¢ monotona decrescente
n

e limitada. Observemos que a sequéncia (x,) = — converge para o nimero (. Para
n
. ) 1
todo £ > 0, existe ny € N tal que |z, —0| < &,V n > ng. Seja |z, —0| = |z,| = |—| < e.
n

1 .
Se ng > —, entao
€

1 1
|z, — 0| = |z, = |—| < |—| <&, Vn>ng.
n Un

Portanto, de acordo com a Definicao 5.6, a sequéncia converge para o nimero 0.

Teorema 5.2: Toda sequéncia monotona limitada é convergente.
Demonstracao. Seja (a,) uma sequéncia monétona nao decrescente e limitada,

ou seja,

ap <ay <o <a, <o <M

Considere A = {aj,a2,a3,---}. A é limitado superiormente e, portanto, possui
supremo. Digamos sup A = [. Afirmacao: lima, = [. De fato, dado € > 0, temos
que [ — € nao é cota superior de A. Assim, existe a,, tal que | —e < a,, <l +e.
Entao para todo n > ng

l—e<ap, <a, <l<l+e,
logo,

l—e<a,<l+e¢,

portanto,
la, — 1| <e,
ou seja, lima,, = [. [

Teorema 5.3: Seja limz, =z, limy, =y e a € R entao:

1.

lim(z, +y,) =2 +y
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lim(z, —y,) = —y.

lima(z,) = ax

Demonstracdo. Sendo limx, = z e limy, = y, temos, respectivamente que,
existem n; e ny em N tais que

3

n>n1:>]xn—ﬁc\<2

3

n>n2:>]yn—y\<2

Seja ng = max{ni,ns}, logo

£ €
l(zn+yn)—(z+y)| = [(Xn—2)+yn—y| < |xn—2|+|yn—y| < §+§ <&, Vn>ng.

Assim, esta provado que lim(x,, + y,) = = + y. De maneira andloga se prova a
diferenca. O

Agora, realizaremos a demonstracao do item 3.

Demonstracao. Como limz, = x, dado € > 0, 3 ng € N, tal que
€
|al

Desejamos provar que lim a(z,) = ax. Assim,

|z, — 2| < —,¥ n > ny.

|la||z, — x| = |az, — ax]

Portanto, dado € > 0, e escolhendo o mesmo ng € N, temos que

lax, —ax| < |a|‘8—| =¢e,Vn>n.
a

Logo, lima(x,) = ax. O

5.3 A Média Aritmética-Geométrica

Sejam a e b ntimeros positivos com a > b, onde a = ag e b = by. Construiremos
uma sequeéncia de médias aritméticas e uma sequéncia de médias geométricas, como
segue:
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b
alza; bl:\/E

b
azzal;L ! by = Vaiby

a, + by,
apt1 = 2 bntr1 = Vanby

Observemos o seguinte exemplo numérico:

Exemplo 5.3.1: Sejam a =1 e b = 0,8, entao temos que:

a; = 0,90 by = 0,894427190999915,
as = 0,897213595499957, by = 0,897209268732734,
az = 0,897211432116346, by = 0,897211432113738,
ay = 0,897211432115042, by = 0,807211432115042,

Esse exemplo nos traz ideia de que a,, e b, sao convergentes. Mais ainda, convergem
para o mesmo limite. Vamos mostrar com o Teorema 5.4 que esse é um fato geral.

Teorema 5.4: As sequéncias a,, e b, definidas em 5.3 sao convergentes. Mais ainda,
convergem para o mesmo limite que é denotado por Mg y).

Demonstracdao. Se a = b as sequéncias a,, e b, sao constantes. Suponhamos, sem
perda de generalidade, que a > b. Devemos provar as seguintes desigualdades:

i) b, < a,, para todon € N
Mostraremos que essa desigualdade é verdadeira pelo Principio da Inducao
Finita. Por hipdtese, a desigualdade é valida para n = 0. Suponhamos que
ela seja valida para n = k. Devemos mostrar que a desigualdade é valida para
n==k+1.

(ak - bk)2 > 07
somando 4ab, em ambos os membros da desigualdade, obtemos
(ak + bk)Q > 4akbk,

extraindo a raiz quadrada, segue que

ap + b
k 5 k > 1/ aibi = Ap41 > bk+1.

Assim, pelo Principio da Indugao Finita, b, < a,, com n € NU{0}.
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11) b, < bn+1
Pelo item i) temos

b, < a,

multiplicando a desigualdade por b, e em seguida extraindo a raiz quadrada,
obtemos

b, < v/ apb,.

Porém, v/a,b, = b,11, logo b, < b,y1.
i) ani1 < an
Pelo item i) temos

b, < an,

somando a,, em ambos os membros obtemos

a, + b
a, + b, < 2a, = %<an.
an, + b
Entretanto, ———— = ay41, 1080 @pp1 < .

As trés desigualdades supracitadas mostram que a sequéncia b, é crescente
e limitada superiormente por a e que a sequéncia a, ¢ decrescente e limitada
inferiormente por b. Dessa forma, temos

b<bi<by< - <b,<a,<--<ay<a <a.

Logo, as duas sequéncias sao convergentes. Agora devemos mostrar que essas
sequéncias convergem para o mesmo limite. Supondo que lima, = [ e que
lim b, = m. Seja

a, + by,
T = Ty

tomando os limites em ambos os membros

a, + by,
5

lima,,; = lim
Utilizando as propriedades de limite de uma sequéncia, o Teorema 5.3 e conside-
rando que os limites existem, temos

lim a,, + lim b,
2

lima,, =



Capitulo 5. A Média Aritmética-Geométrica 52

Portanto,
l+m
= —— = [ =m.
2
Logo, as sequéncias convergem para o mesmo limite. O

Definigao 5.8: O limite comum das sequeéncias a,, e b,, denotado por My, é
denominado Média aritmética-geométrica.



Atividades

Neste capitulo, apresentaremos 2 atividades. A primeira sobre as médias e as
desigualdades entre as médias, que foi desenvolvida e aplicada em uma turma do 3°
ano do Ensino Médio. A segunda atividade tem como objetivo trabalhar as ideias de
sequéncias e a média aritmética-geométrica.

6.1 Atividade 1 - Desigualdade Entre as Médias

Nesta secao, apresentaremos uma atividade que foi realizada em uma turma do
3° ano do Ensino Médio de um colégio da regiao metropolitana de Belo Horizonte.
A atividade foi desenvolvida em 5 encontros de 50 minutos, sendo que 18 alunos
participaram de todas as aulas.

6.1.1 As Aulas

Nas duas primeiras aulas revisamos as defini¢oes de médias aritmética e geométrica.
A maioria dos alunos nao apresentou dificuldades e conseguiram dar um bom retorno
sobre o entendimento e os problemas em que podemos aplicar a média aritmética
e a média geométrica. A maior parte das aulas foi destinada ao trabalho com as
médias harmonica e geométrica. Sé dois alunos disseram conhecer a média harmonica,
enquanto a média quadratica era desconhecida por todos até entao. Porém, apos
apresentar a definicao de média quadratica, um aluno disse que ela tinha uma ideia
préxima da férmula de desvio padrao. Apesar de nao conhecer a definicao formal,
ele ja possuia uma concepcao de onde era possivel encontrar média quadréatica. Com
a média harmonica nao foi diferente. Apresentei aos alunos a Definicao 2.3 e logo
em seguida coloquei o Exemplo 2.3.1 no quadro. Alguns alunos, inclusive ja haviam
resolvido o problema, como treinamento para o Exame Nacional do Ensino Médio
(ENEM), mas, mais uma vez, nao sabiam que se tratava da média harmonica. Outros
exercicios que foram tratados nessas aulas foram os Exemplos 2.1.1, 2.1.2 e 2.2.1
presentes no Capitulo 2 deste trabalho. No fim da segunda aula falei que o objetivo
das duas préximas aulas seria trabalhar com as desigualdades entre as médias.

No inicio da terceira aula, apresentei o Teorema 3.1, no qual mostra que a média
aritmética é maior que ou igual a média geométrica. Esse, talvez, foi a desigualdade na
qual eles mais gostaram, pelo fato de termos resolvidos muitos problemas utilizando
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essa ferramenta. Para demonstrar o Teorema 3.1 utilizamos as demonstragoes das
Subsegoes 3.1.5 e 3.1.4. Ambas as demonstragoes sao validas apenas para dois termos,
mas uma tem viés algébrico, enquanto a outra utiliza-se da geometria. Todos os
alunos deram um retorno positivo sobre as demonstracoes e alguns ficaram bem
engajados e participaram das provas realizadas. Em seguida, falamos sobre o Teorema
3.2, no qual a média geométrica é maior que ou igual a média harmonica. Para
mostrar a validade do Teorema utilizamos a demonstragao da Subsecao 3.2.1, como
essa demonstracao foi baseada no Teorema 3.1, ninguém apresentou dificuldades na
discussao realizada sobre a prova. Em fungao de ter gasto praticamente um horério
nas desigualdades supracitadas, o Teorema 3.3, na qual a média aritmética é menor
que ou igual a média quadratica, foi apenas apresentado e em seguida trabalhamos
a resolucao de problemas baseado nos Teoremas utilizados. A parte pratica foi a
que os alunos mais participaram e mostraram interesse. Para ilustrar os Teoremas,
resolvemos alguns exemplos presentes no Capitulo 4. Os problemas discutidos foram
os exemplos: 4.1, 4.3, 4.4, 4.7, 4.11, 4.14, 4.15 e 4.17. As resolucoes e discussoes
dos problemas foram muito ricas e os resultados das 4 aulas iniciais poderao ser
observados no teste que foi aplicado na tltima aula.

6.1.2 Teste aplicado

O teste aplicado buscou verificar se a teoria sobre as desigualdades entre as
médias foi bem assimilada pelos alunos. O teste, conforme Apéndice A.1, possui
4 problemas relacionados as desigualdades e uma pergunta, a tltima, relacionada
a opiniao critica da atividade, da teoria vista, das possibilidades que elas podem
trazer para a resolucao de problemas. Para resolver as duas primeiras questoes,
envolvendo geometria sélida, desejava-se que os alunos aplicassem a desigualdade
entre as médias aritmética e geométrica, ou seja MA > MG, a diferenga entre as
questoes foi o solido apresentado em cada uma delas e os calculos da Questao 2
foram mais complexos do que a do primeiro problema. No terceiro problema,também
esperava-se que os alunos aplicassem MA > MG, porém o contexto era relacionado
ao calculo de valor maximo de uma funcao. Por fim, no Problema 4, desejava-se
que os alunos aplicassem que a Média quadratica é maior que ou igual a média
geométrica, ou seja, MQ > MG. A aplicagao foi semelhante a um trabalho avaliativo.
Como os alunos nao possuiam aporte tedrico para resolver as questoes, porém foi
necessario realizar pequenas intervencoes. Em funcao de terem ocorrido poucas aulas
e material bibliografico, registrei no quadro da sala as defini¢oes de médias e as
desigualdades trabalhadas nas 4 aulas tedricas. O tempo destinado a resolugao do
teste foi de aproximadamente 60 minutos. Os 18 alunos que participaram das aulas
responderam ao teste proposto. Na proxima secao, apresentaremos os resultados
alcancados apds a aplicacao do teste.

6.1.3 Resultados alcancados

Nessa secao, mostraremos o que os alunos conseguiram absorver da atividade
através das respostas dadas ao teste proposto, conforme Apéndice A.1.
O primeiro problema proposto foi respondido por todos os alunos, porém 15
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conseguiram chegar & conclusiao que o maior volume possivel da caixa era 4000 cm?.
Entretanto, o problema também pedia para que as dimensoes da caixa fossem
encontradas, o que nenhum aluno conseguiu concluir. Isso talvez evidencie que a
aplicacao da desigualdade das médias aritmética e geométrica, MA > MG, para
solucionar o problema ficou clara, mas a ideia de que para a igualdade ocorra, os
termos que estao envolvidos nas médias sejam iguais nao foi lembrado ou entendido
por nenhum aluno nesse momento.

Figura 6.1: Duas resolugoes da questao 01

No segundo problema, a proposta era semelhante a da questao anterior, porém
os calculos eram mais complexos. 15 alunos responderam a questao, porém sé 2
conseguiram encontrar que a menor area do cilindro era 247 cm?. Mais uma vez,
nenhum aluno conseguiu encontrar as dimensoes do cilindro, utilizando a igualdade
entre os termos envolvidos nas médias, o que ratifica a andlise dos resultados da
Questao 01. A maioria dos alunos conseguiram aplicar MA > MG, porém se perderam
nos calculos e nao foi possivel concluir o que foi pedido.

Figura 6.2: Duas resolucoes da questao 02

No Problema 03, a ideia era descobrir que o valor maximo de uma funcao

quadratica era y = 1 Esperavamos que todos utilizassem que MA > MG, mas 1

aluno utilizou o que é conhecido no Ensino Médio como y, (y do vértice). Entre
os 17 alunos restantes, 16 conseguiram chegar ao resultado correto e 1 nao obteve
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Figura 6.3: Duas resolugoes da questao 03

sucesso na resolugao, uma vez que ele nao conseguiu compreender em quais termos
deveria aplicar a desigualdade entre as médias.

No quarto e ultimo problema do teste, a solugao da questao era que a maior area
possivel do triangulo era 16 cm?. Todos conseguiram resolver e chegar ao resultado
correto. Nesse item, a desigualdade das médias quadratica e geométrica, MQ > MG,
seria a ferramenta que contribuiria para a soluc¢ao do problema.

04. Um triangulo retangulo ABC, possui hipotenusa BC de medida 8 cm. DETERMINE
a MAIOR érea possivel, em cm’ para ABC

A (\f/g_ E Xy) et

Figura 6.4: Duas resolucoes da questao 04

O grafico a seguir mostra o desempenho dos alunos no teste aplicado.
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Figura 6.5: Desempenho dos alunos no teste da Atividade 1

A atividade foi muito valiosa e trouxe boas reflexoes. Acredito que o tempo
destinado a resolucao do teste foi insuficiente, uma vez que o contato que os alunos
tiveram com as desigualdades foi bem répido (apenas 4 aulas). Como foi o primeiro
contato, acredito que um tempo maior para a aplicacao talvez trouxesse melhores
resultados. Para a igualdade ocorrer em MA > MG, os termos que estao envolvidos
nas médias devem ser iguais. Ficou evidenciado através das Questoes 01 e 02 que
isso nao ficou claro para os alunos. Mas, pelo pouco tempo em que a atividade foi
desenvolvida, os resultados foram satisfatérios. A maioria dos estudantes gostaram e
pensam que trabalhar as médias e as desigualdades no Ensino Médio é viavel, por
mais que seja um trabalho extra ou paralelo. Dois alunos disseram que encontraram
dificuldades e consideraram complexo o assunto abordado. A seguir, apresentaremos
trés depoimentos de alunos apos a realizacao da atividade 6.1. Utilizaremos A;, Ay e
A3 como identificacoes desses estudantes.

Depoimento de A;: “Apds a atividade apresentada pelo professor Kleber, concluo
que as desigualdades entre as médias é um método de rapido desenvolvimento de
exercicios. Dessa forma, os alunos do Ensino Médio, apds algumas aulas de pratica,
tém total capacidade de aplicar esses ensinamentos e solucionar problemas que talvez
nao sejam solucionados usando-se outros métodos do E.M.”.

Depoimento de As: “As desigualdades entre as médias é uma matéria interessante
e pratica, visto que por meio dela é possivel resolver problemas com resolugoes
classicas extensas e complicadas de forma mais rapida e simples. Além disso, acredito
que ¢é sim possivel trabalhar com essa matéria no Ensino Médio, ja que médias ja é
uma matéria trabalhada”.

Depoimento de As: “Eu achei muito interessante, pois justifica muitos assuntos
da matematica, adorei como foi exposta a matéria apesar de ser muito complexa. E
acho que deva ser ensinada no Ensino Médio como uma matéria extra.

Em geral, os alunos gostaram da atividade. A maioria entende que é possivel
trabalhar com as desigualdades entre as médias no Ensino Médio, nem que seja como
um projeto paralelo. Como dito anteriormente, dois estudantes alegaram que o tema
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é complexo. Acredito que a dificuldade possa estar atrelada ao pouco tempo para a
realizacao da atividade. Talvez com mais aulas, tais dificuldades possam ser sanadas.

6.2 Atividade 2 - A Média
Aritmética-Geométrica

Nesta se¢ao, apresentaremos uma proposta de atividade para ser desenvolvida
com alunos do Ensino Médio com objetivo de se trabalhar com sequéncias monétonas
e nao monotonas, as ideias intuitivas de limite, convergéncia, divergéncia e por fim,
entender o conceito de média aritmética-geométrica. Para que os calculos nao se
tornem obstaculo para o entendimento e desenvolvimento da atividade, pensamos que
a calculadora deva ser utilizada como ferramenta para otimizar o tempo e contribuir
na visualizacao do comportamento de algumas sequéncias. Também é possivel utilizar
planilhas eletronicas como ferramenta nessa atividade. A seguir, apresentaremos os
exercicios que compoem a atividade.

Exercicio 6.2.1: Observe a seguinte sequéncia: (a,) = (1,4,9,...).
(a) Determine os quatro préximos termos dessa sequéncia;
(b) Determine o termo geral a,, da sequéncia;
(c) Essa sequéncia é mondtona ou nao mondtona?

(d) Na medida que o “préximo” termo da sequéncia é encontrado, é possivel
verificar se esses termos estao se aproximando de um mesmo ntimero? Em caso
afirmativo, qual o nimero?

Exercicio 6.2.2: Observe a sequéncia a seguir, conhecida como Sequéncia de
Fibonacci: (b,) = (1,1,2,3,5,8,13,...).

Determine os quatro proximos termos dessa sequéncia;

b) Determine o termo geral b,, da sequéncia, para n > 3;
) Essa sequéncia é mondtona ou ndo monétona?

Na medida que o “préoximo” termo da sequéncia é encontrado, é possivel
verificar se esses termos estao se aproximando de um mesmo nimero? Em caso
afirmativo, qual o nimero?

Exercicio 6.2.3: Observe a sequéncia a seguir: (¢,) = (1,

(a) Determine os quatro préximos termos dessa sequéncia;
(b) Determine o termo geral ¢,, da sequéncia;

(c) Essa sequéncia é mondtona ou ndo monétona?
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(d) Na medida que o “préximo” termo da sequéncia é encontrado, é possivel
verificar se esses termos estao se aproximando de um mesmo nimero? Em caso
afirmativo, qual o nimero?

;. . . 12 3 4
Exercicio 6.2.4: Observe a sequéncia a seguir: (d,,) = VR RTIE K

(a) Determine os quatro préximos termos dessa sequéncia;

b) Determine o termo geral d,, da sequéncia;

—~
o
~—

Essa sequéncia é monotona ou nao mondtona?

—
o,
~—

Na medida que o “préximo” termo da sequéncia é encontrado, é possivel
verificar se esses termos estao se aproximando de um mesmo nimero? Em caso
afirmativo, qual o nimero?

Exercicio 6.2.5: Observe a seguinte sequéncia: (e,) = (—2,4, — 8,16,...).
Determine os quatro proximos termos dessa sequéncia;

Determine o termo geral e,, da sequéncia;

Essa sequéncia é monodtona ou nao mondétona?

Na medida que o “préximo” termo da sequéncia é encontrado, é possivel
verificar se esses termos estao se aproximando de um mesmo nimero? Em caso
afirmativo, qual o nimero?

Nos itens (a) e (b) dos Exercicios 6.2.1, 6.2.2, 6.2.3, 6.2.4 e 6.2.5, esperamos que 0s
alunos percebam os padroes das sequéncias e consigam determinar os quatro termos
seguintes e sejam capazes de generalizar encontrando o termo geral de cada sequéncia.
Ja no item (c), pretendemos trabalhar com o conceito de sequéncias monétonas e nao
mondtonas. O termo “mondtono” nao é muito difundido no Ensino Médio, os termos
mais usuais sao “crescente” e “decrescente”. Dessa forma, pode ser que o professor
necessite relacionar esses conceitos antes ou durante a realizacao da atividade. Ja no
item (d), mesmo sem formalizar o que é limite, convergéncia e divergéncia, esperamos
que, intuitivamente e com intervencoes do professor responsavel pela atividade, os
alunos consigam entender o que é uma sequéncia convergente e divergente e tenham
a ideia do que ¢ o limite de uma sequéncia.

Exercicio 6.2.6: Sejam a = 2 e b = 1. (a,) e (b,) sdo sequéncias de médias
aritmética e geométrica, respectivamente, que deverao ser construidas segundo as
seguintes leis:
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alza;b 61:\/%
a =200 by = V/ars
an—1+bn—1

an = B bn = \/(an-1)- (bn—1)

(a) Determine os quatro primeiros termos da sequéncia a,;
(b) Determine os quatro primeiros termos da sequéncia b,;

(c) Baseado nos termos encontrados nos itens anteriores, estabelega relagoes entre
os termos das sequéncias de médias aritmética e geométrica.

Esperamos que com o Exercicio 6.2.6 os alunos entendam o que é a média
aritmética-geométrica. O professor deverd induzir os estudantes a perceberem que
as sequéncias (a,) e (b,) se aproximam de um mesmo numero. Nesse exercicio, ay
e by sao iguais até a décima casa decimal, 1,4567910310, ou seja, com apenas 4
termos de cada sequéncia, ja sera possivel observar, intuitivamente, que as sequéncias
convergem para o mesmo numero. O professor devera mostrar aos alunos que esse
nimero ¢ denominado média aritmética-geométrica. Talvez seja interessante fazer
outros exemplos numéricos para verificar a ocorréncia da convergéncia mais vezes. O
trabalho de forma generalizada no Ensino Médio demandaria outros pré-requisitos
que nao sao desenvolvidos ao longo do Ensino Basico. O Exercicio 6.2.7, o ultimo da
atividade, sera aplicado para verificar se o que foi discutido no Exercicio 6.2.6 foi
suficiente para a compreensao da média. A ideia é que os alunos tentem resolvé-lo
sem maiores intervencoes.

Exercicio 6.2.7: Sejam a = 1 e b = 0,9. (a,) e (b,) sdo sequéncias de médias
aritmética e geométrica, respectivamente, que deverao ser construidas segundo as
seguintes leis:

a; = ¢ _2|— b bl = \/@
ay = CMT-HH by = vai1b
a, = “aner”l by = \/(@n_1) (bn_1)

(a) Determine os quatro primeiros termos da sequéncia a,;
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(b) Determine os quatro primeiros termos da sequéncia b,;

(c) Baseado nos termos encontrados nos itens anteriores, determine o nimero,
com aproximagao de 8 casas decimais, para o qual ambas as sequéncias se
aproximam?

A construcao dessa atividade foi finalizada em meados de dezembro, num momento
em que o periodo de aulas ja havia terminado. Esse foi o motivo pelo qual nao foi
possivel aplicar as atividades da atividade em sala de aula, uma vez que os alunos ja
estavam de férias.



Consideracoes finais

As desigualdades das médias podem ser utilizadas como forte artificio na resolucao
de muitos problemas presentes no Ensino Médio e no Ensino Superior. Essa percepcao
veio no periodo em que cursei o primeiro ano do curso de Mestrado Profissional
em Matematica em Rede Nacional — PROFMAT, na disciplina de matematica
discreta, quando estudei as desigualdades das médias. Na preparacao para o Exame
Nacional de Qualificagao (ENQ), percebi como ela pode auxiliar na resolugao de
varios problemas. Espero que esse trabalho sirva como alicerce para que professores
e alunos discutam possibilidades e problemas presentes nos diversos niveis de ensino,
inclusive para novos estudantes do PROFMAT.

Apresentamos as definicoes das médias aritmética, geométrica, harmonica e
geométrica e as desigualdades entre elas. A partir dos documentos oficiais como:
PCN, CBC e BNCC, verificamos os anos escolares nos quais podemos trabalhar
com as médias e algumas demonstracoes que as envolvem. Apresentamos algumas
opcoes de demonstragoes para as desigualdades entre as médias, como: algébrica
e/ou geométrica, com apenas 2 termos ou com n termos.

Para ilustrar as aplicabilidades das desigualdades entre as médias, mostramos
no Capitulo 4 uma gama de problemas e suas respectivas solugoes. Apresentamos
problemas algébricos e geométricos e foi possivel perceber que muitos deles envolvem
ideias de maximos e minimos. Entendemos que os Capitulos 3 e 4 podem ser utilizados
como referéncias também por alunos que cursam o PROFMAT, uma vez que varios
problemas discutidos fazem parte do curso de mestrado profissional.

Mostramos uma importante relacao entre as médias aritmética e geométrica que
¢ denominada Média arimética-geométrica. Na verdade, verificamos que a Média
arimética-geométrica ¢ um numero real para a qual duas sequéncias de médias
arimética e geométrica convergem.

A partir dos Capitulos 2, 3 e 4 desenvolvemos e aplicamos a Atividade 6.1 em
uma turma de 18 alunos do Ensino Médio de um colégio da regiao metropolitana de
Belo Horizonte. Verificamos que é possivel trabalhar com todas as médias e resolver
problemas utilizando as desigualdades entre as médias. Com apenas 5 aulas, os
alunos entenderam bem a proposta da atividade e, mesmo com algumas dificuldades,
os resultados alcancados foram satisfatorios.
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Por fim, deixamos a Atividade 6.2 como proposta de sequéncia didatica para se
trabalhar com alunos do Ensino Médio os conceitos intuitivos de limite, convergéncia,
divergéncia, sequéncias mondtonas e também o entendimento de Média aritmética-
geométrica. Em suma, essa atividade tem como objetivo aplicar as ideias apresentadas
no Capitulo 5.



A

Teste-Desigualdade das Médias

O teste a seguir foi aplicado na 5* aula da atividade 6.1 realizada.

A.1 Teste

UNIVERSIDADE FEDERAL DE VICOSA 5 & b 3
Aluno: Kleber de Almeida Vailante — kvailante@gmail.com

Orientador: Mehran Sabeti - mehran.sabeti@gmail.com AAAA
Coorientador: Luiz Gustavo Perona - Igexatas@gmail.com AbAA
Dissertacdo de Mestrado
Universidade Federal de Vigosa —Campus Florestal MG PROEMAT

A desigualdade das médias como ferramenta
de resolucao de problemas

(01) Se 1200 cm? de material estiverem disponiveis para fazer uma caixa com uma
base quadrada e sem tampa, ENCONTRE O MAIOR volume possivel da caixa
e as dimensoes para que iSso 0corra.

(02) Se uma lata de zinco de volume 167 cm? deve ter a forma de um cilindro
circular reto, ENCONTRE a altura e o raio do cilindro para que a quantidade
de material usado em sua fabricacao seja a MENOR possivel.

(03) DETERMINE o valor MAXIMO da funcéo f : (0,1) — R dada por f(z) =
z(1l—x).

(04) Um triangulo retangulo ABC, possui hipotenusa BC' de medida 8 cm. DETER-
MINE a MAIOR érea possivel, em cm?, para ABC.
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(05) Apés a atividade, o que vocé pode dizer sobre as desigualdades entre as médias?
Acha que ela pode ser trabalhada no Ensino Médio? Elas podem contribuir
para a resolucao de problemas que hoje talvez nao seja possivel resolvé-los?
Deixe um comentario aqui sobre a atividade, sua opiniao, percepcao, criticas e
sugestoes.
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