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Resumo

MARTINS, Neemias Silva, M.Sc., Universidade Federal de Vicosa, fevereiro de 2021.
O baker map 2-por-1. Orientadora: Pouya Mehdipour.

Neste trabalho, apresentamos a construcao e codificacdo de um baker map 2-por-
1. Estudamos suas propriedades ergodicas e caoticidade do ponto de vista de Caos
Devaney. Mais precisamente, estudamos transformagoes do Tipo Bernoulli e LM-
Bernoulli e mostramos que o baker map 2-por-1 é uma transforma¢ao LM-Bernoulli
que preserva medida de Lebesgue e é ergddica. Além disso, investigamos seu
comportamento cadtico.

Palavras-chave: Baker Map. Dinamica Simbdlica. Caos. Teoria Ergodica.



Abstract

MARTINS, Neemias Silva, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, February, 2021. The
baker map 2-to-1. Adviser: Pouya Mehdipour.

In this work, we present the construction and codifying of a 2-to-1 baker map. We
show its ergodic properties together with its chaotic behaviors from the point of
view of Devaney chaos. More precisely, we study the Bernoulli and LM-Bernoulli
type transformations and show that the 2-to-1 baker map is an LM-Bernoulli
transformation that preserves Lebesgue’s measure and is ergodic. Furthermore, we
investigate its chaotic behavior.

Keywords: Baker Map. Symbolic Dynamics. Chaos. Ergodic Theory.
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Introducao

A teoria do caos é um ramo da matematica que se concentra no estudo de sistemas
dindmicos, cujos estados aparentemente aleatérios de desordem e irregularidades, sao
frequentemente governados por leis deterministicas altamente sensiveis as condigoes
iniciais. O comportamento cadtico aparece em muitos sistemas naturais, incluindo as
redes neurais de cérebro humano, irregularidades nos batimentos cardiacos, mudangas
climaticas, etc. e possui aplicagoes em uma grande variedade de disciplinas. Em 1967,
SMALE [16l] construiu uma ferradura 1-por-1 que se tornou a marca registrada do
caos. Uma das principais ferramentas no estudo da dinamica cadtica é fornecida pela
teoria ergddica. A Teoria Ergddica estuda os comportamentos estatisticos de sistemas
dindmicos deterministicos.

Uma das maneiras de se estudar o comportamento cadtico é por meio da analise
de modelos matematicos cadticos. A transformacao conhecida como baker map é um
objeto dinamico que fornece um paradigma para o caos deterministico. Este mapa,
que é topologicamente conjugado ao mapa da ferradura de Smale, preserva a medida
de Lebesgue bidimensional é rico em propriedades ergddicas, tais como Fortemente
Mixing e Mixing Topolégico. Além disso, do ponto de vista fisico, um grande ntmero
de sistemas governados pelas leis de Newton sao conhecidos por se assemelharem
a dinamica do baker map e o mesmo comportamento pode ser visto em processos
estocasticos como o lancamento de moeda. Os processos deste tipo sao conhecidos
como Processos de Bernoulli e na teoria ergodica tais transformagdes sao chamadas de
transformacoes de Bernoulli [19]].

Em [6] e [7], LAMEI e MEHDIPOUR definiram uma ferradura de Smale n-por-1
e uma transformacao denominada Zip-Shift que estende o comportamento do mapa
de deslocamento (shift-map) a transformacoes localmente invertiveis. Em [8]], os
autores definiram as transformacoes (m,[)-Bernoulli (LM-Bernoulli) que constituem
uma extensao do conceito de transformacgdes do tipo Bernoulli.

Em continua¢ao destes trabalhos, nesta dissertacao estudamos a construcao e
codificacao de um baker map 2-por-1, que constitui uma transformacao localmente
invertivel, e estudamos suas propriedades ergddicas e seu comportamento caético do
ponto de vista de caos Devaney. Os teoremas e corolarios que mencionaremos a seguir
sao resultados originais obtidos neste trabalho de mestrado.

Teorema 4.2.5 A transformagao baker map 2-por-1 é LM-Bernoulli.

O resultado acima é o principal teorema do capitulo 4. Mostramos que o baker map
2-por-1 é uma transformagao LM-Bernoulli - o que nos permite codificar o baker map
2-por-1 usando a dindmica simbdlica estendida.

Verificamos, no capitulo 5, que a aplicacao Zip-Shift é fortemente mixing e por
meio deste fato, mostramos que a propriedade LM-Bernoulli implica em mixing forte.

Teorema 5.2.18 Toda transformagcao LM-Bernoulli é fortemente mixing.
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Em particular, o baker map 2-por-1 é fortemente mixing e também é uma
transformacao ergddica (Corolario 5.2.19) - uma vez que mixing forte garante
ergodicidade.

Nestes resultados, trabalhamos com um conjunto invariante de modo que restrito a
tal conjunto o baker map 2-por-1 é uma transformacao continua e, como ¢ fortemente
mixing, também topologicamente mixing. Chamamos tal transformacao de baker map
2-por-1 T e mostramos que o baker map 2-por-1 T satisfaz a definicao de caos Devaney,
ou seja, tal transformacao é topologicamente transitiva, possui densidade de pontos
periddicos e tem dependéncia sensivel as condigoes iniciais.

A transitividade topologica é obtida por meio da propriedade de mixing topolédgico
(Corolario 5.3.9); Verificamos a densidade de pontos periédicos por meio do
isomorfismo de T ao Zip-Shift e da densidade de pontos peridédicos da aplicacdo Zip-
Shift (Corolario 5.3.8); Para obtermos a sensibilidade as condic¢des iniciais, provamos
que em um espag¢o métrico infinito, a propriedade de mixing topoldgico e a densidade
de pontos periddicos sdo suficientes para a dependéncia sensivel as condigoes iniciais,
isto é, mostramos o seguinte teorema:

Teorema Sejam (X,d) um espago métrico, X um conjunto infinitoe T : X — X uma
aplicagao continua. Se T é topologicamente mixing e Per(T) é denso em X, entdo T tem
dependéncia sensivel ds condigoes iniciais.

Por fim, concluimos que o baker map 2-por-1 possui comportamento caodtico:

Teorema 5.3.10 A transformacdo baker map 2-por-1 T é caética.

A dissertacao esta organizada da seguinte forma: No capitulo 1 apresentamos os
conceitos basicos de teoria de medida e topologia necessarios para o desenvolvimento
do trabalho. No capitulo 2 definimos densidades e operadores de transferéncia.
Tais operadores lineares nos fornecem alguns resultados sobre transformacgoes que
preservam medida. No capitulo 3 definimos as transformagoes Bernoulli e LM-
Bernoulli e estudamos a dinamica simbodlica dada pelo mapa de deslocamento e a
dindmica simbolica estendida dada pelo mapa Zip-Shift. No capitulo 4 codificamos o
baker map 1-por-1 e o baker map 2-por-1 mostrando que eles sao, respectivamente,
transformacgoes do tipo Bernoulli e LM-Bernoulli. No capitulo 5 estudamos a
ergodicidade, as propriedades fortemente mixing e mixing topoldgico e o caos Devaney
para as transformacoes baker map 1-por-1 e baker map 2-por-1.
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Capitulo 1

Introducao a Teoria da Medida

Introduzimos neste capitulo os conceitos basicos de teoria da medida. Enunciamos
os resultados necessarios para a construcao de espacos topologicos e em seguida
estudamos os espagos mensuraveis e os espacos de medida. Em especial, definimos
a medida de Lebesgue e a medida produto. Estudamos a integral de Lebesgue,
0 que nos permitira trabalhar com densidades e operadores de transferéncia no
proximo capitulo. Finalizamos este capitulo investigando medidas invariantes. Os
principais resultados deste trabalho sao relacionados aos espagos mensuraveis gerados
por conjuntos abertos e as transformagoes que preservam medida.

1.1 Espacos Topologicos

As referéncias para esta secao sao [10]], [12], [20], [5].

Defini¢ao 1.1.1. Uma topologia em um conjunto X é uma cole¢ao 7 de subconjuntos
de X que satisfaz as seguintes propriedades:

(i) 0, X er;

(ii) Se (A;);c; é uma familia de elementos de 7, entao UAi €T;
i€l

(iii) Se (A;);cr € uma familia finita de elementos de 7, entao ﬂAi ET.

iel
O par (X, 1) é dito espago topologico. Um subconjunto A de X é um subconjunto
aberto de X se A pertence a 7. Em casos em que nao se faz necessario explicitar a

topologia 7, diremos simplesmente que X é um espaco topologico, omitindo a notagao
(X, 7).

Defini¢ao 1.1.2. Um subconjunto F de um espago topologico X diz-se fechado se o seu
complementar X \ F é aberto.

Exemplo 1.1.3. Se X é um conjunto qualquer, a colecao de todos subconjuntos de X,
dado por 7 = P(X), é uma topologia em X conhecida como topologia discreta.

Defini¢ao 1.1.4. Sejam X e Y espacgos topoldgicos. Dizemos que uma aplicagao
T:X — Y é continua se T~!(A) é aberto para cada subconjunto aberto A C Y.
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Defini¢ao 1.1.5. Sejam X e Y espacos topologicos. Dizemos que a aplicagao T: X — Y
€ continua em x € X, se para qualquer subconjunto aberto B C Y contendo T(x), existe
um subconjunto aberto A C X que contém x tal que T(A) C B.

A proposicao a seguir nos diz que as defini¢oes e sao equivalentes.

Proposi¢ao 1.1.6. [12] Uma aplicagdo T : X — Y entre espagos topoldgicos é continua se, e
somente se, é continua em todo x € X.

Defini¢ao 1.1.7. Uma aplicacao T : X — Y entre espacos topoldgicos é dita um
homeomorfismo se é bijetiva, continua e sua inversa T-! é continua.

Defini¢ao 1.1.8. Uma base em um espago topologico (X,7) é uma colecao B de
subconjuntos abertos de X, chamados de abertos basicos, de modo que todo
subconjunto aberto A C X se exprime como reunido A = [J;;;A; de abertos A;
pertencentes a 3. Se B é uma base de um espaco topoldgico (X, 7), dizemos que 7 é
a topologia gerada por B.

Lema 1.1.9. [10] Uma colegio B de subconjuntos de X é base de uma topologia em X se, e
somente se, as seguintes condigoes sao satisfeitas:

(i) Para cada x € X, existe A € B tal que x € A.
(ii) Sexe A{NA,, com Ay, A, € B, entdo existe A € B tal que x € A C A1 N A,.

Defini¢ao 1.1.10. Sejam (X, ) um espago topoldégicoe Y C X. A colecao
vy ={YNA; Aer}

¢ uma topologia em Y conhecida como topologia induzida por X em Y. O espago
topologico (Y, ty) é denominado um subespaco do espaco topoldgico X.

Defini¢ao 1.1.11. Seja X um espaco topologico. Uma cisao em X é uma decomposigao
X = AUB, sendo A e B subconjuntos abertos de X nao-vazios e disjuntos. O espago X
é dito conexo se nao existe uma cisao em X.

Lema 1.1.12. [12|] Um espago topologico X é conexo se, e somente se, ) e X sdo os uinicos
subconjuntos de X simultaneamente abertos e fechados em X.

Demonstragdo. (<) Note que, por definigao, @ e X sao ambos abertos e fechados em X.

Se E é um subconjunto proprio nao-vazio de X simultaneamente aberto e fechado
em X, entao A = E e B = X \ E constituem uma cisao de X, pois sao ambos abertos,
disjuntos, nao-vazios e AU B = X. Logo, pela contrapositiva, segue que se X é conexo,
entao ) e X sao os Unicos conjuntos simultaneamente abertos e fechados.

(=) Se X = AUB é uma cisao de X, em particular A é um subconjunto proprio
aberto e nao-vazio de X. Ainda, A é fechado, pois X \ A = B é aberto. Portanto, pela
contrapositiva, se @ e X sao os Gnicos conjuntos simultaneamente abertos e fechados,
entao X € conexo. [

Definigao 1.1.13. Dizemos que um espago topoldgico é totalmente desconexo se seus
Unicos subconjuntos conexos sao () e seus subconjuntos unitarios.
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Lema 1.1.14. [10] Um espago topologico é totalmente desconexo se, e somente se,
para quaisquer pontos distintos x,y € X, existem subconjuntos disjuntos A,B C X,
simultaneamente abertos e fechados, tais que x € A e y € B.

Proposicao 1.1.15. [[12]] Um espago topoldgico é discreto se, e somente se, todos 0s seus
subconjuntos sao simultaneamente abertos e fechados.

Demonstragdo. Se X € um espacgo topolodgico discreto, entao todo subconjunto de X é
aberto. Logo, para cada A C X, A e X \ A sao subconjuntos abertos de X. Como X \ A é
aberto, entao A é fechado. Portanto todos subconjuntos de X sao abertos e fechados.
Por outro lado, se todos subconjuntos de X sao abertos entao a topologia é discreta
pela defini¢ao de espago topologico discreto. O

Lema 1.1.16. [12|] Sejam X e Y espagos topoldgicos. A colegdo de todos conjuntos da forma
A x B, com A um aberto de X e B um aberto de Y, é base para uma topologia em X x Y
conhecida como Topologia Produto.

Demonstragdo. Vejamos que de essa colecao é de fato uma base topolégica. Usaremos
os critérios do Lema [[.1.9]

A primeira condigao é satisfeita, pois para cada x € X x Y, o proprio conjunto X x Y
€ um aberto basico. O cumprimento da segunda condicao decorre do fato de que se
A1 X By e A, x B, sao abertos basicos, entao a intersecao entre eles é um elemento
basico, pois

(A1 xB1)N (A x By) = (A1 NAz) x (B; N By).

Portanto, a cole¢ao é uma base topoldgica. O

Defini¢ao 1.1.17. Uma familia C = (C,),¢; de subconjuntos de um espaco topologico
X é uma cobertura de X se X C |J,; C). A cobertura C é aberta se cada C, é um
subconjunto aberto de X.

Defini¢ao 1.1.18. Um espaco topologico X é dito compacto se toda cobertura aberta
C de X possui uma subcobertura finita, isto é, C contém uma sub-colecao finita
C’'=(Cy)yer,com L’ CL, tal que C’ € uma cobertura de X.

Defini¢ao 1.1.19. Seja A um subconjunto de um espaco topolégico X. Um ponto x € A
é ponto de acumulagao de A se toda vizinhanca de x em X contém algum ponto a € A
distinto de x.

Defini¢ao 1.1.20. Um subconjunto A de um espago topoldgico X é um conjunto
perfeito se é fechado e todo ponto de A é um ponto de acumulagao de A.

Definicao 1.1.21. Um espaco topoldgico X é dito separavel se ele contém um
subconjunto denso e enumeravel.

Defini¢ao 1.1.22. Um espaco topoldgico X é um espago completamente separavel se
possui uma base enumeravel.
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1.1.1 Espacos Métricos

Defini¢ao 1.1.23. Uma meétrica num conjunto X é uma funcao d : X x X — R que
associa cada par de pontos x,y € X a um numero real d(x,y), chamado a distancia de x
a y, de modo que para quaisquer x,y,z € X as seguintes condi¢oes sao validas:

(i) Positividade: d(x,x)=0e d(x,p)>0se x =y;

(ii) Simetria: d(x,y)=d(y,x);

(iii) Desigualdade triangular: d(x,v) < d(x,z)+d(z,v).
O par (X,d) é dito espago métrico.

Observacao 1.1.24. Sejam (X,d) um espago métrico, y um ponto de X e r > 0 um
numero real. A bola aberta de centro y e raio r é definida pelo conjunto a seguir:

B(y,r)={xeX;d(x,y) <r}.

Seja (X,d) um espago métrico e considere 7 a colecao formada pelas bolas abertas
de X. A colegao t constitui uma topologia em X chamada de topologia induzida pela
meétrica de X. Dessa forma podemos munir todo espaco métrico de uma estrutura de
espaco topologico.

Definicao 1.1.25. Seja X um conjunto e considere d; e d, duas métricas definidas em
X. Dizemos que as métricas d; e d, sao equivalentes se todo aberto A em (X,d;) é um
subconjunto aberto em (X, d,).

Lema 1.1.26. [10] Duas métricas d e d,, definidas em X, sao equivalentes se, e somente se,
a inclusao i : (X,d;) — (X,d,) é um homeomorfismo.

Teorema 1.1.27. [20]] O produto X = [[X, de espagos métricos totalmente desconexos é
totalmente desconexo.

Teorema 1.1.28. [12]] O produto X = [[X, de espagos métricos compactos é um espago
métrico compacto.

Defini¢ao 1.1.29. Um espaco métrico é dito completo se toda sequéncia de Cauchy em
X é convergente.

Lema 1.1.30. [[10] Todo espago métrico compacto é completo.

Lema 1.1.31. [[12l] Todo espagco métrico compacto é completamente separdvel.

1.2 Espacos Mensuraveis

A principal referéncia para esta se¢ao é [18].

Defini¢ao 1.2.1. Uma algebra em um conjunto X é uma colecao A de subconjuntos de
X que satisfaz as seguintes condicoes:

(i) 0,X e A4;
(ii) Se A€ A, entdao X \ A € A;
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(iii) Se A,B€ A, entao AUB € A.

Uma algebra é entao uma colecao fechada para propriedades elementares de
conjuntos. A teoria ergoddica lida com um tipo especial de algebras, as quais sao
fechadas para unioes enumeraveis.

Defini¢ao 1.2.2. Uma o-algebra em um conjunto X é cole¢ao de subconjuntos de X
que satisfaz as seguintes condigoes:

(i) A é uma algebra;
(ii) Se A; € A, para todo i € N, entdo UAi €A
i=1
Defini¢ao 1.2.3. Se A é uma o-algebra em um conjunto X, o par (X, A) é denominado
espaco mensuravel e os elementos de A sao ditos conjuntos mensuraveis.

Uma o-algebra também ¢é fechada para intersecoes enumeraveis, pois dada uma
sequéncia {A;} de elementos de .4, usando as propiedades (ii) e (iii), obtemos

ﬂAi:X\U(X\Ai)eA.

Ainda, a diferenca entre dois conjuntos A, B € A pertence a A, pois
A\B=AnN(X\B).

Proposicao 1.2.4. [[18]] Considere uma familia nao vazia {A;; i € L} de o-dlgebras. Entdo a
intersecao A = (;cp A; é uma o-dlgebra.

Definicao 1.2.5. A o-algebra gerada por uma familia F de subconjuntos de X,
denotada por o(F), € a menor o-algebra que contém a familia 7. Ou seja, o(F) é a
intersecao de todas as o-algebras que contém F.

Seja (X, 7) um espago topoldgico. Tomando a o-algebra gerada por 7, obtemos o
seguinte conceito:

Defini¢ao 1.2.6. A o-algebra de Borel de uma topologia 7, denotada por 13, é a menor
o-algebra que contém todos os subconjuntos abertos. Os conjuntos mensuraveis em
uma o-algebra de Borel sao chamados de borelianos.

A reta extendida, R é a unido de R aos pontos no infinito —co e +oco. R possui uma
topologia natural formada pelos intervalos [—o0,b) e (4,+00], a,b € R. Ainda, R é um

subespaco (tanto topoldgico quanto mensuravel) de R.

Definicao 1.2.7. Sejam (X,.A;) e (Y, A,) dois espacos mensuraveis. Uma transformagao
T:X — Y é mensuravel se T"!(A) € A, para todo A € A,.

Lema 1.2.8. [18|] Sejam X e Y dois espagos topologicos e consideremos seus respectivos
espagos mensurdveis de Borel, (X,By) e (Y,B,). Toda transformagao continua T : X — Y é
mensurdvel.

Demonstragdo. Seja T : X — Y uma transformacao continua. Entao, para cada aberto
A CY,osubconjunto T~!(A) C X é aberto em X.

Logo, para cada conjunto boreliano A € 3,, temos T~!(A) € B;, uma vez que a o-
algebra de Borel é gerada pela colecao de subconjuntos abertos do espaco topoldgico.

Portanto, T é uma aplicagao mensuravel.
O



17

1.3 Espacos de Medida

A principal referéncia para esta secao é [18].

Defini¢ao 1.3.1. Uma medida em um espaco mensuravel (X,.4) é uma funcao y: A —
[0, +00] que satisfaz as condi¢Oes a seguir:

(o)

= Zy(Al-), para qualquer colecao enumeravel (A;);cn de elementos de

(o]
L
i=1 i=1

A dois a dois disjuntos. (Propriedade o-aditiva)

(ii) p

Defini¢ao 1.3.2. A terna (X, A, u) é denominada espaco de medida. Se p(X) < oo,
dizemos que p é uma medida finita. Em particular, se y(X) = 1, dizemos que u é
uma medida de probabilidade. Um espaco de probabilidade é um espago de medida
munido de uma medida de probabilidade.

Exemplo 1.3.3. Sejam X um conjunto qualquer e A = P(X) a o-algebra dada pela
familia de todos os subconjuntos de X. Dado x € X arbitrario, a fun¢ao o, : P(X) —
[0, +00] definida por

1, sexeA
6X(A)_{ 0, sexgA

€ uma medida em (X, P(X)) conhecida como medida de Dirac no ponto x.

Defini¢ao 1.3.4. Um espaco de medida (X, A, y) é chamado o-finito se existe uma
sequéncia {A;;i € N}, A; € A, com p(A;) < oo paratodoi € Ne X =Ji2; A;. A medida
de um espacgo o-finito recebe o nome de medida o-finita.

Neste capitulo, exceto quando dito o contrario, assumiremos sempre espacos de
medida o-finitos.

A segunda condi¢ao da definicao de medida é conhecida como o-aditividade.
Uma fungdo p : A — [0,+0c0] é finitamente aditiva se para qualquer familia finita de
subconjuntos dois-a-dois disjuntos {A; € A; i € [1,N]} tem-se

N N
ul Jan =) way
i=1 i=1

Em particular, toda medida é uma funcao finitamente aditiva.
O teorema a seguir nos permite construir medidas a partir de fung¢oes o-aditivas
definidas em algebras.

Teorema 1.3.5 (Teorema da Extensao). [[18] Seja A uma dlgebra em um conjunto X e
po : A — [0,+00] uma fungao o-aditiva com py(X) < co. Entdo existe uma tinica medida p
definida na o-dlgebra gerada por A de modo que u(A) = py(A) para todo A € A.
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1.4 Medida de Lebesgue

As principais referéncias desta secao sao [18]] e [[14] para defini¢des e resultados
sobre a medida de Lebesgue. As referéncias para a subse¢ao sobre conjuntos de Cantor
sao [[13], [5] e [4].

Seja X = [0,1] e consideremos algebra A definida pela familia de todos os
subconjuntos de X da forma A =1, U--- U Iy, sendo I;,---,Iy intervalos dois-a-dois
disjuntos. Seja mg: A — [0,1] uma funcao dada por

mo(ly U---Uly) = ||+ + [IN],

sendo |I;| o comprimento de cada intervalo [;. Tal fungao € o-aditiva e my(X) = 1.

Como todo conjunto aberto da reta pode ser escrito como unido enumeravel de
intervalos abertos dois-a-dois disjuntos, entao a o-algebra de Borel de X coincide com
a o-algebra B gerada pela algebra A. Usando o Teorema obtemos uma tunica
medida de probabilidade m em (X,B) que estende m,. A medida m é denominada
medida de Lebesgue em [0, 1].

Definamos agora a medida de Lebesgue do cubo X =[0,1]", sendo n > 1. Chamamos
de retangulo em X, todo subconjunto da forma R = I; x--- x I,,. Consideremos

mo(R) = Iy |Ly]-

Seja A a algebra dada pela familia de subconjuntos de [0,1]" que sao da forma
A =Ry U---URy, sendo Ry,...,Ry retangulos dois-a-dois disjuntos, e definamos a agao
de m( nos elementos A € A por

mo(A) = mo(Ry) + -+ + mo(Ry).

A o-algebra B gerada por A coincide com a o-algebra de Borel em X e a medida de
Lebesgue em X é a extensao de m a B.
A medida de Lebesgue em R" é construida decompondo o espago euclidiano em

cubos unitarios:
U U (ki ky+1) % x [k K,y + 1).
keZ k,eZ

Seja B a o-algebra de Borel de R" e considere C a familia de cubos de IR" da forma
[ki, ki +1)x---x[k,, k,+1). Cada um desses cubos pode ser identificado com [0, 1)" por
meio da translagao Ty, i (x) = x—(ky,...,k,) que leva (ky,...,k,) na origem. Com isso,
podemos definir uma medida em C dada por

sendo cada A um cubo de A. Por fim, dado qualquer conjunto mensuravel A c R”,
definamos a medida de Lebesgue de A por

Z ka] (AN Ky, ky +1) %X [y Ky + 1)),

keZ k,eZ

A medida m é o-finita, no entanto nao é uma medida finita.
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1.4.1 Medidas Completas

Lema 1.4.1. Se A e B sdo conjuntos mensurdveis com A C B, entdo u(A) < u(B).

Demonstragdo. Como A C B, entao B=AU(B\ A). Logo,
#(B) = (AU (B\ A)) = u(A) + u(B\ A).
Portanto, pu(A) < u(B). O

Pelo Lema se A C B, sendo A e B mensuraveis, entao y(B) = 0 implica u(A) =0
O mesmo pode nao ocorrer quando B é mensuravel e A ndo o é, pois neste caso y(A)
nao esta definido.

Definicao 1.4.2. Seja (X, A, u) um espago de medida. Dizemos que uma medida é
completa se para todo B € A mensuravel com y(B) =0, A C B implica A mensuravel e
H(A) = 0.

Proposicao 1.4.3. [|9] Seja (X, A, u) um espago de medida. Existem uma o-dalgebra Ay C A
e uma medida py em Ay igual a yem A tal que (X, Ay, uy) é completo.

Definicao 1.4.4. [14] Seja X um espaco métrico completo que contenha um
subconjunto denso e enumeravel, (ou seja, X é separavel). O complemento do espago
de probabilidade de Borel (X,B,u), dado pelo espaco de probabilidade (X,E,ﬁ), é
chamado de espaco de Lebesgue, sendo i = m a medida de Lebesgue.

1.4.2 Conjuntos de Cantor

Defini¢ao 1.4.5. Dizemos que um conjunto em um espa¢o métrico é um conjunto de
Cantor se ele é compacto, totalmente desconexo e perfeito.

Definiremos a seguir um conjunto de Cantor conhecido como conjunto ternario de
Cantor e veremos que ele possui medida de Lebesgue nula. Definamos

CO = [O, 1]

Retira-se de Cy o seu terco médio, isto é, o intervalo aberto (%,%), obtendo-se um

conjunto C; dado por
Ci=[0,3]U[5 1]

Em seguida, retira-se os ter¢os médios dos dois intervalos de comprimento % que

constituem C;, obtendo-se C, dado por
C,=10,5]U[5 3]V[3 5]V[5 1]

Continuando o processo, para cada inteiro positivo 1, o conjunto C, consiste-se de 2"
intervalos de comprimento % O conjunto ternario de Cantor C1 ¢ entao definido por
3

e
n=0

Lema 1.4.6. [15] O conjunto terndrio de Cantor é um conjunto de Cantor.

C

Wl—
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Lema 1.4.7. O conjunto terndrio de Cantor tem medida de Lebesgue nula.

Demonstragdo. Observe que obtém-se C% ao remover do intervalo unitario um
intervalo de comprimento %, dois intervalos de comprimento %, quatro intervalos
de comprimento % e assim sucessivamente, em cada n-ésima etapa retira-se 2"
intervalos abertos de comprimento %, entao

o 2" 1o 2y 11
m(C%):l— 3n :l—g (5) :1—51_2:0,
n=1 n=0 3
ou seja, o conjunto ternario de Cantor tem medida de Lebesgue zero. ]

Um conjunto similar de medida nao nula é o conjunto Smith-Volterra-Cantor,
também conhecido como conjunto de Cantor gordo. A construcao deste conjunto
segue a mesma ideia do conjunto ternario de Cantor, removendo-se os quartos médios
em cada etapa ao invés dos tercos médios: Inicialmente retira-se de Cy o intervalo
aberto (8, 8) de tamanho 1 7, obtendo-se o conjunto C; dado por

=[0,3]U[3,1]

Em seguida retira-se dos dois intervalos que constituem C; os seus respectivos quartos
médios ((s5, ) e (£, 2%), conjuntos de tamanho 11—6), e obtém-se C,,

3w 5)e (35
C=[0,33]VU[5 31VIR 31VI[551]

Continuando o processo indefinidamente, para cada n, o conjunto C, é obtido
removendo os intervalos centrais de compr1mento 4 de cada um dos 2""! intervalos
restantes. O conjunto de Smith-Volterra Cantor ¢ definido por C L sendo

o

¢p=[]

Lema 1.4.8. O conjunto Smith-Volterra-Cantor tem medida de Lebesgue positiva.

Demonstragdo. De fato,

2”1 = " 11 1 1 1
mep=1-) Gr=1-2 pm ="yl w1177
n=1 n=0 n=0 2

]

Observacao 1.4.9. Todo ponto x € [0, 1] possui uma representa¢ao binaria da forma
_ L Xi
SE
1=

com x; = {0,1}. A expansdo binéria ¢ Gnica, exceto quando x = £, sendo p,q € Z. Neste
caso, ha duas representacdes binarias possiveis de x : Uma termina com infinitos zeros,
e outra com infinitos uns. Como por exemplo, % pode ser expresso como

! 1000 ! 0111
— " . cee @ — o oo,
2 2

Para pontos da forma x = %, adotaremos sempre a expansao que nao termine com
infinitos zeros. Portanto, ao considerarmos a expasao binaria de algum ponto x € [0, 1],
tal representacao sera unica.
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1.5 Medida Produto

A principal referéncia desta secao é [18].

Sejam (X4, Ay, p1) e (Xp, Ay, py) dois espacos de medida. Consideremos o conjunto
X1 x X5, e denotemos por A; ® A, a o-algebra gerada por todos os conjuntos A; x A,
com A; € Ay e A, € A,. Definamos, a aplicagao y; x y, dada por

(11 x p2)(Ag x Ag) = i (A1)pa(Ay); YA €A Ay e A,

Pelo Teorema segue que exite uma uUnica medida p; X pp : A1 ® Ay — [0, 00]
que extende a igualdade acima.

Defini¢ao 1.5.1. O espago de medida (X; x X;, A1 ® Ay, yy X pp) € denominado espaco
de medida produto. Dizemos que A; ® A, e y; X y, sdo, respectivamente, a c-algebra
produto e a medida produto de X; e X,.

De modo analogo, podemos construir espacos de medida definidos pelo produto de
uma familia finita de espacos de medida.

Seja L um conjunto de indices, podendo ser L =N ou L = Z. Consideremos espacos
de medida (X;, A;, y;), com i € L. Definamos o conjunto

Xx, = l_[Xi ={(xi)ier : x; € X;}.
iel

Denominamos por cilindros de Yx, os subconjuntos dados da seguinte forma,
AA
j k _ . . .
Cix  ={(Xiiers xi € Aj para j <i < kj,

sendoiel, kelNeA;e A paraj<i<k.

A familia A das unides finitas de cilindros dois-a-dois disjuntos é uma algebra.
Definimos a o-algebra produto de Yy, como sendo a o-algebra gerada pela familia de
todos os cilindros de Y, e a denotamos por C. A fim de definir uma medida produto
no espago mensuravel (Xx,,C), consideremos uma aplicacao y cuja acao sobre a familia
dos cilindros é dada do seguinte modo:

Consideremos p restrita a algebra A, definindo que a medida de toda uniao finita
de cilindros dois-a-dois disjuntos seja igual a soma das medidas dos cilindros. Deste
modo, p é uma aplicacdao o-aditiva. Usando o Teorema estendemos y a uma
medida em (Xx,,C), obtendo assim o espago de medida (Xx,C, 4) chamado de o produto
dos espacos de medida (X, A;, y;), i € L.

Se considerarmos todos os espacos (X;.A;, y;) iguais a um espaco de medida
(X, A,v), amedida y, definida no espago mensuravel (Xx,C), é conhecida como medida
de Bernoulli e é dada por

#Cl = v,

k
AjAg
i=j
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Este caso particular é importante no estudo das probabilidades de eventos
independentes. No Capitulo 3 iremos estudar este tipo de medida definida em um
conjunto finito de simbolos S = {0,...,N — 1} e consideraremos o espa¢o de medida
produto Xg =[] S. Os cilindros deste espaco de probabilidade sao da forma

Jiy T . ,
feiy = (Xi)iezs Xip = Jiyseon Xip = Jihs

sendo que cada A; consiste de um Unico ponto j;.

jil"'jik _
ip g ) =

A medida de probabilidade definida no espago (Xs,C) sera dada por u(C
Pji, "+ Pj;» sendo p;, = v({j;}) para cada j; € S.

1.6 Integral de Lebesgue

A principal referéncia para esta secao é [9].

Neste trabalho utilizamos um conceito de integral mais geral do que a integracao
de Riemann. Tal conceito é a integral de Lebesgue.

Seja (X, A, u) um espaco de medida e f : X — IR uma funcdo mensuravel.
Denotamos

f7(x) =max(0, f (x)) e f(x) = max(0, - (x)).

"/
TN

</

I
Figura 1.1: Ilustragao da notagao f*(x) e f~(x).

Note que

fE) =)= elf()l=f"(x)+f(x).

A fungao
(x) = 1, se x€A
XA =V 0, se xeA

é chamada de funcao caracteristica de um conjunto A.
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Observacao 1.6.1. Seja f : X — R uma func¢ao mensuravel limitada e nao negativa,
0 < f(x) < M < co0. Tome a parti¢ao do intervalo [0,M] dada por 0 =ag <a; <..<a, =
M,a; = Mi/n,i=0,...,n, e defina

A;={x:f(x)€la;,a;:1)},i=0,..,n-1}
A fungao caracteristica x4, € mensuravel e

n—1

M
- Z%’XA ()| < —
i=0

Concluimos que toda funcao limitada nao-negativa mensuravel pode ser
aproximada por uma combinacao finita de fun¢des caracteristicas.

Defini¢ao 1.6.2. Seja (X, A, ) um espaco de medida. A funcao g: X — R é dita fungao
simples se existem escalares 1y,..., A, € R e conjuntos mensuraveis Ay, ..., A, € A, com
AiNAj=0paratodoi=j,e

ZA,XA ) A eR.

A integral de Lebesgue em relagao a y da fungao g é definida por

[ st =y xnian
X i=1

Defini¢ao 1.6.3. Sejam (X, A, ) um espago de medida, f : X — IR uma funcao
mensuravel, nao-negativa e limitada, e {g,}] uma sequéncia de func¢des simples
convergindo uniformemente a f. Entao a integral de Lebesgue de f ¢é definida como

ff (dx) = 11m Ln(x)pu(dx).
X

Defini¢ao 1.6.4. Sejam (X, A, u) um espaco de medida, f : X — R uma fungao
mensuravel, nado-negativa e nao-limitada, e defina

| f(x), se 0L f(x)<M
fM(X)_{ M, se M<f(x)

A integral de Lebesgue de f é definida por

| semta = tim [ ot

Defini¢ao 1.6.5. Sejam (X, A, u) um espaco de medida e f : X — R uma fungao
mensuravel. A integral de Lebesgue de f é definida por

Lf(x)u(dx) - Lf*(x)ﬂ(dX)—Lf‘(x)u(dx

se ao menos um dos termos

f f*(x)u(dx»f ()l
X X

é finito. Se ambos os termos sao finitos, entao a fungao f ¢ dita integravel.
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As defini¢Oes anteriores definem a integral de Lebesgue de f ao longo de todo o
espaco X. Para A € A, temos

f F(pu(dx) = f F(xalp(d).
A X

Se uma propriedade envolvendo pontos de um espago de medida é valida em todo
0 espago, exceto para um subconjunto de medida nula, dizemos que a propriedade é
verdadeira para quase todo ponto e denotamos por q.t.p.

Seja (X, A, u) um espago de medida. A integral de Lebesgue possui as seguintes
propriedades:

(L1) Se f,g: X — R sao mensuraveis, e |f(x)| < g(x), entdo f é integravel e

f £ (<)) sf g(0)u(dx).
X X

(L2) [ If(0)lu(dx)=0se, esbse, f(x)=0 g.t.p.

(L3) Se fi,f> : X = R sdo fungdes integraveis, entdo para A, A, € R, a combinagao
linear Ay f(x)+ A, fo(x) é integravel e

f ALfi () + Ao fo( () = Ay J fix)u(dx) + Azf fy()u(dx)
X X X

(L4) (Teorema da Convergéncia Dominada) Se f,¢: X — IR sdo fun¢des mensuraveis
e f, : X = R sao fung¢des mensuraveis tais que |f(x)| < g(x) e {f,(x)} converge a
f(x) g.t.p. Se g é integravel, entdo f e f, sao integraveis e

lim Lfn(x)y(dx) = Lf(x)y(dx).

n—00

(L5) (Teorema da Convergéncia Monoétona) Se f,¢ : X — IR sdo fun¢des mensuraveis
e f, : X = R sao fun¢des mensuraveis tais que 0 < f1(x) < fo(x) < ... e {f.(x)}
converge a f(x) quase todo ponto, entao f e f, sao integraveis e

im [ gt = [ eapiao

n—o0

(L6) Sejam f : X — R uma funcao integravel e A; € A,i = 1,2,... conjuntos disjuntos.
Se A =U;A;, entao

ZL‘f (x)p(dx) = L f(x)u(dx).

Observagao 1.6.6. Observe que se f € integravel, entao |f| é integravel. De fato, como
Ifl=f*+f",se f éintegravel, f" e f~ também o saoe

Llf(x)lu(dX) - Lf*(x)ﬂ(dxHLf‘(x)ﬂ(dx)

é finito. Logo, |f| é integravel. A reciproca também é verdadeira.
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Observacao 1.6.7. Para cada funcao integravel f, existe uma sequéncia de fungoes
simples f,,(x) =)_; Ai nXa,,(x) tal que que

lim £,(x) = f(x) q.t.p. e |fu(0)] <If ().

Entao, pelo Teorema da Convergéncia Dominada, obtemos

lim [ ftop(dn) = | foutax.
X X

n—-00

Observagao 1.6.8. Seja f : X — IR uma funcao integravel nao-negativa. Defina

s (A) = Lf(x)ﬂ(dx),

a medida py € finita. De fato, da definicao de Integral de Lebesgue, pf(A) € nao-
negativa e finita, e pela propriedade (L6), Hy é aditiva. Ainda, de (L2) se /,tf(A) =0,
entao

s (A) = Lf(x)xA(x)y(dx) ~o,

pois f(x)xa(x) = 0 q.t.p. Portanto, yis satisfaz todas propriedades de medidae p¢(A) = 0
quando p(A) = 0. Deste modo, toda fun¢ao integravel nao-negativa define uma medida
finita.

Defini¢ao 1.6.9. Uma medida v em (X, .A) é dita absolutamente continua em relagao
a uma medida y em (X, .A) se para todo A € A com p(A) = 0 tem-se v(A) = 0. Neste caso
denotamos v < p.

Teorema 1.6.10 (Teorema de Radon-Nikodym). [9] Seja (X, A, ) um espago de medida
e v uma medida finita absolutamente continua em relagdo a p. Entdo existe uma fungdo
nao-negativa integravel f : X — R tal que

v(A) = Lf(x)y(dx) VA e A

Vejamos que tal fungao f é tnica. Com efeito, assuma que existem duas fungodes
fi, f» : X = R tais que

V(A) = Lfl (x)(dx) e v(A) = sz<x>ﬂ<dx>.

Entao, para todo A € A, temos

L[fl(x) — fo(x)]p(dx) = 0.
Defina os conjuntos

Ap={x: fi(x)> fo(x)} e Ay = {x: fi(x) < fo(x)}-
Logo,
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0= ( [f1(x) = f2(x)]p(dx) - J [f1(x) = fa(x)]p(dx)

r

= f1(x) = f2(x) | u(dx)
JALVA,
= | 1fitx) = f2(x)lu(dx).
JX
Da propriedade (L2), temos |f;(x) — fo(x)] = 0 g.t.p. Portanto, fi(x) e f,(x) diferem

apenas em um conjunto de medlda nula. Isto prova a seguinte proposu;éo.

Proposicao 1.6.11. [9)] Se f; e f, sdo fungoes integrdveis tais que

f fi () = j foxu(dx) para A € A,
A A

entdo fy = f, q.t.p.

Definicao 1.6.12. Seja (X, A, p) um espaco de medidae 1 <p <co, p €R. A familia
de todas fun¢oes mensuraveis f : X — IR que satisfazem

j | ()P () < oo
X

¢ denominada espaco LP(X, A, u). Se f € LP(X, A, u), a expressao seguinte define a

norma LP:
1/p
p= p d .
£l lef(x)I " x)}

Denotamos o espago LP(X, A, u) por LP quando o espago de medida em questao
estiver implicito.

Note que se f € L, aplicando a propriedade (L2) para |f|°, obtém-se || f ||.»=0 se, e
sose, f(x)=0 gq.t.p.

Para a norma L?, vale a desigualdade triangular

N f+gle<ll fllce + 1l gl para f,geLP

laf llpp=lal-|| f |l para f € LP,a € R.

Destas propriedades, segue que para cada f,g € LP e a € R, tem-se af, f + g € LP.
Logo, o espago LP é um espago vetorial.
Para f,g € LP, chamamos de distancia L? entre f e g a expressao

1/p
1f-gllp= U £ (x) ﬂ(dx)]

Observe que o produto fg de duas fung¢oes f,g € LP nao esta necessariamente em
LP, por exemplo f(x) = x"1/2 é integravel em [0, 1], mas [f(x)]? = x~! nao é.
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Defini¢ao 1.6.13. Seja (X, A, ) um espaco de medida. A familia de todas fungoes
mensuraveis f : X — R limitadas em quase todos os pontos é denominada espaco
L®(X, A, ). Se f e L e A € A, definimos a norma L™ por

I f L= inf{S(A): A € A, u(A) =0}

sendo S(A) = sup{|f(x)| : x # A}. Dizemos que f € L* é uma funcao essencialmente
limitada.

Defini¢ao 1.6.14. Seja (X, A, ) um espaco de medida. O espago adjunto a LP(X, A, p) é
LP'(X, A, u) com
1 1
— 4+ = —
p p
O espago adjunto no caso p =1 € dado pelo espago L.
Se f e LP e g € LP', entdo fg sdo integraveis. Definimos o produto escalar de duas
fungoes por

1.

(g = Lf(x)g(x)ﬂ(dx)-

Uma propriedade deste produto é a desigualdade de Cauchy-Holder: Se f € LP e
g€ LP', entao

IKF <M f e - 11 & Ml -

Como quase sempre trabalhamos em L!, ndo indicamos o espaco no qual a norma
é tomada a menos que nao seja L!. Assim, escreveremos |f| ao invés de |f|;1. No espago
L! a norma possui a propriedade de que a desigualdade triangular é as vezes uma
igualdade. De fato, da propriedade (L3) temos

If+gl=llfll+Ilgll paraf,g>0;f,geL.

O conceito de espago L! simplifica o teorema de Radon-Nikodym, como mostra o
seguinte corolario.

Corolario 1.6.15. [9)] Se (X, A, u) é um espago de medida e v < y, entdo existe um tinico
elemento f € L! tal que

v(A) = Lf(x)y(dx) para A € A.

Definigao 1.6.16. Se f € L}(X, A, u); f > 0, a medida

s (A) = Lf(x)ﬂ(dx)

¢ absolutamente continua em relagao a . Dizemos que f ¢ a derivadaRadon-Nikodym|
de py em relagdo a p.

O teorema a seguir relaciona a integral de Lebesgue com a integral de Riemann.

Teorema 1.6.17. [1|] Seja f uma fungdo real limitada e mensurdvel considerando a o-
algebra de Borel. Entdo f é integravel sequndo Riemann se, e somente se, o conjunto dos
pontos de descontinuidade de f tem medida de Lebesgue zero. Neste caso, a integral de
Riemann é igual a integral de Lebesgue.
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1.7 Medidas Invariantes

As principais referéncias para esta se¢ao sao [18] e [15].

Defini¢ao 1.7.1. Uma transformacao mensuravel T : X — X em uma espaco de medida
(X, A, u) é nao-singular se u(T~1(A)) = 0 para todo A € A tal que pu(A) = 0.

Observacao 1.7.2. Uma transformacao mensuravel é nao-singular se, e somente se,
para todo A € A tem-se u(A) > u(T~1(A)).

Defini¢ao 1.7.3. Sejam (X, Ay, 1), (Y, Ay, pp) dois espacos de medidae T: X — Y uma
transforma¢ao mensuravel.

(i) Dizemos que T preserva medida, ou que as medidas y; e y, sao invariantes por
T, se para todo conjunto mensuravel A € A,, tem-se

m (T7H(A)) = pa(A).

(ii) A transformacdao T preserva medida invertivelmente se é bijetiva, preserva
medida e a inversa T~! preserva medida.

Teorema 1.7.4 (Caracteristica de medidas invariantes). [15] Sejam (X, A, ) um espago
de medida e T uma fungao mensurdvel. Entao T preserva medida se, e somente se,

dey:f foTdu VfeL'(X, A p).
X X

Demonstragdo. Suponha que p seja invariante por T. Isto é, para todo A € A, u(A) =
u(T~1A). Como,

f xa(X)dp = p(A) = W(T~4) = j xra(X)dp = j xao T(X)dp,
X X X

entao o teorema ¢é valido para funcgoes simples, pois toda fungao simples pode ser

escrita como combinacao linear de fungoes caracteristicas. Seja f € Ll(X, Au),f: X —

R. Logo, existe uma sequéncia de fung¢oes simples (s,), tal que lims, = f e |s,| < f para
todo n. Como s, é simples, existem escalares A’s tais que

m m

Sp = Z/\iXA,J X = UAi-

i=1 =1

1

Dai,
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jfdy: lim | s,dp
X oo Jx
:Alj)(Ald[/l+...+/\mj )(Amd]/l
X X

:Alj XAIOTd]/l-l-...'i'/\mf XAmeT],l
X X

m
= Z/\i(XAioT)
io1

=lim | s,oTdpu

n—-oo

X
:Jfon,u.
X

dey:f foTdu, Yfell(X, A np).
X X
Seja f = xa(x); A€ A Logo,

f XaoTdp= J Xadp = p(A).
X X

Suponha agora

Por outro lado,

J xaoTdpu= J xr-1adp=pu(TA).
X X

Portanto, u(A) = u(T1A).
N

Teorema 1.7.5 (Existéncia de medidas invariantes). [I5] Se T : X — X é uma
transformagdo continua em um espago métrico compacto X e 3 é a o-dlgebra de Borel, entdo
existe ao menos uma medida de probabilidade invariante por T.

O resultado acima também é conhecido como Teorema de Krylov-Bogolyubov e é
um dos principais teoremas da teoria da medida.

Teorema 1.7.6 (Teorema de Lusin). [18|] Sejam X um espagco métrico completo separdvel,
Y um espago métrico separdvel e consideremos (X,By) e (Y,B,) os seus respectivos espagos
mensuraveis de Borel, com m a medida de probabilidade em X. Considere T : X — Y uma
transformagao mensurdvel. Entdo, dado qualquer € > 0, existe um conjunto compacto K C X
tal que m(X \ K) < € e a restrigao de ¢ a K é continua.

A transformagao baker map 2-por-1, que definiremos no Capitulo 4, ndo é continua.
No entanto, pelo Teorema de Lusin, pode-se restringir tal aplicacao de modo que a
restricao seja continua.
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1.7.1 O Pushforward de uma Medida

Defini¢ao 1.7.7. Sejam (X, A;), (Y, A,) espagos mensuraveis, y uma medida em (X, A;)
e T : X — Y uma transformacao mensuravel. O pushforward de p é uma medida
induzida no espago mensuravel (Y, A,) pela seguinte aplicacao

T.p: Ay — [0, +00]
A T(A) = (T (4))

Lema 1.7.8. Sejam (X,Ay), (Y, A,) espacos mensurdaveis, y uma medida em (Y, A;) e
T : X — Y uma transformagao mensurdvel invertivel. Entdo o pushforward de p induz
uma medida invariante em (X, Ay).

Demonstracdo. Considerando a aplicacdo inversa S = T~! : Y — X, por definicao o
pushforward de y é dado pela medida T, 'y, com T, u(A) = u((S~H(A))) = u(T(A)).
Logo T : X — Y é uma aplicagdo entre os espagos de medida (X, A;, T, u) e
(Y, Ay p). Se A € Ay, entdo T, u(T~1(A)) = u(A). Portanto, T preserva medida, isto
é, o pushforward é uma medida invariante. O]
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Capitulo 2

Densidades e Operadores de
Transferéncia

O estudo de densidades surgiu das tentativas dos cientistas em descrever certos
fendmenos de natureza probabilistica e estatistica conhecidos na fisica e na mecanica
estatistica. Consideramos como densidade toda fungdo L', definida num espaco
de probabilidade, cuja norma seja 1. Os operadores de transferéncia caracterizam
as densidades sucessivas em um espago de probabilidade e sdo uteis no estudo de
sistemas deterministicos e estocasticos.

Neste capitulo estudaremos os operadores de Markov, Frobenius-Perron e o
operador de Koopman. Veremos que o operador de Frobenius-Perron é um operador de
Markov deterministico e pode ser usado no estudo de medidas invariantes. A principal
referéncia para este capitulo é [9].

Nos espagos LP, || f ||p= 0 se, e s6 se, f = 0 q.t.p. A igualdade de fungdes nos
espagos LP e L™ é valida q.t.p. Nas se¢des a seguir, denotaremos a norma em L! usando
a notacao || - .

2.1 Operador de Markov

Definicao 2.1.1. Seja (X, A,p) um espaco de probabilidade. Um operador linear
P:L! — L! é chamado operador de Markov se satisfaz as condicdes a seguir:

(i) Pf>0paraf>0,felLl;

(ii) || Pf II=Il f I para f > 0,f e L.

Se f,g € L', entdo f(x) > g(x) q.t.p implica Pf(x) > Pg(x) q.t.p. De fato, pelo item
(i), para (f —g) > 0 q.t.p temos P(f —g)=Pf —Pg>0q.t.p.

Proposicao 2.1.2. [9] Se (X, A, p) é um espago de probabilidade e P um operador de Markov,
entdo, para toda f € L1,

(M1) (Pf(x))* < Pf*(x)
(M2) (Pf(x))” < Pf(x)
(M3) [Pf(x)| < PIf (x)
(M4)

M4) (| Pf <l £ 11
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Demonstragdo. Note que da definicao de f* e f~, temos

(Pf)"=(P(f* = f7))" =max(0,P(f" - f7))

Se f* =max(0,f) =0, entdo f~ =max(0,—f) =—f.Logo P(f*—f")=Pf.Se f* = f,
entdo f~ =0eassim P(f*— f~) = Pf. Portanto,

(Pf)" =max(0,Pf) <max(0,Pf")=Pf™.

O que prova (M1). A prova de (M2) é analoga.
Para (M3), temos

IPfl=(Pf)"+(Pf)" <Pf"+Pf~
=P(fT+f7) =PIf]

Integrando em (M3), temos

IIPfII—JIPf 0)lp(dx) < jmf )lp(dx)

= [ e =17 1.
O que prova (M4). ]

A propriedade (M4) é dita propriedade contrativa de P. Para ilustrar, note que para
toda f € L', temos

1P NI=I PP ) I PP f lls e <L A
e, dai, para quaisquer f;, f, € L}, f; # f»,
I P"fi =P Lol =l P*(fi = fo) I
<IP"Nfi- ) I=IP A =P HlI< <l A= fo .

Esta desigualdade implica que durante o processo de iteracao de duas funcgoes a
distancia entre elas pode diminuir, mas nunca aumentar. Chamamos tal fato de
propriedade de estabilidade de iteragoes de operadores de Markov.

Definigao 2.1.3. Se P é um operador de Markov e, para alguma f € L!,Pf = f, entdo f
é dito um ponto fixo de P.

Proposicao 2.1.4. [9] Se Pf = f, entao Pf+:f+ePf_:f_.
Demonstragao. Como Pf = f,temos f™=(Pf)" <Pf*e f =(Pf)" <Pf~,logo,

J[Pf (x0)](dx) + j[Pf — F
:J [Pf*(x)-i—Pf‘(x)]y(dx)—J [fF+ f(x)]pu(dx
x X

= | PG~ | 17l
X X

= PIAHT= 1T
= PFI=1fII
Pela propriedade contrativa de P, temos || Pf || — || f ||< 0. Como ambos os integrandos

(Pf*—f")e(Pf~—f~)saonao-negativos, a ultima desigualdade é possivel se, e somente
se, Pff=f"ePf =f"q.t.p. O
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Defini¢ao 2.1.5. Sejam (X, A, ;4) um espago de probabilidade e o conjunto D(X, A, )
definido por D(X, A, u) = {f e LY(X, A, u): f > 0e || f ||= 1}. Toda funcio f € D(X, A, u)
é dita uma densidade.

Definicao 2.1.6. Seja (X, A, u) um espaco de probabilidade. Se f € D(X, A, pu) é a
derivada de Radon-Nikodym de yf em relagao a p, (Definicao [1.6.16), dizemos que
a funcdo f ¢ a densidade de s e que ¢ € uma medida normalizada.

Com a definicao a seguir, podemos extender a no¢ao de ponto fixo de um operador
de Markovw.

Defini¢ao 2.1.7. Sejam (X, A, y) um espaco de probabilidade e P um operador de
Markov. Toda f € D que satisfaz Pf = f é chamada densidade estacionaria de P.

2.2 Operador de Frobenius-Perron

Considere T : X — X uma transformac¢do mensuravel nao-singular (Def. [1.7.1) em
um dado espaco de probabilidade (X, A, u). Definiremos um operador P : L! — L! em
dois passos:

(i) Consideremos f € L'; f > 0. Seja
A) = dx).
v(A) LI(A)f(x)P‘( X)

Note que T~ 1(U;A;) = U;T7'(A;), segue da propriedade (L6) da integral de

Lebesgue que v(A) define uma medida finita. Como T é uma transformagao nao-

singular, se u(A) = 0, temos u(T~}(A)) = 0, o que implica v(A) = 0, ou seja v < .
ﬂ

Portanto, pelo Corolario|1.6.15| existe um tUnico elemento em L!, denotado por

Pf, tal que
J Pf(x ), Ae A

(ii) Seja f € L! qualquer, isto é, ndo necessariamente nao-negativa. Escrevemos

f=f"—f" edefinimos
Pf=Pf*-Pf".

Logo,

f Pf (x)u(dx) = f F()u(dz) —j £ (u(dx)
A T-1(A) T-1(A)
= J f(x)udx)=v(A); Aec A
T-1(A)

Da Proposicao|l.6.11|e como T é nao-singular, segue que igualdade acima define
unicamente o operador P.

Defini¢ao 2.2.1. Seja (X, A, u) um espaco de probabilidade. Se T : X — X é uma
transformagdo mensuréavel nao-singular, o inico operador P : L' — L!, definido por

f P (x)pu(dx) =J £ (u(dx),
A T-1(A)

é chamado o operador de Frobenius-Perron correspondente a T.
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As seguintes propriedade sao validas para um operador de Frobenius-Perron P:

(FP1) P é um operador linear, isto é,

P(Afi+Aafo) = MPfi+ Phh; Yf,freLl AL, eR;

(FP2) Pf >0se f >0;
(FP3) [, Pf(x)u(dx) = [, f(x)p(dx);

(FP4) Se T, = To."..oT e P, é o operador Frobenius-Perron correspondente a T,,, entao
P, = P", sendo P o operador Frobenius-Perron correspondente a T.

Observe que o operador Frobenius-Perron é um operador de Markov.
Em alguns casos especiais, é possivel obter uma férmula explicita para Pf. Com
efeito, se X =[a,b] é um intervalo real, e A = [a, x], entao

f Pf(s)ds = Ll([ ])f(s)ds,

dai,

d
Pf(x)= I J‘T_l([a’x])f(s)ds. (2.1)

Quando T é uma transformagao mensuravel diferenciavel e invertivel, podemos
utilizar a forma explicita acima para Pf. Suponha que T é uma func¢ao crescente e
T~! possui derivada continua. Logo, T~!([a,x]) = [T~!(a), T"!(x)], e usando a forma
explicita de Pf,

d T (x) d
PR =22 [ riows= ooy ZT o)

Se T é decrescente, entao o sinal do lado direito é invertido. Em geral, no caso
unidimensional, quando T é um difeomorfismo,

Exemplo 2.2.2. Seja T : [0,1] — [0,1] dada por T(x) = rx mod 1; r € Z. Ou seja,
T(x) = rx —n, sendo n o maior inteiro tal que rx —n > 0. Esta expressao ¢ chamada de
transformacao r—adica.
A figura abaixo ilustra a transformacao r-adica para r = 2 (diadica). Note que
) Ti(x)=2x; 0<«x
Tx)= { 2-1; 4

1
2
X

IAN A

Tz(X) 1

sendo T; e T, invertiveis e diferenciaveis.
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T Ty

Figura 2.1: Transformagao diadica.

Considerando o intervalo [0, x] C [0, 1]. Temos

e o operador de Frobenius-Perron da transformacao r-adica é

d =1 ~ifr+x/r =1 ;
Pf(x)=— ;L f(s)ds = % :Zof[g 4 f]

Exemplo 2.2.3. (Mapa quadratico) Seja T(x) = 4x(1 —x), para 0 < x < 1. Temos,
B 11 1 1
T ([O,X]):[0,§—§V1—X]U[§+EV1—X,1].

Da equacgao , temos

d 1/2-1/2V1—x i !
Pi) = %J:) J(s)ds+ dx 1/2+1/2\/§f(5)d5
d 1/2-1/2V1-x d 1/2+1/2V1-x
-], Fods-- | fls)ds
LN i(1/2—1/2\/1— )— Lelos i(1/2+1/2\/1—)
AT A Fr DA V=¥ X
1 1 1 1 1
:4 1_x[f(E—EV1—X)+f(§+§ 1—X)l.

A ultima igualdade acima nos fornece uma férmula explicita do operador de
Frobenius-Perron correspondente a transformagao quadratica, descrevendo como T
leva uma densidade f em uma nova densidade Pf.

2.3 Operador de Koopman

Defini¢ao 2.3.1. Sejam (X,A,u) um espaco de probabilidade, T : X — X uma
transformacao mensuravel nao-singular e f € L*. O operador U : L* — L* definido
por Uf(x) = f(T(x)) é chamado operador de Koopman relacionado a T.
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Como T é nao-singular, U é bem definido, pois fi(x) = f, g.t.p. implica f1(T(x)) =
f2(T(x)) g.t.p. O operador de Koopman possui algumas importantes propriedades:

(K1) U é um operador linear, isto é,

UMAo+h)=AMUA+AUfH, YA, HELT, A, €R;

(K2) U é uma contracao, isto é,
IUSf <l f llz=,  Yf €L™;

(K3) O operador de Koopman é o operador linear adjunto do operador de Frobenius
Perron, isto é,

(Pf,gy=(f,Ug), VfelL',geL™.

A fim de verificarmos a propriedade (K2), note que |f(x)| <|| f ||z~ g.t.p. implica

IF(TE)I<Il f llg g-t.p. Como U f(x) = f(T(x)), entao || U f [[p=<|| f |l -
Para a propriedade (K3), consideremos inicialmente g = x 4. Assim,

(Pf.g) = LPf(ac)xAy(dx) - LPf(x)y(dx),

(f,Ug)= Lf(X)UXA(X)ﬂ(dX)
. f £ (XA (T () = f £ (x) ).
X T-1(4)

Portanto, para g(x) = x4, (K3) é equivalente a

f P (x) ) :J £ () ).
A

T-1(A)

Como a propriedade (K3) é valida para g(x) = x4, entao é valida para qualquer
funcao simples. Entao, pela Observacao a propriedade vale para todo g € L*™.

Definicao 2.3.2. Seja (X, A, ) um espago de probabilidade. Um operador de Markov é
dito deterministico se o seu adjunto U = P* possui a seguinte propriedade: Para todo
A€ A, afuncao Uy, é uma fungao caracteristica, isto é, U xa = xp para algum B € A.

Teorema 2.3.3. [9l] O operador de Frobenius-Perron é um operador deterministico.

Demonstragdo. Sejam (X,.A, u) um espago de probabilidade e P: L! — L! o0 operador de
Frobenius-Perron correspondente a transformagao mensuravel nao-singular T : X —
X. O operador adjunto de P é dado pelo operador de Koopman U correspondente a T.
Logo,

B |1, se T(x)eA, |1, se xeTYA), _
UXA‘XA(T(X))‘{ 0, se T(x)eA. ‘{ 0, se xeT-l(a) ~ ATk

Como T é mensuravel, T~!(A) € A. Portanto, P é um operador deterministico. [
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Teorema 2.3.4. [9] Sejam (X, A,u) um espago de probabilidade, T : X — X uma
transformagao mensurdvel nao-singular e P o operador de Frobenius-Perron associado a T.
Considere f € L' ndo-negativa. Entdo a medida pf, dada por

i (A) = Lf(x)ﬂ(dx),

¢ invariante se, e somente se, f é um ponto fixo de P.

Demonstragao. Assuma que p¢ € invariante. Entdo, pela definicio de medida
invariante,

pr(A) = pp(T™H(A) VA€ A,
logo,

J f(x)pdx) = J f(x)u(dx), VAeA.
A T-1(4)

Da defini¢ao do operador de Frobenius-Perron, temos

J fx)u(dx) = J Pf(x)u(dx), VYAeA.
T-1(A) A

Comparando as duas altimas igualdades, segue que Pf = f.
Por outro lado, se Pf = f para algum f € L', f > 0, entdo da defini¢ao do operador
de Frobenius-Perron, a equagao é valida e assim y 7 ¢ invariante.
O

Observagao 2.3.5. Observe que a medida original y é invariante se, e s6 se, P1 = 1.

Ty(x)=4x% 0<x<

1
. _ 2’
Exemplo 2.3.6. Seja T(x) = { Ty (x) = 4(x %)2; % <x<1°

T1 TQ

Figura 2.2: Transformagao T.

Observe que se [0,x] C [0,1], entao

T (0.6 = T (0 ) U T (0,1 =0, YUl 2 +

ol
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Assim,
d d (7@ ond
P =g [ pos= g [ s = Aoy T
VX 1 x| 1
—(f<7>+f<§+7>)47;

Note que P1 # 1, logo a medida de Lebesgue nao é invariante pela transformacao T.
Observe ainda que m([0,x]) > m(T~1([0, x])).
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Capitulo 3

Transformacoes do tipo Bernoulli e
LM-Bernoulli

Neste capitulo definiremos uma dinamica simbdlica a partir de um espaco de
sequéncias de simbolos e definiremos as transformagao do tipo Bernoulli, isto ¢,
transformacgoes que sao isomorfas a mapas de deslocamento.

Em seguida, estudaremos uma dinamica simbolica composta por duas colecoes de
simbolos. Por fim, definiremos as transformag¢des LM-Bernoulli, cujo conceito é uma
extensao das transformacoes Bernoulli.

3.1 O Espaco de Sequéncias de Simbolos >

As principais referéncias para esta se¢ao sao [17]] e [18].

Seja S ={0,1,2,---,N -1}, N > 1, uma colecao de simbolos. Queremos construir
sequéncias de elementos de S, e definir o conjunto de todas sequéncias como o espago
de todas sequéncias de simbolos, que denotaremos por Xs.

Iremos dotar S da estrutura de espaco métrico, para tal, para cada x,y € S,

definimos
1,sex=y

d(x,y):{ 0, sex=y

A aplicagao d é uma métrica, conhecida como métrica discreta. Tal métrica induz
em S a topologia discreta T = P(S), definida pela colecao de todos subconjuntos de S.

Proposicao 3.1.1. [17] O espago métrico (S,d) é compacto e totalmente desconexo.

Demonstragdo. Como S é finito, entao o espago métrico (S,d) é compacto. Com efeito,
seja C = J ¢ Cy uma cobertura aberta de S. Note que para cada x € S, existe A’ € L tal

que x € Cy.. Entao,
S:U{x}c UCA/CC.
xeS ANel

Como S é finito, segue que | J,,; Cy € uma subcobertura finita de S.

Resta mostrarmos que (S,d) é totalmente desconexo. Como S é um conjunto
discreto, para quaisquer x,y € S distintos, os conjuntos unitarios {x}, {y} sao disjuntos
e simultaneamente abertos e fechados. Portanto, pelo Lema (S,d) é totalmente
desconexo. O]
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Todo espaco métrico compacto é completo, isto é, toda sequéncia de Cauchy em S
converge em S. Definamos

25:---xSxSxSxm:]_[S.

Ou seja, se x € Xg, entao
X=(ceusXgpyee s X1, X0, X1sever Xppye v )
com x; € S para todo i € Z. Usando uma notagao mais sucinta, escrevemos
X = (o Xy Xy XgXp Xyt ).
E possivel definir varias métricas em Xg. As aplicacdes d; : Xg x L — R,d, :

Ysx Y — Rds: Lg xXg — R dadas a seguir sdo trés métricas bem definidas em
25 .

o

B B 1 dx,pi)
D0V = ) Tty

i=—00
— 2 d(x:,p;
Diwy)= ) Mo,
- ( —1_sex=
R e

sendo M(x,y) = minf{|i|; x; # y;} quando x = .

Proposicao 3.1.2. A aplicagao dy é uma métrica em Y.

Demonstragao. Sejam x, v, z € Xg quaisquer:

(i) Positividade: d;(x,v) > 0, pois d(x;,v;),1 +d(x;,v;) > 0 para todo i € Z. Ainda,

di(x,9)=0ed(x;,y;)=0VieZox=7y;

(ii) Simetria:

— B = d(xi,yi) _ = 1 d(})i:xi) 3 )
di(x,y) = i;o M1 +d(x,v:) i;o 201 +d(y;,x;) d1(y,x);

(iii) Desigualdade Triangular: Observe que a fungdo f(t) = & =1 - ﬁ é crescente,

uma vez que f'(t) = ﬁ > 0. Dai, usando a desigualdade triangular de d, temos
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para todo i :

d(x;,y;) <d(x;,z;) +d(z;,9;)

d(xi,yi) _ _d(xi,z)+d(z;,9i)

L+d(x;,p;) — 1+d(x,2;) +d(z;,9;)

d(xi,yi) d(x;,z;) N d(z;,9;)
L+d(x;,y;) ~ 1+d(x;,z)+d(zi,v;)  1+d(x;,2)+d(z,v;)
d(xiyi)  _ _d(xizi) N d(z;, ;)

L+d(x;,p;) ~ 1+d(x;,2;)  1+d(z;, ;)

1 d(x;,y;) 1 d(x;,z) 1 d(z,y)

201 +d(x;,9;) =1 T+d(x,z) 201 +d(z;, i)

[ee]

1 d(x;, i) o (1 d(x;,z) 1 d(z, i)
ziZ ﬁ 1 +d(x1',yi) < i; (ﬁ 1 +d(x1~,z,-) M ﬁ 1 +d(Zi,yi)
o1 xwyz o1 d(x;,z;) o1 d(ziryi)
Z« 20T +d(x;, ;) = i—Zc;o 2111 +d(x;,z;) +i; 2011 +d(z;,v;)
di(x,y) <di(x,2) +d,(z,).

Portanto, d; € uma métrica.

O]
No Apéndice A, mostramos que as aplicacoes d, e d sao de fato métricas em L.
Proposicao 3.1.3. As métricas 31,32 e 33 sao equivalentes.
Demonstragdo. A demonstragao se encontra no Apéndice A. [

Lema 3.1.4. [1/] Sejam x,y € ¥g e M € N.
(i) Sed(x,v)< 2]\}7, entdo x; = y; para todo i tal que |i| < M.
(ii) Se x; = v; para todo i tal que |i| < M, entdo d;(x,v) < LM

Demonstragdo. (i) Suponha, por absurdo, que exista j, com [j| < M tal que x; # y;.
Logo, d(x]-,yj) = 1. Assim, existe um termo na soma dada por 31 (x,v) da forma
2|]| 1+ d(x],y])

Como X #7;, temos

1
1+d(x;,y) 2
d

ainda como cada termo da soma definida por d;(x,y) é positivo,

di(x,9) > L >
Y =50 1+d( xj,y;) 2l = M

o que contradiz a hipotese de (i).
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(ii) Suponhamos x; = y; para |i| <M, dai, d(x;,y;) = 0 para |i| < M, logo
M

Zi dlxiyi) _,
= 20T +d(x;,9;)
Assim,
—-(M+1) 0
= 1 d(x;,:) 1 d(x;,i)
d , = —.#'F —#
9= ) W Trdiey* L T+ dtey)
i=—00 i=M+1
Como 1?_;9;;?’;) < % para todo i, obtemos
_ > 1
dy(x,y)<2 Z S
i=M+1
_ i 1
i=M+1 2
- i+M+1
j=0 Y
1 1
T M+l i
2 = 2]
1 1
- IM+1 1 1
_ 1
= S

]

Como as trés métricas determinam a mesma familia de abertos, o lema acima
também é valido para as métricas d, e d3.

Definigao 3.1.5. Sejam y € X5 e ¢ > 0. A bola aberta de centro de y e raio ¢, denotada
por B(y, ¢) é o conjunto dos pontos x € Xg cuja distancia de y ¢é estritamente menor do
que &, ou seja _

B(y,¢) ={x€Xs;d1(x,p) <&}

A métrica d; induz uma topologia em X cuja base é constituida pela colegio de
todas as bolas abertas de Xs.
Consideremos x,y € ¥g. Dado ¢ > 0, existe M = M(¢) tal que € < 21\/117’ logo se

d; (x,v) < &, entao El(x,y) < 2]\}7 Usando o item (i) do Lema|3.1.4}, temos x; = y; para
todo |i| < M. Por outro lado, pelo item (ii), se x; = y; sempre que [i| < M, entdo existe
€> 2LM tal que dq(x,v) < €. Logo, podemos reescrever B(y, ¢) da seguinte forma:

B(y,e) ={x € Xg; x; = y; para todo i tal que [i| < M}.

Defini¢ao 3.1.6. Um cilindro basico C{i de Y5 é o conjunto das sequéncias de simbolos
que possuem um dado j; € S na i-ésima entrada. Isto é,

Cl={xeXgx;=j,i€Zj €S}
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Lema 3.1.7. Os cilindros bdsicos sao conjuntos abertos de (g, dq).

Demonstragao. De fato, se x € C] , entao x; = j;. Pelo item (i) do Lema|3.1.4, sey € g e

dq(x,p) < 2,1+1 , entao x; = yx sempre que |k| <i. Logo, pelo item (ii) do Lema|3.1.4|existe

€, com 21+1 < ¢ tal que B(x, &) c CJ'.

-i] “em Y5 é definido pelo conjunto
k

Definicao 3.1.8. Um cilindro Cljll] i

Jiy ]lk

Ji
Cix C1

jik . 1
m...ﬂcik :{xezijil:]il,-..}xik:]ik};
sendo i} <ip <--- <.

Lema 3.1.9. Os cilindros de Xg sio conjuntos simultaneamente abertos e fechados em

(25131 )

Demonstragao. Por defini¢ao, cada cilindro € uma intersecao finita de cilindros basicos.
Como a interse¢ao finita de conjuntos abertos € aberta, segue que todo cilindro é um
conjunto aberto em (25,31).

Por outro lado,

Z \C]l Jk (C]z ]k) (Cl]lz)CUU(Cl]:)C

iy ik Iyl
Note que cada complemento (Cl]i))c € um conjunto aberto, pois é uniao de abertos:
(Chy =fxeZsx=ji)=(_Jcr
n:tji
Logo, (Cfl’zi)c é uniao de conjuntos abertos e, portanto, ¢ um conjunto aberto. Ou seja,
Cl];f]’i ¢é fechado. Portanto os cilindros sao simultaneamente abertos e fechados. O

Lema 3.1.10. A colegao de todos cilindros de Y5 é uma base topoldgica.

Demonstragdo. Mostraremos que tal colecao satisfaz as condi¢des do Lema[1.1.9]

(i) Seja x = (---x_1 - xgx1---) € Xg. Existe ao menos um cilindro contendo x, a saber
C_-xi..oxk.
ik

(ii) Se x pertence a interse¢ao entre dois cilindros, digamos CZ];Z: e Cl”:}“'l“mn’ entao
n

]1 ]k My jl"'jkml"'mn
X E C m Cll ln — Ci]"'ikll"'ln G ZS.

Note que iy...,1,1,...,1,, sao dois a dois distintos.

Portanto, pelo Lema|[I.1.9} a colegao de todos os cilindros de Xg constitui uma base
para uma topologia em Xs.
O

Proposicao 3.1.11. [17] O espaco métrico (Xg,d ) é um conjunto de Cantor.



44

Demonstragdo. Seguindo a Definicao precisamos mostrar que Xg € compacto,
totalmente desconexo e perfeito.

Como S é um espago métrico compacto, segue pelo Teorema que Yg €
compacto. Pela Proposi¢ao[3.1.1} S é totalmente desconexo. Logo, pelo Teoremal[l.1.27),
Y ¢ € um espago totalmente desconexo.

Vamos mostrar que o espaco (Xg,d;) é perfeito, ou seja nao possui pontos isolados.
Seja x € X, veremos que x é ponto de acumulagao, isto é, cada vizinhanga de x contém
um ponto y € Xg tal que x = y.

Recordemos que a colegao de simbolos de X5 é dada por S ={0,1,2,...,N —1}. Seja
B(x, €) uma bola aberta centrada em x e definamos um simbolo z da seguinte forma:

5= XM(6)+1+1, se XM(5)+1 N -1
XM(e)+1 — Lr € Xpp(e)e1 = N — 1.

A sequeéncia

V= XoM(e)-2ZX M(e) " X1 * X0 X1 XM(e) ZXM(e)12 ") € X

pertence a B(x, ¢) e x # y. Portanto (Xg,d;) é um espago métrico perfeito. ]

Considere a colecao de todos cilindros basicos de X5 e C a o-algebra gerada
por esta colecao, ou seja, a menor o-algebra que contenha a coleg¢ao de cilindros
basicos. Obtemos entao um espago mensuravel (Xg,C). Vamos definir uma medida
de probabilidade y em (Xg,C).

Para cada i € S, seja p(i) = p;, com p; >0, e )1, p; = 1. Definamos a medida dos

cilindros basicos como sendo ,u(C{) = p;. Por fim, definamos a medida dos cilindros:

Jiy i j :
u(Cily ) =p(Cln--NC) ==pj,-pj,

ip iy

Note que y é uma medida genérica, pois nao especificamos os valores dos p’s. Obtemos
assim um espago de medida de probabilidade (Xg,C, p).

Observagao 3.1.12. Se, alternativamente, considerassemos C como a o-algebra gerada
por todos os cilindros de ¥ g, entao obteriamos uma o-algebra de Borel.

3.2 O Espaco de Deslocamento

A principal referéncia para esta secao é [17]].
Seja 0 : ¥g — X a aplicagao dada por
O(- Xy Xy o XpX1 X)) = (e Xy X1 X0 * X1 Xy )y
isto é, (0(x)); = x;,1. Tal aplicacao é conhecida como mapa de deslocamento.

Defini¢ao 3.2.1. Seja T : X — X uma transformagao. Um ponto x € X é periddico se existe
n € NN tal que T"(x) = x. O periodo de x é dado pelo menor n tal que T"(x) = x.

Definicao 3.2.2. Seja T : X — X uma aplicacao e considere x € X. A orbita de x,
denotada por O(x), é definida pelo conjunto O(x) = {T"(x) : n € Z}. A orbita futura
de x é dada pelo conjunto O*(x) = {T"(x): n € Z,} e a orbita passada de x é definida
por O~ (x)={T"(x): ne Z_}.
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Observacao 3.2.3. Consideremos agora a dinamica de o em Xg, isto é, as drbitas dos
pontos de X g sob iteracao de 0. Denotaremos sequéncias bi-infinitas cujos simbolos se
repetem periodicamente com uma barra acima dos termos que se repetem. Note que
as sequéncias do tipo (j;, ji,***Ji, * Ji, Ji,*** Jir ) = (* Ji, Ji, *** Ji, ) sa0 periodicas sob o, pois

o (Gi Gy Ji  Jindiy i) = 0 Gy i iy * iy i Jiy)

o (Ji, Jiy = Jiey * Ji Jiy** Jiry)
= (Jiy Jip = Jig = Jiy Jin -+ Jir)

Por exemplo (01 -01) = 0(10-10) = (01 -01), isto é, (-01) = (01 - 01) tem periodo 2.

Proposi¢ao 3.2.4. [[17)]Seja o : X5 — X 0 mapa de deslocamento. Entao:
(i) o(X5)=Zs;
(ii) o é um homeomorfismo.

Demonstragdo. A primeira afirmagao é imediata. Resta mostrarmos que o mapa de
deslocamento é um homeomorfismo.

Como o0(Xg) = Xg, entao a aplicagao o é sobrejetiva. Vejamos que o também ¢é
injetiva: se x,y € X5 e o(x) = 0(y), entao, para todo i € Z, x;,1 = y;;1, isto é, x = y.
Portanto o é bijetiva.

Continuidade: Queremos mostrar que para todo ¢ > 0, existe um 0o(¢) tal que
El(x,y) < 0 implica El(a(x),a(y)) < ¢. Dado € > 0, tomando M tal que % < g, se

o= ﬁ, pelo Lema (3.1.4, d(x,y) < 0 implica x; = y; para |i| < M, ou seja,

(o0(x));i =(o(y));seli| <M -1.

Usando o Lema obtemos

4, (0(0), 0(9) < 53 <&

Entao o mapa de deslocamento é uma aplicagao continua.
Ainversa 07! : X5 — ¥ é dada por (07! (x)); = (x;_1). Dado ¢ > 0, escolhamos M tal

que 2]\}7 <e Seod= ﬁ, pelo Lema|3.1.4} d,(x,y) < ¢ implica x; = y; para |i| < M, logo
X;_1 =91 para|i| <M +1, ou seja,

(07 (x))i = (07" ()i se lil < M +1.

Entao, usando o Lema|3.1.4

407 (0,07 9) < gy <

Logo a inversa do mapa de deslocamento também ¢é continua. Portanto, o é um
homeomorfismo.
O
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Proposicao 3.2.5. [17] Seja (Xg,C, p) um espago de probabilidade e 0 : X5 — X 0 mapa de
deslocamento. Entdo o mapa de deslocamento o preserva medida y em Y.

Demonstragio. Como C é gerado pela colecao de todos os cilindros basicos, basta
mostrar que a medida de qualquer cilindro basico permanece invariante por o. Da

definicao de C{ e do mapa de deslocamento, temos G_l(Clj) = C{H, ainda

mo™HC) = p(Ci,y) =pj = W(C)).
Portanto, o mapa de deslocamento preserva medida. ]

Observacao 3.2.6. Note que se C fosse a o-algebra de Borel gerada pelos cilindros de
Y, deveriamos mostrar que a medida de qualquer cilindro permanece invariante por
o. Com efeito, considerando este caso, teriamos

ulo M (Ch) = Wl )

i1k ik

:M(le;m...mczk )

Tk+1

=Pjy " Pj = #(Cff.’.'.'ff)-
3.3 Transformacgoes do tipo Bernoulli

A principal referéncia para esta secao é [19].

Definigao 3.3.1. [[19] Sejam (X, By, 1) e (X3, B, p2) espagos de probabilidade e
Tl IXl —)Xl, TZ:X2_)X2

transformagoes que preservam medida. Dizemos que T; é isomorfo a T, se existem
Ml (S Bl, M2 € Bz com //ll(Ml) = ]lz(Mz) =1, tais que

(i) T;(M;) C My, T,(M;y) C My;

(ii) Existe uma transformagdo ¢ : M; — M, que preserva medida invertivelmente e
@ oT, =T,0q,ouseja, o seguinte diagrama é comutativo:

T,
M; —— M,

oo |

T
M, —>— M,

Observe que cada M;,i = 1,2, é equipado com uma o-algebra dada por M; N B; =
{M; N B; B € B;} e uma medida Hil,, -

Defini¢ao 3.3.2. Uma transformacao invertivel T : X — X definido num espago de
Lebesgue (Definigao [1.4.4) possui a propriedade de Bernoulli se é isomorfo a um
mapa de deslocamento.

Ao longo deste trabalho nos referimos as transformac¢des com a propriedade de
Bernoulli como transformacoes do tipo Bernoulli ou simplesmente transformagoes
Bernoulli.
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3.4 Dinamica Simbolica Estendida

A principal referéncia para esta secao é [7].

Sejam Z = {ay,ay,---,a,,} € S ={0,1,---,1 — 1} duas colegoes de simbolos com m < .

Consideremos )
T, = ]_[z e s = ]_[s.
—00 0

Definamos um novo espaco de simbolos,

Y75 =Xz xXg,
e definamos a seguinte métrica d: Y7sxYXzs—RemXyg:

dxy) = { m, sexX#Y
0, sex=y,

sendo M(x,y) = minf{|i|; x; # y;} quando x = .
Lema 3.4.1. Sejam x,y € X s.
(i) Sed(x,v)< ﬁ, entdo x; =y; para todo i € Z tal que |i| < M.

(ii) Se x; = y; para todo i € Z que satisfaz |i| < M, entdo E(x,y) < ZLM

Demonstragdo. (i) Suponha que exista j € Z tal que |j| < M e x; # y;. Entdo,
M(x,y)<l|jl<M

1 1
_ < —< —,
=M1 Sl = SM(ny)

Contradizendo a hipétese de que d < ﬂ}ﬁ
(ii) Se x; = y; para todo inteiro i tal que |i| < M, entao M(x,y) > M. Logo,

oM < pM(xy)

1 1

= OMixy) oM

Portanto, d(x,v) < ZLM
O

Definigao 3.4.2. Sejam y € ¥; s e ¢ > 0. A bola aberta de centro de y e raio ¢, denotada
por B(y, ) é o conjunto dos pontos x € X ¢ que distam ¢ de y, ou seja

B(y,e)={xe€Xzs;d(x,v) <&}
A colecao de todas as bolas abertas centradas em x € ¥, s é base da topologia
induzida em ¥ ¢ pela métrica d. Analogamente ao que ocorre no espago métrico

(Xs,dq), podemos reescrever o conjunto B(y, ¢) do seguinte modo:

B(y,e)={xeXy g x; =v; |i| < M(e)}.
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Defini¢ao 3.4.3. Um cilindro basico lei de X s € definido pelo conjunto
Clj" =xeXzsxi=j,i€Z,jj€Zsei<0,ej;€Ssei>0}

Lema 3.4.4. Os cilindros bdsicos sao conjuntos abertos de (22,5,3).

Demonstragao. De fato, se x € C{i, entdo x; = j;. Pelo Lema [3.4.1) se y € ¥, e

d(x,v) < %, entdo x; = v, sempre que |k| < i. Logo, existe &, com % < ¢ tal que

. 21
B(x,e) c CI.

O

fin i
ip g

Definicao 3.4.5. Um cilindro C em Xy g € definido pelo conjunto

jil'"jik i jil jik _ . _ _
Ciip =G N--NCF ={x e XX = fi,, %, = Jih
com iy <ip <o <.

Lema 3.4.6. Os cilindros de Y7 g siao conjuntos simultaneamente abertos e fechados em

(Xzs,d).

Demonstragdo. A prova é analoga a demonstragao do Lema|[3.1.9]

O
Lema 3.4.7. A colecao de todos cilindros de ¥z g é uma base topoldgica.
Demonstragdo. A prova € analoga a demonstracao do Lema|3.1.10

O

Proposicao 3.4.8. O espaco métrico (X g,d) é um conjunto de Cantor.

Demonstragdo. Mostraremos que Y g € compacto, totalmente desconexo e perfeito.
Pelo Lema [3.1.11) ¥, e Y5 sdo espacos métricos compactos. Entao, usando

o Teorema [1.1.28, ¥, s € compacto. Pela Lema [3.1.11, ¥, e X5 sao totalmente
desconexos. Entao, pelo Teorema|(l.1.27, ¥, ¢ € um espago totalmente desconexo.

Recordemos que S ={0,1,2,...,1 — 1}. Seja B(x,¢) uma bola aberta centrada em x e
definamos um simbolo s da seguinte forma:

s= XM +1, se Xpp(e)s1 21— 1
XM(e)1 — Ly 8€ Xpp(epe1 =1 - 1.

A sequéncia
Y= (XX - XX XM(e) SXM(e)r2 7 7) € X

pertence a B(x, ¢) e x # y. Portanto (Xg,d;) é um espaco métrico perfeito.
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3.5 Espaco Zip-Shift

A principal referéncia para esta secao é [7].

Uma funcao de fatoragao ¢ uma aplicagao sobrejetiva k : S — Z que associa a cada
simbolo b € S um simbolo a € Z.
Cada x € X7 5 pode ser escrito do seguinte modo

x:(...x_n...x_l .xoxl...xn...),
comx;€Zsei<-lex;€Ssei>0.

Definicao 3.5.1. Considere o espago métrico (Zzys,g) e k : S —> Z uma funcao de
fatoracao. O mapa Zip-Shift é a aplicagdo o, : ¥z ¢ = X7 ¢ definida por

O-K(..._x_n...x_l .xoxl...xn...):(...x_n...x_lK(xO).xl...xn...)_

Quando todos os pontos possuem o mesmo numero de elementos em sua pré-
imagem, digamos m, dizemos que o, ¢ uma aplicagao Zip-Shift finito-por-1, ou mais
especificamente, Zip-Shift m-por-1.

Exemplo 3.5.2. Sejam S ={0,1,---N -1}, X¢ = ]_[:(1><> Sx[1Iy S, com x: S — S aaplicacao
identidade. Entao o mapa de deslocamento 0 : X5 — X5 € um mapa Zip-Shift, pois

G(...x_l .xoxl...):(...x_lxo.xl...)
:("'x—lK(xO)'xl"')-

Exemplo 3.5.3. Sejam Z ={a,b} e S ={0,1,2,3}. Consideremos as seguintes funcdes de
fatoracao:

K1 S—>Z

k1(0)=x1(2)=a
k1(1)=x1(3) =D

Ko S—>Z
K2(0) = x2(2) =x2(3) =a
K5(1) = b.

As funcoes de fatoragao x; e k, sao associadas, respectivamente, aos mapas Zip-
Shift oy, e oy,. Por exemplo,

(---baax,(3)-0112---)
(-+-baab-0112---) e
(+--baax,(3)-0112---)
(-+-baaa-0112---).

O, (+--abaa-30112---)

O, (---abaa-30112---)

Observacao 3.5.4. Os pontos periodicos de o, sao sequéncias da forma

(i) % (i) * Jiy = Jiy)-

Denotamos tais sequéncias por

(ki) x (i)« Jiy i) = (i Ji)-
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Por exemplo, considerando ¥ s e x; dados no Exemplo a sequéncia dada por
(aba-012)é periodica de periodo 3:

Proposi¢ao 3.5.5. Seja k : S — Z uma fungdo de fatoragio e o : Xz 5 — Xz 0 mapa
Zip-Shift. Entao:

(i) 0x(Ezs)=2zs;
(ii) oy é um homeomorfismo local.

Demonstragdo. O primeiro item é imediato.
Seja x = (-+-x_1 * x9X1--+) € Xz s qualquer. Existe um cilindro contendo x, a saber
X_1XpX1 1 .~ d X_1X0X1 2 s .
Cllo1 tal que arestricao de o, a CZ| ;" € injetiva.

De fato, se 0,(x) = 0, (y) para algum y = (- y_p x_1 - X X1 ¥2--+) € C' 1y ", entdo

(--xpx_1k(xg) - xpxp0+) = (---y_2x_1k(xq) - x192--+),

logo x; = y; para todo i € Z, isto é, x = . Entdo o, é injetiva em C'7()7"". Ainda,
Oy : Cfiloxlo RN GK(Cfiloxloxl) = Cfil_Kl(gO)xl é sobrejetiva e, portanto, bijetiva.

Continuidade: Dado ¢ > 0, tomando M tal que 1/(2M~1) < ¢, se 6 = 1/(2M71),
pelo Lema d(x,y) < o0 implica x; = y; para |i| < M, ou seja, (0,(x)); = (0,());
se |i| < M - 1. Dai, usando o Lema|3.4.1

= 1
A(0e(x), 0ly) < 57 <
Portanto o, € continua, em particular a restri¢cao Oy xom € continua.
-101
. -1 . X_1 K(Xo)xl X_1X90X1 2 . ~ s
Vejamos agora que o, : C_,_| C o1 ' € uma aplicagao continua. Dado

€ >0, escolhamos M tal que ZA}—_I <e Sed= 2A}ﬁ, pelo Lema|3.4.1, d(x,y) < 6 implica

x; = y; para |i| < M, logo (o1 (x)); = (671 (v)); se |i| < M + 1. Portanto, usando o Lema
3.4.1

- _ 1
Ao (x), 05 0) < 3377 <

Portanto, oy é¢ um homeomorfismo, isto é, o, € homeomorfismo local. O
C

X_l XO Xl
-101

3.6 Transformag¢oes LM-Bernoulli

A principal referéncia para esta secgao é [8].

Considere a colegao de todos cilindros basicos de ¥, s e C a o-algebra gerada por
esta colegao, ou seja, a menor o-algebra que contenha a colegao de cilindros basicos.
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Obtemos entao um espago mensuravel (X7 g,C). (Se, alternativamente, considerarmos
C como a o-algebra gerada pela colegao de todos os cilindros de ¥ g, entao C seria uma
o-algebra de Borel).

Vamos definir uma medida de probabilidade y: C — [0, 0]. Seja

m
Z:

u(C’) = pz; e szj =1,sezjeZ,ie”Z..
j=1

Consideremos uma funcao de fatoragdo x : S — Z. Para cada z; € Z, seja

K_l(zj) = {51,"',51(].}, com 1 < k]- <l

(Observe que k; depende de z;. Quando for conveniente, para simplificar a notacao,
podemos omitir o indice j e denotar a cardinalidade de K_I(Zj) por apenas k.)
Definamos para cadas) €S, A e{l,---,1}; 1 = #S.

1
u(CM) = ps, = kP
com jef{l,---,m}tal ques, € K_l(Zj) eie€Z,. Observe que Zl/\zlpsA =1.
Exemplo 3.6.1. Consideremos o espago ¥ ¢ definido no Exemplo Note que
m=2el=4.Escolhendo p; =p,, = %, temos

P +ps,=1le H(CI'Zj) =Pz, sendo je{l,2}eic Z.

Ou seja, p(CY) = ,u(Cf’) = %, pois z; =aez, =b.
Temos
k1 (a) =1{0,2} e k7' (b) = {1,3}

Logo ky =k, = 2.
Portanto, parai € Z,,

1 1 . -
M) =po =3Pz = pois 0 € i’ (2));

1 1 . -
MCH) = p1 =3Pz = 3 pois LT (22);

1 1 . -
MCP)=pa=5pz = 7, pois 2€ 17 (z1);

1 1 ) _
u(C})=ps = 5Pz = g POIS 3exi(z).

e Z%\:l ps, = 1. E assim definimos a medida de probabilidade y no espaco mensuravel
(X2,5,C).
Por outro lado, se considerarmos a funcao de fatoragao «,, entao

15" (a) =10,2,3} e k51 (b) = {1}

Logok; =3ek,=1.
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Portanto, parai € Z,,

1 1 . _
wCY) =po = [P = g POis O€ K51 (z21);

1 1 . _
wCl)=p1 = jj P = 5 POIS 1€, (z,);

1 1 . _
WCH) =pr = fPa =g PoiS 2ek, (z);

1 1 . -
u(C)=ps = % P2 = g7 POIS 3exy (z1).
1
€ Z%\Zl ps,\ = 1

Proposigao 3.6.2. Considere o espago mensurdvel (¥ s,C), p uma medida de probabilidade
e x :S — Z uma fungdo de fatoragdo. O mapa Zip-Shift o, : X7 s — Xz g preserva a medida
de probabilidade p.

Demonstragdo. A o-algebra C € gerada pela colecao de todos os cilindros basicos de
Y7 s. Mostraremos que a medida € invariante para tais cilindros basicos. Vamos
considerar os seguintes casos:

. Clji é um cilindro basico com i > 0, isto é j; € S :

ulog (€)= u(cl) = p,
. Cgi é um cilindro basico com i< -1, j; € Z:

ulog () = u(Cly) = p,

. lei é um cilindro basico com i = —1,j; € Z : Seja k1 (j_1) = {s1,---,s¢}, 1 <k < L.
Logo, .
o N (C)=Cylu---UCy.
Entao, .
o (CL) = u(Cet U UCH) =k(zpi,) =piy =pj
Portanto, u é medida invariante pelo mapa Zip-Shift.
O

Definicio 3.6.3. Seja (X, B, m) um espaco de Lebesgue. Uma transformacio T : X — X
possui a propriedade LM-Bernoulli se ela é isomorfa a uma aplicacao Zip-Shift.
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Capitulo 4
Baker Map 1-por-1 e 2-por-1

Neste capitulo definiremos as transformacoes baker map 1-por-1 e 2-por-1 e
mostraremos que tais aplicagoes sao, respectivamente, Bernoulli e LM-Bernoulli.
Seja X o quadrado unitario no plano, isto é, X =[0,1]x[0,1]. A o-algebra de Borel
B é gerada por todos retangulos da forma [0,a] x [0, b]. Para definir as transformacoes
baker map 1-por-1 e 2-por-1, consideraremos o espaco de Lebesgue (X, B,m), sendo m
a medida de Lebesgue com
m([0,a] x [0, b]) = ab.

4.1 A transformacao Baker Map 1-por-1

As principais referéncias para esta secao sao [9]] e [17].

Definamos a transformacao baker map T : X — X dada por

T(x,y)={ (2x39)

1
2.0
1 1,0

L,
1.

IAIA

y
y

IAN A
INIA

0<
) §<x

O baker map contrai X a metade na direcao y e o expande com fator dois na
direcdo x, em seguida recorta a metade da direita e a posiciona acima da metade da
esquerda. Os retangulos verticais V|, e V] sao levados, respectivamente, nos retangulos
horizontais Hy e H;. Observa-se que a pré-imagem de qualquer retangulo contido em X
é um retangulo em X, ou um par de retangulos, de mesma area. Assim, a transformagao
baker map é mensuravel.

T H,

Vo Vi Hy

Figura 4.1: O baker map 1-por-1

A aplicagao inversa é dada por

1
-1 _ (jxyzy); 0
T (x,y)—{ (%x+%,2y—l); 0
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A inversa age em X expandindo na direc¢ao y, contraindo na direc¢ao x e recortando
a metade superior e a posicionando a direita da metade inferior, como ilustra a figura
a seguir.

H,

Hy Vo Vi

Figura 4.2: A inversa do baker map 1-por-1

Proposicao 4.1.1. [9] O baker map preserva medida de Lebesgue.

Demonstragdo. Vamos calcular o operador de Frobenius-Perron correspondente a
transformacao baker map, veremos que P1 = 1, e entao concluiremos que a medida
de Lebesgue é preservada usando a Observagao [2.3.5] Para o calculo do operador de
Frobenius-Perron, iremos analisar os seguintes casos: 0 <y < % e % <y<l

Supondo x €[0,1] ey €0, %] temos
_ 1
T([0,x]x[0,9]) = [0, 5x1%[0,2].

Entao,

x/2 2y
Pf(x,v) 8x8yfj oxidon] f(s,t)dtds = ayf fstdtds_f( ,29).

Sexe[0,1]ey €[5, 1], entdo

([0.41%10,9]) = (10,51 [0,1) U (15,5 + 31x10,29 - 1)
Dai,

x/2 1/2+x/2 2y-1 1 x
fxy 8X8y[f J‘ fs, dtd5+\£ J; f(S,t)dtdS]:f(§+§,2y_l)

Logo,

f3+%529-1); I<y<1
Portanto, P1 = 1. Assim, a medida de Lebesgue é invariante pela transformacao baker
map.

Pf(x,y):{f(%’zy); OS}}<%

O
Seja T : X — X a aplicagao baker map. Definamos os conjuntos
1 1
dy = {5hx [0,1], > = [511] x {0}
8 = 81 U 82,

Q= U T"(d) e X* =X\ Q.

n=—oo
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Veremos a seguir que o conjunto X" é invariante e possui medida total, o que nos
permite estudar a dinamica do baker map 1-por-1 restrita ao conjunto X*.

Lema 4.1.2. O conjunto X* é invariante sob o baker map 1-por-1 e possui medida total.

Demonstragdo. Mostraremos inicialmente que o conjunto X* é invariante, isto ¢,
T(X*) = X"

De fato, se x € X* entao x ¢ (), logo T'(x) ¢ [, T"(d) = Q. Dai, T(x) e X\ Q = X*.
Portanto T(X*) C X*.

Por outro lado, se x € X*, como T é sobrejetiva, entao existe w € X tal que T(w) = x.
Observe que w € X*, pois em caso contrario, supondo w ¢ X%, logo w € () e assim
T(w) = x € Q), o que contradiz o fato de que x pertence a X*. Entao, X* C T(X") e,
portanto, vale a igualdade X* = T(X").

Em cada n-ésima iteragao, o conjunto Q corresponde a uniao de 2" linhas verticais
(retangulos verticais de medida nula) com 2" linhas horizontais (retangulos horizontais
de medida nula). Entao, m(€)) = 0. Como X* = X \ (), entao

m(X*)=m(X\Q)=1.
Portanto, o conjunto invariante possui medida de Lebesgue total. [

Observagao 4.1.3. Chamamos a restri¢ao do baker map a X*, dado por T = T,.: X" —

X*, de transformagao baker map 1-por-1 T.

Note que () contém o conjunto dos pontos de descontinuidade do Baker Bap 1-
por-1. Logo, o baker map é continuo em X* = X \ Q, ou seja, o baker map T é uma
transformacao continua. Entao, pelo Lema o baker map T é uma transformagao
mensuravel.

Lema 4.1.4. A transformacio baker map 1-por-1 T preserva medida.

Demonstragao. Considerando o espago de medida (X,B,m), X* C X possui uma
estrutura de espaco medida ao considerarmos a o-algebra definida em X* por BN X" =
{BN X*; B € B} e a medida dada por m,,,

Observe que para todo B € B, tem-se B= (BN X*)U(BN X\ X*). Como m(X \ X*) =0,
segue que m(BN X \ X*) = 0, logo, m(B) = m(B N X*). Do mesmo modo, m(T~!(B)) =
m(T~(B) N X*). Entdo, se B € B, temos

m(T (BN X*))

:m({xeX T(x)e Be T(x) € X*})
- m([TYB)NX*]NT " (X*)
=m(T" 1( B)NX") =m(T™(B))
=m(B) = m(BN X").
Portanto Tpreserva medida. O

Teorema 4.1.5. A transformagao baker map 1-por-1 é Bernoulli.

Demonstragao. Seja T : X — X a transformacao baker map definida no espaco de
Lebesgue (X, B,m) sendo X =[0,1]x[0,1]. Tal aplicacao é invertivel e preserva medida
de Lebesgue.



56

Seja S = {0,1} e X5 a colecao de todas sequéncias bi-infinitas de elementos de S.
Seja 0 : X5 — X5 o mapa de deslocamento definido no espago mensuravel (Xg,C). A
aplicagao o € invertivel e preserva medida.

Consideremos a aplicagao p: ¥g — X dada por

:(i"z—ll mod 1, Z rnodl = (x;)-

i=1
Para cada B € BB, temos as seguintes possibilidades para p!(B) :

 p~!(B) é um cilindro basico Clj €C;

]ll ]lk
ik

 p~!(B) é intersecio de cilindros bésicos, ou seja, é um cilindro G, eC;

 p~!(B) é unido de cilindros (bésicos ou nao), e neste caso, como cada cilindro
pertence a C, a uniao deles também é um elemento desta o—algebra.

Como para qualquer B € B, obtém-se p~!(B) € C, entdo p é uma transformagio
mensuravel.

Definamos ¥y = ¥g \ (p~1(Q)). O conjunto Y5 € invariante. Com efeito, seja
x = (x;) € Xy, entao x & p~H(Q), dai

o0 o (o)
p(x):(§ %l mod 1, § i mod1)eQ= U T"(9)
i=1 i=1 n=—co
e assim ) 2, xéjl ey ;> 12% sdo expansoes binarias unicas. Em particular, } 2, 2—; e

Y X*Z# também sao expansoes unicas. Entao

i;‘— mod 1, ixz%l mod 1) ¢ Q.
i=1

i=1

Ou seja, o(x) € X§ e, portanto, 0(X) C X§. Por outro lado, considerando x=(x;) € Xg,
w = (x;_1) € Xg € tal que o(w) = x. Como p(x) ¢ QQ, } 2, xél e iy 2, sao expansoes
binarias tnicas. Logo, Zf"l X 22e Yy X’ também sao expansoOes Unicas, ou seja
p(w) € () e assim w € X. Entao G(ZS) =5, 1st0 ¢, X € invariante.

Consideremos o : X5 — X¢. Seja ¢ : )Z’g — X*a aplicagéo dada por ¢(x) = p(x) para

todo x € ¥§;. Mostraremos que a transformagao T : X* — X* é isomorfo ao mapa de
deslocamento por meio do isomorfismo ¢.

Em X* a expansao binaria € unica, logo ¢ € injetiva. Para cada (x,y) € X", x e
y possuem podem ser expressos por sua representacao bindria, logo ¢ € sobrejetiva.
Portanto a aplicacao ¢ é bijetiva.

Seja u = @;'m o pushforward de m pela aplicagio ¢~!. Pelo Lema [1.7.8]
o pushforward induz entao uma medida de probabilidade invariante em (Xg,C)
obtendo-se o espaco de probabilidade (Xg,C, #). Ainda, para cada A € B, u(p~'(A)) =
m(p(p~1(A))) = m(A), ou seja, ¢! preserva medida. Logo ¢ preserva medida
invertivelmente.
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Resta mostrar que @ oo = T o ¢. Seja z € Xg. Entio,

(o¢] (o¢]

:(Z% Zi mod 1).

i=1 =1

Para (x,y) € X, definamos como z; o primeiro digito da expansao binaria de x de modo
que se zgp = 0sex € Vyez =1sexe V. Podemos reescrever o baker map na forma a
seguir
= _ Y. %
T(x,v)= (2x mod 1, 5 + ?)
Entao,

Portanto o baker map é isomorfo ao mapa de deslocamento e entao possui a
propriedade de Bernoulli. H

4.2 A transformacao Baker Map 2-por-1

As principais referéncias para esta secao sao [8]] e [11]].
Seja X =[0,1]x[0,1]. A transformacao mensuravel T : X — X dada por

_ | (4%, 3p); 0<x<%,0<y<l1
hixy) = (4x—1,4p+1); l§x<i,0§y§1
T(x,7) = 2/ T 20 g 2
Ty(x,9) = (4x — 2,%3}) %§x<%,0§y§1
2% 9= (4x-3,5y9+3); 3<x<1,0<p<l1
¢ chamada baker map 2-por-1.
T Hy
Vo |Vi |V |V3 H,

Figura 4.3: baker map 2-por-1

Proposicao 4.2.1. A transformagao baker map 2-por-1 preserva medida de Lebesgue.

Demonstragdo. Se x € [0,1] ey € [0, %], entao

T=([0,x]x [0,9]) = T ' ([0,x] x [0, y])U Tz_l([O x]x[0,])

= [0, —]x[O Zy]U[2 §+Z x [0,2y].
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Logo,

Pf(x,y)= axay(J 23}f (st dtds+J‘2+Z Lzy_lf(s,t)dtds)
- %(f(z, 2y) +f(§ + Z,Zy - 1))

Portanto, neste caso, P1 = 1.
Sexe[0,1]eye [%,1], entao

T7([0,x]x[0,p]) = Ty ([0,x] x [0,p]) U T5 ([0, x] x [0,9])

11 «x 33
—[Z,Z+Z]X[O,2y—l] [Z Z+Z]X[0,2y_l]

142 2yl 343 ~2y-1
Pf(x, axay(j J; f(s,t)dtds+Ji31 Jo f(s,t)dtds)
- %(f(i+Z,Zy—1)+f(z+z,2y—l)).

E assim, P1 = 1. Portanto a medida de Lebesgue ¢ invariante por T. ]

Logo,

Seja T : X — X a aplicacao baker map 2-por-1. Definamos os seguintes conjuntos

1 1 3
d) = {Z}X [0,1], d, = {5} x[0,1], d5 = {Z} x[0,1], d4 =[0,1] x {0},
8:81 U82U83U84;

Q= U T"(9) e X* = X\ Q.

n=-—0o0

No lema a seguir, veremos que o conjunto X* é invariante e possui medida total, o
que nos permite estudar a dinamica do baker map 2-por-1 restrita ao conjunto X*.

Lema 4.2.2. O conjunto invariante do baker map 2-por-1 tem medida total.

Demonstragdo. A provade que X* éinvariante é analoga a demonstracao do Lemal}4.1.2

Observe que em cada n—ésima iteracdo, () corresponde a unidao de 4" linhas
verticais e 2" linhas horizontais de medida nula. Entao, m(Q2) = 0. Portanto o conjunto
invariante dado por X* = X\ Q é tal que m(X*) = 1. ]

Observacao 4.2.3. Denominados a restricao do baker map 2-por-1 a X*, dado por
T= Tj,. : X* — X*, de transformacao baker map 2-por-1 T.

Observe que () contém o conjunto dos pontos de descontinuidade do baker map
2-por-1. Logo, o baker map 2-por-1 é uma transformacao continua em X* = X \ Q), isto
é, a transformagdo T é continua. Entio, pelo Lema o baker map 2-por-1 T é uma
transformacao mensuravel.

Lema 4.2.4. A transformagdo baker map 2-por-1 T preserva medida.
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Demonstragdo. A prova é analoga a demonstracao do Lema4.1.4 N
Teorema 4.2.5. A transformagao baker map 2-por-1 é LM-Bernoulli.

Demonstragdo. Seja T : X — X a transformagao baker map 2-por-1 definida no espaco
de Lebesgue (X,E, m).

Consideremos o espago X7 ¢ sendo Z = {a,b} e $ ={0,1,2,3},e x: S — Z omapa de
fatoragao dado por x(0) = x(2) =ae k(1) =x(3)="b.

Definamos a transformagao p: ¥z ¢ — X dada por

(o) Xi o X
plx)=|) o mod 122—1’ mod 1 ;x = (x;).
i=1

i=1

A aplicagao p associa a cada sequéncia de simbolos de ¥ g, um par ordenado do
quadrado unitario. De modo analogo a aplicagdao p definida no caso do baker map
1-por-1, a transformagao acima é mensuravel.

Definamos Y7, ¢ = £z g \ (p71(Q2)). O conjunto X}, 7.5 € invariante. Com efeito, seja

x = (x;) € £, ¢, entdo x & p~1(Q), dai

:(iﬁ—;l odlZ modl zQ

i=1
00 Xi_1

e assim ) ;2 5+
também sao expansoes Unicas. Entao

:(i% modlZ’X’+1 modl z Q.
i=1

1_

X_
ey ! 21 sao0 expansdes Unicas. Em particular, " 2, 7 e Y 11“

Ou seja, o,(x) € Z*Z,S e, portanto, GK(Z*Z,S) C Z*Z’S. Por outro lado, considerando
x=(x;) € X ¢ asequéncia w = (---x_p -5x9X+) € Xz 5, tal que s € k! (x_;), satisfaz
a igualdade o, (w) = x. Como p(x) ¢ Q, } 2, Xél ey 2, sao expansoes unicas, logo,
Yo x’zf ey = l, também sao expansoes unicas. Em particular p(w) € QQ e assim
w € Y. Entao UK(ES) Y5, isto €, X € invariante.

Consideremos 01X, 6227 Seja ¢:X7 ¢ — X" aaplicagao dada por ¢(x) = p(x),

para todo x € X7 5. Vamos mostrar ¢ que o baker map 2-por-1 T : X* — X* é isomorfo
ao mapa Zip- Shift por meio da aphcagao Q.

Em X" a expansao binaria ¢ tnica, logo a aplicagdo ¢ ¢é injetiva. Como cada
x,7 € [0,1] podem ser expressos em representagao binaria, segue-se que ¢ é sobrejetiva.
Portanto, ¢ € bijetiva.

Seja u = @;'m o pushforward de m pela aplicagio ¢~!. Pelo Lema 0
pushforward induz uma medida de probabilidade invariante em (X7 s,C), obtendo-
se 0 espago de probabilidade (¥, g,C, u). Ainda, para cada A € B, u(p !(A)) =
m(p(p~t(A))) = m(A), ou seja, ¢! preserva medida. Logo ¢ preserva medida
invertivelmente.

Resta mostrar que ¢ oo, = T o @. Ou seja, o diagrama a seguir é comutativo:

* O- *
ZZS 2ZS

oLk

XL . x
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Seja z = (z;) € X} ;. Entao,

Q(0,(2)) = (Z% mod l,i% mod 1).
] i=1

Para (x,y) € X", definamos z; = 0 se x € Vj e zy = 1 se x € V. Reescrevemos o baker
map 2-por-1 na forma a seguir

T(x,y) = (4x mod 1, %(y + K(ZO))),

sendo x(zg) dado pela representacao numérica de 4,b € Z, isto é, fazemos Z = {0’,1’} =
{a, b}, escrevendoa=0",b=1".
Entao,

Zi-1
41’
i—1
41’

mod 1,2% mod 1)
mod 1, x(20) + i 2 mod 1)

i+1
2 i=1 2

z

T(¢(2) = T(i
i=1
- (4;

1
:(i% modl,iz‘z# mod 1) = ¢(0,(2)).
i=1 i=1

Portanto o baker map 2-por-1 ¢ isomorfo a transformagao Zip-Shift e, entao, possui
a propriedade de LM-Bernoulli. N
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Capitulo 5

Ergodicidade e Caos Devaney

Neste capitulo investigamos as propriedades ergddicas do baker map 2-por-1 e seu
comportamento caotico.

5.1 Transformacoes Ergodicas

As principais referéncias para esta se¢ao sao [19] e [9].

Defini¢ao 5.1.1. Seja (X,.A) um espago mensuravel e seja T uma transformacao
mensuravel. Dizemos que a medida invariante y é ergodica ou que a transformagao T
é ergddica, se para cada A € A com T~}(A) = A, tem-se p(A) = 0 ou pu(A) = 1.

Teorema 5.1.2 (Caracteristica de medidas ergddicas). [18] Seja (X,.A, u) um espago de
probabilidade e T : X — X uma transformagdio que preserva medida. Sdo equivalentes:

(i) péergddica;
(ii) foT=f; felYX,B,u)=f=cte p—gq.t.p.

Demonstragdo. (i)= (ii) Suponha que y seja uma medida ergddica. Por contradicao,
seja f € L! tal que f o T = f, mas f nao constante y—q.t.p.
Definindo B={x € X : f(x) > c}, tem-se 0 < u(B) < 1.

Como f o T(x) = f(x), entdao T"'B = B, pois f o TT }(x) = f o T"!(x) implica
f(x)=f(T7}(x)). Assim, T"!B={xe X: f(T"'x)>c} =B.

Como B é invariante e T preserva medida, 0 < u(B) < 1 implica 0 < y(T7'B) < 1.
O que contradiz o fato de y ser uma medida ergddica.

(ii)= (i) Seja B Atal que T~'B = B. Se u(B) = 0, entdo y é ergédica. Suponha u(B) > 0
e defina f = xp. Logo,

u(B) = mew . LXT—lg(x)d# - Lmnx»du = W(T™'B).

Dai, para p—q.t.p., xg(x) = xg(T(x)). Ou seja, xg = xgo T, o que implica, por
hipétese, que xp é constante y —gq.t.p. Logo, xp(x) =1 u—q.t.p.
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Como (X, A, u) é um espago de probabilidade,

u(B) = LXB(x)dﬂ = leﬂ =1,

isto é, u(B) = 1. Portanto u é ergddica.
O

Exemplo 5.1.3. Seja R,(x): S! — S! a rotacdo racional dada por R,(x) = x+a mod 1
tal que a = g € Q com p e g primos entre si. A transformacao R, nao é ergddica.
De fato, considerando

tem-se R;!(A) = A. O conjunto A é a reunido de intervalos de medida ziq, dai m(A) =

qzl—q = %, ou seja, 0 < m(A) < 1. Portanto, m nao é ergodica.

Exemplo 5.1.4. A rotagao irracional R, = x+a mod1l, com a« € R\ Q, é uma
transformacao ergodica.

Seja f € L? tal que f o R, = f q.t.p. Vejamos que f é constante q.t.p. Para tal,
consideremos a expansao de f em série de Fourier dada por

(o]

Z 2Tzlnx J-f 2mnxdx

n=—oo0
Como f o R, = f, entao

(o] (o]

Como a € R\ Q, as drbitas de R, sao todas distintas. Em particular, R;(0) = na
mod 1 # 0. Logo, 1 —?™"% % 0, dai ¢, = 0 para todo n. Entdo a funcio f é constante.
Portanto, pelo Teorema a rotagao irracional é ergddica.

5.2 Transformagoes Mixing

As principais referéncias desta secao sao [[17]], [[L8]] e [8].

Defini¢ao 5.2.1. Seja (X, B, ) um espago de probabilidade. Uma medida p invariante
por T : X — X (ou a transformacao T que preserva medida p) é fortemente mixing se
para cada A, B € B tem-se

lim u(T™"(A) N B) = u(A)u(B).

n—-oo
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Definicao 5.2.2. Seja X um espago topologico. Uma aplicagao T : X — X ¢é
topologicamente transitiva se para cada par de subconjuntos abertos A e B de X, existe

n tal que
T"(A)NB = 0.

Definicao 5.2.3. Uma transformacao continua T : X — X sobre um espacgo topologico
X é topologicamente mixing se para todo par de subconjuntos abertos A e B de X
existe N > 0 inteiro tal que

T"(A)NnB=#0, VYn>N.

Figura 5.1: [17] A figura acima ilustra a propriedade de mixing.

Lema 5.2.4. [[17] Toda transformagdo topologicamente mixing é topologicamente transitiva.

Demonstragdo. Se T : X — X é uma transformacao topologicamente mixing, entao para
quaisquer abertos A e B de X, existe N > 0 tal que T"(A) N B =0 para todo n > N. Em
particular, TN (A) N B = 0. Portanto, T é topologicamente transitiva. N

Proposicao 5.2.5. [14]Seja (X,B,m) um espaco de Lebesgue e T : X — X uma
transformagao continua que preserva medida. Se T é fortemente mixing, entio T é
topologicamente mixing.

Demonstragdo. Sejam A, B C X subconjuntos abertos nao-vazios. A medida de Lebesgue
de abertos nao-vazios é sempre estritamente positiva, logo, m(A)m(B) > 0. Como a
transformacao T é fortemente mixing, entdo, por definicao,

lim m(T"(A) N B) = m(A)m(B) > 0.

n—-o0

Logo, existe N > 0 tal que se n > N entao m(T~"*(A) N B) > 0, o que implica
T7"(A)NnB=0. O

Teorema 5.2.6. [[17] Toda transformagao fortemente mixing é ergodica.

Demonstragdo. Sejam (X,B,u) um espago de probabilidade, com px uma medida
invariante por T : X — X.
Tome A C X tal que T‘l(A) = A. Logo,

lim u(T™(A)NA) = u?(A).

n—o00

Ou seja, u(A) = u?(A), o que implica que u(A) = 0 ou u(A) = 1. Portanto, u é ergddica.
O
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A reciproca do teorema acima nao é verdadeira. A rotagao irracional é ergddica mas
nao é fortemente mixing.

Exemplo 5.2.7. Seja R, : S! — S! uma rotacdo irracional. Se A,B C S! sdo intervalos
suficientemente pequenos, entao R,*(A) N B = 0 e m(R,*(A) N B) = 0 para infinitos
valores de n. No entanto, m(A)m(B) = 0. Logo R, nao é fortemente mixing.

5.2.1 A Ergodicidade e Mixing do Baker Map 1-por-1

Veremos na proposicao a seguir que o mapa de deslocamento é uma transformacgao
fortemente mixing. Usaremos este fato para demonstrar que toda transformacao
isomorfa ao mapa de deslocamento, isto é, toda transformacao Bernoulli, é também
fortemente mixing. Dai concluiremos que o baker map 1-por-1 é fortemente mixing, e
em particular, é uma transformacao ergddica. A partir de tais resultados, mostraremos
que o baker map T ¢é fortemente mixing, ergddico e topologicamente mixing.

Proposicao 5.2.8. [17] Seja (Xs,C, ) um espago de probabilidade. O mapa de deslocamento
0:Xg — Xg é fortemente mixing.

Demonstragio. Como C é a o-algebra gerada pela colecao de cilindros basicos,
basta verificar que a propriedade € valida para qualquer par de cilindros basicos.

Consideremos os cilindros basicos Cl], C]''. Observe que G‘”(C{) = C{Jm. Logo,
po™(C)NC) = p(C, N C) = pjpwm = p(CHR(CY).
Portanto, o mapa de deslocamento é fortemente mixing. O

Observacao 5.2.9. Observe que de fato, ao considerarmos dois cilindros quaisquer de

Y5, a propriedade mixing é satisfeita. Sejam Cljlll]kk, Cnllont € Tg. Temos

—ng~irdky _ ~d1
o (Cil"‘ik ) = i+
Logo,
—n Ik Mty JiJk 1y -1y
I/I(G (Clllk ) N Cnl"'nk ) - V(Ci1+n~~-ik+n N Cn1~--nk )
= p]l --.p]kpml ...pmk

= p(CI Y.

Observacao 5.2.10. Se T : X — X é uma transformacao Bernoulli, ou seja, se existe um
isomorfismo ¢ : ¥5 — X entre T e o mapa de deslocamento o : £g — Xg, entao para
cada n € N:

i) T"o@ =@oo", poiscomo T o p = @ o0, entdo
T"op=T""'o(Top)
=T"1lo(poo)

:T”_ZO(poa2

:To(poan_1

=@oo".
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ii) T"(@(A)) = p(c7"(A)), para todo A €C.
Com efeito, como ¢ é bije¢ioe Top =@ oo, entio T = poo o '. Logo,
=(pocop ) (pocop)=poc"ogp!
Usaremos a igualdade acima para mostrar que T-"(@(A)) C p(07"(A)):
xe T (@A) = T"(x) € p(A)
= <P( "¢~ (%)) € p(A)
(@7 (x) €A
o"(@7H(x) ca7T(A)

¢~ (x) o (a (@7 (x ))):><P '(x) e a7(A)
= x € p(a~"(A)).

Entao T7"(@(A)) € @(07"(A)). Vejamos, por outro lado, que ¢(c7"(A)) C
T (p(A):
xep(c"(A) = x=¢(y), paraalgumy e o "(A)
= T”( )=T"(¢(»))
¢(0"(y)) € p(A), pois 0"(y) € A
=T" ( ) € ¢(A)
=>xeT " (p(A)).

Portanto, T™"(¢p(A)) = @(c7")(A).

Teorema 5.2.11. [[17] Toda transformagdo que possui a propriedade Bernouli é fortemente
mixing.

Demonstragdo. Consideremos o espago de Lebesgue de probabilidade (X,E,m), T :
X — X uma transformagao Bernoulli, ¢ : ¥ — X o isomorfismo de T ao mapa de
deslocamento o e o espago de probabilidade (Xg,C, u), sendo i = @;'m o pushforward
de m por ¢!

Sejam A,B € B. Como ¢ é mensuravel, entido ¢~'(A),p~'(B) € C, ou seja, existem
A’,B’ € C tais que A’ = ¢~ '(A) e B" = ¢~!(B). Como ¢ ¢é bijetiva, entdo A = p(A’) e
B=¢(B’).

Entao,

Tim m(T~"(A)"B) = lim m(T~"(p(A")) N p(B'))

(

= lim m(p(c™"(A’)) N @(B’)), pela Observac¢ao[5.2.10
(A
)N

n—oo

n

= lim m(p(o~"(A") N B’)), pois ¢ é bijetiva

B’))
= u(A")u(B’), pela Proposi¢ao[5.2.8

= m(p(A))m(¢(B’))
= m(A)m(B).

= lim oA

n—-o0

Portanto, T é fortemente mixing.
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Corolario 5.2.12. A transformagdo baker map 1-por-1 é fortemente mixing e ergodica.

Demonstragdo. Pelo Teorema o baker map 1-por-1 é Bernoulli. Logo, usando o
Teorema[5.2.11}, o baker map ¢ fortemente mixing. Como ¢é fortemente mixing, entao,
pelo Teorema a transformacao é ergddica. O]

Corolario 5.2.13. A transformacdo baker map 1-por-1 T é fortemente mixing e ergédica.

Demonstragdo. Sejam A e B subconjuntos abertos quaisquer de X. Os conjuntos A N
X*, BN X* sao abertos arbitrarios de X*. Temos

T "ANX)NBNX)={xeX5T (x)eAeT (x)eX}N(BNX")
(TTMA)NX) N (THX) N X )N (BN XY)
=T "(A)NBNX".

Note que
TMA)NB=[(TT"MA)NB) N X JU[(TTA)NB)N (X \ X")].

Como m(X \ X*) =0, segue que m((T"(A)NB)N (X \ X*)) = 0. Logo,
m(T~™(A)NB)=m(T (ANX")N(BNX")).
Entao,

lim m(T (ANX*)N(BNX*) = lim m(T"(A)N B)

n—oo n—00

= m(A)m(B), pois T é mixing.
Portanto a transformacao T é fortemente mixing, e dai, pelo Lema é ergddica. [
Corolario 5.2.14. A transformacdo baker map 1-por-1 T é topologicamente mixing.

Demonstragio. Consideremos o espaco de Lebesgue (Xx, BNX*, m.),sendo T : X* — X~
o baker map 1-por-1 T. Pela Observagio T é continua. Pelo Corolario anterior T
é fortemente mixing. Portanto, segundo a Proposicao o baker map 1-por-1 T é
topologicamente mixing. ]

5.2.2 A Ergodicidade e Mixing do Baker Map 2-por-1

De modo similar ao estudo da ultima subsecao, veremos o mapa de Zip-Shift é
uma transformacao fortemente mixing e mostraremos que toda transformagao LM-
Bernoulli é fortemente mixing. Concluiremos que o baker map 2-por-1 T é fortemente
mixing, ergodico e topologicamente mixing.

Proposi¢ao 5.2.15. Seja (X7 s,C, u) um espago de probabilidade. A aplicagcao Zip-Shift
Oy : Xz — Yz € fortemente mixing.

Demonstragdo. Sejam C{,CZ dois cilindros basicos de ¥ s. Vamos calcular G,;"(C{),
considerando os seguintes possiveis casos:

e Sei>0o0ui<-n, obtemos a,;”(Cf) =/ Entao,

1+n’

plo(Chncny =pu(cl nch

1+n

=p;p, = u(CHP(Cy).
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¢ Se —n <i<0,supondo x~1(j) = {sy, -, s¢}, obtemos

a,;”(cf) C' U---uCHk

1+n 1+n°
Entao,
p(o"(CHNCl) = p((Ct, U---UCE )N C))
= u(CiL,U---UC uCy)

= (psl t+--- +psk)pr
= pjpr = MC)H(Cy).

Como C é gerado pela colecao de todos cilindros basicos, segue que a aplicacao
Zip-Shift é fortemente mixing. O]

]11 ]lk C, k

Observagao 5.2.16. Consideremos agora os cilindros da forma C T1 7

]11 ]’k _ .
Vejamos que p(o, (Cl1 g )= Pji, =" Pj - Consideremos os seguintes casos:

]11 ]zk j11 jzk

iq g ) i +ne-ig+n’ Entao,

* Se iy >0 ou i} < —n, obtemos o."(C:

g iy i
o (Cipti ) = Py Py

* Seexisteijcom -n<i;<0eje{l,... k}, supondo K_l(i]') ={sy...s,}, obtemos

i
Okn(cir"ij'"ik ) = iyt (i 1) (i )i
=Py Pji, P,y P Py T+ Py )
=Pji Pji, P, Pi ) P

= Pji, Pl

jil "’jij_l jij+1 "'jik

n(ci,u--uCr,,)

1;+n
j+1

j+1

Como ,u(C;{ ) ) pj, entao p(oy (C]0 ]‘)) =Dj,-Dj,-

1 l+l
Portanto, a propriedade fortemente mixing é de fato valida ao considerarmos os
cilindros, pois
tyy ooty R e T
) N Cﬁl'"?’k k) = V(Gxn(cill...ik , ))]"(Crll---rk k)
= (pj,, ;i (Pt o Py,)
jil'"jik 'trl

= u(C T e,

ll...ik

o el

iy

Observacao 5.2.17. Se T : X — X é uma transformacao LM-Bernoulli, ou seja, se existe
um isomorfismo ¢ : ¥ ¢ — X entre T e um mapa Zip-Shift o, : ¥z ¢ — X 5, entdo
para cada n € IN:

i) T"op=¢@oo);
ii) T7"(@(A)) = p(0:*(A)) para todo A €C.
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A prova dos itens acima é analoga ao caso em que T é uma transformagao Bernoulli -
visto na Observacao(5.2.10

Teorema 5.2.18. Toda transformagao LM-Bernoulli é fortemente mixing.

Demonstragao. Consideremos os espacos de medida (X,E,m), ():Z,S,E,y), T: X —->X
uma transformag¢ao LM-Bernoulli, ¢ : ¥z ¢ — X o isomorfismo de T a aplicagao Zip-
Shift o, e u = @, 'm o pushforward de m por ¢ L.

Sejam A,B € B. Como ¢ é mensuravel, entio ¢~ '(A), o 1(B) € C, ou seja, existem
A’,B" € C tais que A’ = ¢ 1(A) e B" = ¢ 1(B). Como ¢ é bijetiva, entdo A = @(A’) e
B=¢(B’).

Entao,

lim m(T™"(A)NB) = lim m(T"(¢(A")) N ¢(B’))

n—-oo n—o00
—n

= lim m(p(o."(A")) N @(B’)), pela Observagao[5.2.17
n—00

Plo(
= lim m(p(o."(A’) N B’)), pois ¢ é bijetiva
)NB’))
= u(A")u(B’), pela Proposi¢ao[5.2.15

= m(p(A))m(p(B’))
= m(A)m(B).

= lim p(o. " (A

n—0o0

Portanto, T é fortemente mixing.

Corolario 5.2.19. A transformagao baker map 2-por-1 é fortemente mixing e ergodica.

Demonstragdo. Pelo Teoremal[4.2.5] o baker map 2-por-1 é do tipo LM-Bernoulli. Entao,
usando o teorema anterior, o baker map 2-por-1 é fortemente mixing. Como o baker
map 2-por-1 é fortemente mixing, a ergodicidade segue pelo Teorema|5.2.6

[

Corolario 5.2.20. A transformagio baker map 2-por-1 T é fortemente mixing e ergédica.
Demonstragdao. A prova é analoga a demonstracao do Corolario[5.2.13 N
Corolario 5.2.21. A transformacio baker map 2-por-1 T é topologicamente mixing.

Demonstragao. Consideremos o espaco de Lebesgue (X+,BN Xmy.)eT: X" —> X*o

baker map 2-por-1 T. Pela Observagao T é continua. Pelo Coroléario anterior T
é fortemente mixing. Portanto, segundo a Proposicao o baker map 2-por-1 é
topologicamente mixing. ]

5.3 Caos Devaney

A principal referéncia desta segao é [3].

Definicao 5.3.1. [3]] Seja (X,d) um espaco métrico. Uma transformacdo continua
T : X — X é caotica se satisfaz as trés seguintes condigdes:
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(i) T é topologicamente transitiva.
(ii) O conjunto dos pontos periddicos de T, denotado por Per(T), é denso em X.

(iii) T é sensivelmente dependente das condig¢des iniciais, isto é, existe 6 > 0 tal
que para cada ponto x € X e para cada aberto U contendo x, existem y € U e
n € N tais que d(T"(x), T"(y)) > 6. O namero positivo 0 é chamado de constante
de sensibilidade.

Em [2], BANKS et al, mostraram que em um espaco métrico infinito, se uma
transformacao é topologicamente transitiva e possui densidade de pontos periédicos,
entao ela é sensivelmente dependente das condigoes iniciais. Alternativamente, no
teorema a seguir, mostramos que ao supormos T uma transformacao topologicamente
mixing com densidade de pontos periddicos, obtemos a dependéncia as condigoes
iniciais.

Teorema 5.3.2. Sejam (X, d) um espago métrico, X um conjunto infinitoe T : X — X uma
aplicagao continua. Se T é topologicamente mixing e Per(T) é denso em X, entdo T tem
dependéncia sensivel ds condigoes iniciais.

Demonstragao. Suponhamos que T nao seja sensivelmente dependente de condigoes
iniciais. Isto é, para todo 6 > 0, existe x € X e um aberto U contendo x, tal que para
todoy € U etodo n € Z, tem-se d(T"(x), T"(y)) < 6. Entdo, para qualquer z € U, usando
a desigualdade triangular,

d(T"(y), T"(2)) < d(T"(y), T"(x)) + d(T"(x), T"(2)) < 26. (5.1)

Por hipoétese Per(T) = X, entao existe um ponto peridédico p € U. Seja k € IN o
periodo de p.
Seja z € X \ U tal que d(p,z) > 106. Tome V = B(z,0). Como T é topologicamente
mixing, entao existe um inteiro positivo N tal que para todon >N, T"(U)NV =0.
Como k e N sao inteiros positivos, Nk > 0. Logo, TNk(U) NV =0. Dai, existe we U,
tal que TN¥(w) € V e entdo
d(TN*(w),z) < 6.

Como p,w € U, pela equagao (5.1) temos
d(TNk(p), TN*(w)) < 26.

Observe que
T (p)=T*o "o T*(p) = p.

Usando as observagoes acima e a desigualdade triangular, obtemos
106 < d(p,z) < d(p, TN¥(w)) + d(TN¥(w), 2)
<d(T(p), TN*(w)) + d(T"*(w), 2)

<20+0=30
=106 < 30.

O que é um absurdo. Portanto, T é sensivel as condi¢oes iniciais.
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5.3.1 O Baker Map 1-por-1 T é cadtico

A partir da proposigao a seguir e do isomorfismo entre o baker map T e o mapa
de deslocamento, mostraremos que o conjunto dos pontos periddicos do baker map
1-por-1 T é denso em X"

Proposicao 5.3.3. O conjunto dos pontos periddicos do mapa de deslocamento é denso em
2*
50

Demonstragao. Consideremos

Jiy i ... iy
ipeip {xe X‘S}xil = Jipr e X —]ik}

um cilindro qualquer de ¥5. Seja x = (---x_; - xgX; --) € X§. Definamos X € ¥ dado por

— . . jil'"]’ik
X = (-xp X1 e Jip Xip+1 "']ik) € Cil"'ik .
- o . . Jiy i ~ .

O ponto X é periodico de periodo iy e pertence a Cilllmiklk. Entao cada cilindro em ¥

possui um ponto periddico. Portanto o conjunto dos pontos periddicos de o é denso
*

em Y.

O

Proposic¢ao 5.3.4. O conjunto dos pontos periddicos do baker map 1-por-1 T é denso em X*

Demonstragio. Consideremos os espagos mensuraveis (X*,8N X*) e (X5,C)eq@: Xy —
X* o isomorfismo definido no Teorema [4.1.5]

Seja Be BNX*. Como ¢ é mensuravel, entio ¢! (B) e CN Y. Pela Proposicao|5.3.3
Per(o) € denso em Y¢. Logo, existe x € Per(o) N @ 1(B), entdao x € ¢~ !(p) para algum
p € B, isto é, ¢(x) = p.

Como x € Per(c), existe k € N de modo que o¥(x) = x. Como T é Bernoulli, temos

(poak:Tkoqo, logo

p=¢x)=p (x)=T (p(x)) =T (p).

Entao, p € Per(T), e, portanto, Per(T) ¢ denso em X*.

Proposi¢ao 5.3.5. O baker map 1-por-1 T é topologicamente transitivo.

Demonstragdo. Pelo Corolério|5.2.14} o baker map T é topologicamente mixing. Entio,
usando o Lema|[5.2.4} segue-se que tal aplicagao é topologicamente transitiva.
O

Teorema 5.3.6. A transformagdo baker map T é caética.

Demonstragao. Pela Proposicao o conjunto dos pontos periédicos de T é denso
em X*. Pela Proposicao T é topologicamente transitivo. Entao, pelo Teorema

m a aplicacao T é sensivel as condigoes iniciais. Portanto o baker map T é uma
transformacao cadtica. [
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5.3.2 O Baker Map 2-por-1 T é cadtico

Mostraremos a seguir que o conjunto dos pontos periddicos do mapa Zip-Shiift €
denso em X7 ;. Usaremos este resultado e o fato de que o baker map 2-por-1 T ¢ LM-
Bernoulli para concluirmos que o baker map 2-por-1 T também possui densidade de
pontos periddicos.

Recordemos que os elementos periddicos de X ¢ sao pontos do tipo (x(j1)---x(j,)
ji -+ ju), 0s quais denotamos de modo sucinto por (+ji -+ j,).

Proposic¢ao 5.3.7. O conjunto dos pontos periédicos do mapa Zip-Shift é denso em X7, .

Demonstragao. A fim de obter a densidade de pontos periddicos, mostraremos que cada
cilindro de Y7 s contém um ponto periodico de oy.

] Ji Ji e . e~
Se]a C ’k =C'n---NC;* € ¥} . um cilindro qualquer. Por definigdo, temos
] 17 iy Z,S
i1 <ip<- < zk Devemos analisar 3 casos possiveis.
Caso i) Suponhamos jj ,...,ji €S;iy,...i > 0.

Seja x = (x;); € X7, 5 qualquer e definamos o seguinte ponto de X7, ¢

_ : i
X = (X0 "+ Xj,—1 Jiy Xiy+1° szl]zk)ec 0

= (xc(xg) -+ w(xj—1) K (fiy ) (X, 1) =+ (1) K (Ji, ) = X0 =+ Xiy =1 Jiy Xiy+1 " Xip=1 Jip)-

x(Blocol) Blocol

(Chamamos de Bloco 1 a sequéncia de simbolos compreendida entre x, e j; e
denotamos por x(Bloco1l) a sequéncia de simbolos compreendida entre «(x;) e

K (jik)-)
Observe que X € C - ¥ ¢ um ponto periddico de periddo i, isto é, o F(x) =x.
Caso ii) Suponhamos j; ~--jik €Z;iy,...1 <0.

Seja x = (x;); € X7, ¢. Para cada simbolo x; com i; <i, <0, fixemos um elemento
s; €k (x; ). Definamos
In Jin

= (Jiy Xiy+1 " Jig Xigs1 ©* X1 iy Siy+1  Sig Sige 1~ 5-1)

Bloco1 ex1(Bloco1)

J:k
= (5, Sij+1 " Sig Sige1-75-1) € C

Assim como no caso anterior, X € C - ¥ é um ponto periddico de periddo —iy, isto
7 —l —
é, 00 (X)=7x.

Caso iii) Suponhamos j; ,...,ji € Z;ij,...,ii <0, e i ..., Ji, € S;i41,.-,ik 2 0.

Seja x = (x;); € ¥}, ;. Para cada simbolo x; com i; < i, <0, fixemos um elemento
si €k !(x; ). Definamos
In In
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X = (x(xq) - k(i) e % (i) Jiy Xiya1 +o Jiyp oo Xo1 X0 0 Jipy Xigp+1 0 Ji Sip o S5-1 )
—_——
x(Bloco1) Bloco2 Bloco1 ex1(Bloco2)

~ . : iy
= (+X0 *++ Jipyy Xipyy+1 *+ Jig Siy = 5-1) €Cy Ly

ik_il -\ _ = . — ji1-~~ik , “ s 1. 4 . .
Observe que o ' (X) =x. Ouseja, x € Ci,..i, €um ponto periodico de periodo iy —i;.
Portanto, cada cilindro de X7, S contém um ponto periddico de oy, isto €, o conjunto
Per(oy) € denso em X7 ..
O

Proposigao 5.3.8. O conjunto dos pontos periédicos do baker map 2-por-1 T é denso em X*.

Demonstragdo. Consideremos os espagos mensuraveis (X*, B N X, (XZ5CN E*Z’S) e
¢:X; ¢ > X" oisomorfismo definido no Teorema

Seja Be BNX*. Como ¢ é mensuravel, entio ¢! (B) e CN Y. Pela Proposigao|5.3.7
Per(oy) € denso em X7 5. Logo, existe x € Per(o,)N ¢~ !(B), entdo x € ¢~ !(p) para algum
peBN X" isto é, p(x) =p. B

Como x € Per(o,), existe k € N de modo que o¥(x) = x. Como T é LM-Bernoulli,
temos @ o ok = T @, logo

p =)= p(ck(x) =T (p(x) =T (p).

Entdo, p € Per(T), e, portanto, Per(T) é denso em X*.

Proposi¢io 5.3.9. A transformagdo baker map 2-por-1 T é topologicamente transitiva.

Demonstragdo. Pelo Corolério|5.2.21}, o baker map 2-por-1 T é topologicamente mixing.
Entao, pelo Lema tal transformacgao é topologicamente transitiva. O

Teorema 5.3.10. A transformagdo baker map 2-por-1 T é cadtica.

transtivo. Pela Proposigao o conjunto dos pontos periddicos de T é denso em
X*. Como o baker map 2-por-1 é topologicamente mixing (Corolario e possui
densidade de pontos periddicos, entao pelo Teorema a aplicacao T é sensivel as
condic¢Oes iniciais. Portanto o baker map 2-por-1 satisfaz as trés condi¢oes da definigao
de caos Devaney, ou seja, T é uma transformacao caodtica.

Demonstragdao. Pela Proposicao o baker map 2-por-1 T é topologicamente
i

]
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Apéndice A

Meétricas em Xg

A aplicacio d, : X5 x g — IR dada a seguir é uma métrica em X :

— = d(x;,v;
Dny)= ) T,

Demonstragao. Sejam x,y,z € ¥g quaisquer.

(i) Positividade: d,(x,y) > 0 pois d(x;,y;) > 0 para todo i € Z. Ainda,

dr(x,y)=0ed(x;,y;)=0VieZ=x=y.

(ii) Simetria:

= - dxy) N dexi) =
Doiwy)= ) W N7 AE) G

i=—00 i=—o00

(iii) Desigualdade triangular: Como d é uma métrica, em particular a desigualdade
triangular é valida para d. Entao,

d(x;,v;) <d(x;,z;)+d(z;,v;)VieZ
d(xi)yi)<d(xi)zi) d(z;,v;)

- < - + -

2li 2lil 2lil
o d(x,v) v dx,z) v d(zi,9i)
:’,_Z ol S,_Z ol +,_Z Sl

= Ez(x,y) < Ez(x,z) + Ez(z,y).

A aplicacdo d5: X5 x g — IR dada a seguir é uma métrica em X :

1
- Mo S€E X F
dS(X’y) - { (2)M(sg)x = }) y

sendo M(x,y) = minf{|i|; x; # y;} quando x = .

Demonstragao. Sejam x,7,z € ¥g quaisquer.
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(i) Positividade: Observe que por definicao,

d;(x,y) =0 x=1.

Se x # y, entao Eg(x,y) = _2M}x,y) > 0.

(ii) Simetria: Note que
M(x,y) = min{|i[; x; # y;} = M(y, x).

Logo
= 1 1

dal0y) = 2M(xy) ~ M) d3(x,3).

* Se a = M(x,z), entao M(x,y) > M(x,z), logo

— 1 1 1 1 — —
= < = .
3009) = Sty = Ptem) < M) T iy — 3102 As(29)

* Se a=M(z,v), entao M(x,y) > M(x,z), logo

- 1 1 1 1 - -
= < = .
d3(x, y) 2M(X,y) —= 2M(X,Z) < 2M(X,Z) + ZM(Z’}}) d3(xl Z) + d3(zly)

* Suponhamos a = M(x,y). Como M(x,y) = min{|i[; x; # y;}, entao

33(x,y) = m implica x; = y; para todo i < M(x,);
33(3(, Z) = W
1

E;,(z,y) = WG implica z; = y; para todo i < M(x, ).

1 ) implica x; = z; para todo i < M(x, z);

Entao, como x; = y; para todo i < M(x,y), entao

x:(....xoxl ...xM(x,y)...)

Y= (o X0 X1 Xp ()1 PM(xg) " )-

Como x; = z; para todo i < M(x,z), entao
2= (- XX Xp () XM (x,2)-1 EM ()" )-

Como z; = y; para todo i <M(z,p), entao

zZ = ( *Xg X" 'yM(X,y) “'yM(Z,y)—l ZM(Z,}}) . )

O que implica M(x,y) = M(z,v). Logo,

11

IM(xy) — pM(zy)

N 1 < 1 N 1
oM(xy) — oM(xz)  oM(zy)

d3(x,y) <dsz(x,z)+d3(z,9).

Portanto d5 é uma métrica em Xg.
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O
As meétricas 31,32 e 33 sao equivalentes.
Demonstragao. Mostraremos que a inclusao
ji (Es,d1) = (Bs,da)
€ um homeomorfismo. A aplicacao € naturalmente bijetiva.
Observe que para todo i € Z, 2/l < 20l(1 + d(x;,v;)) < 21, Entao,
i dxi,yi) _ i _dbigi) i d(xi i) (5.2)
L= 2l T L ol v d(xgyy) T = 2

Seja x € X qualquer. Dado € > 0, tomando 0 = §,sey € X e El(x,y) < 0, entao

id(xi,yi><i dxpy:) ¢
2t = L lil(1 +d(x;,p1) 2

i=—00

Logo, a inclusao é continua em todo x € Xg.
Por outro lado, para qualquer € > 0, tomando 0 = ¢,se y € X5 e d,(x,v) < 9, entao

_ — & d(x;,v;
a7 ) ) = diwy) = Y %#j’;)

i=—00

<d=e.

Ou seja, a inversa também ¢é continua. Obtemos entdo que a inclusao é um
homeomorfismo. Portanto, as métricas d; e d, sdo equivalentes.

Consideremos agora a inclusao h : (Xs,d5) — (Zg,d3). Se x € Tg, e € > 0 é arbitrério,
tomando o = §, paray € ¥g com Ez(x,y) <0, isto é,

Zd(xi,‘yi) <&
2lil 2

entao para todo i € Z, o= < ¢. Em particular,

’2||

Logo a inclusao é continua.
Ve]amos agora que a inversa i~ L.z
0 = %. Suponhamos d 3(h 1 (x), 7 (y)) =

i <M(x,y). Pelo Lema segue que

E] (x, y) <

S d;) — (Zs,dl) é continua. Dado ¢ > 0, seja
ds(x,

) M(x,y) < 5! entao; xl —_ yl pal’a tOdO

2M(xy)
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Pela equacao (5.2)),

Y 408 G ) <

< &
2lil+1 2

2M(x,y)

i=—00

o d(x;, ;)
= Z T <€

1=—00

= Ez(x,y) <E&.

Logo a inversa é continua e, entdo, a inclusdo é um homeomorfismo. Portanto
as métricas d, e ds sao equivalentes. Note que joh : (X5,d;) — (X5,d3) € um
homeomorfismo, entao as métricas d; e d; sao equivalentes.

O
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