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Resumo

TRINDADE, Diego Vieira, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, agosto de 2021.
Sobre envelopes de retas intermedidrias de curvas planas. Orientador: Ady
Cambraia Junior. Coorientador: Mostafa Salarinoghabi.

Dada uma curva 7 plana, fechada e convexa, e dois pontos distintos em tal curva,
pode-se definir a reta média a qual passa pelo ponto médio do segmento ligando
esses dois pontos e a interseccdo das retas tangentes em cada um deles. Uma anélise
interessante, para tais retas, é investigar o comportamento do conjunto chamado de
envelope das retas médias. Em nosso estudo, abordamos as ideias fundamentais
e alguns resultados da Geometria Diferencial Afim e da Teoria de Singularidades,
a fim de apresentaremos qual é o comportamento a cerca do envelope das retas
médias. Posteriormente, é feita uma generalizacdo desses conceitos, levando em conta
o envelope da familia de retas intermedidrias, as quais sdo retas que passam por um
ponto intermediario da corda ligando dois pontos distintos da curva e pelo ponto
de interseccdo das tangentes nesses respectivos pontos, isto é, o Envelope das Retas

Intermediarias.

Palavras-chave: AESS. Aplicagdo conormal. Geometria diferencial afim. Ponto médio.



Abstract

TRINDADE, Diego Vieira, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, August, 2021. On
the envelopes of intermediate lines of plane curves. Adviser: Ady Cambraia Junior.
Co-adviser: Mostafa Salarinoghabi.

Given a planar, closed and convex <y curve, and two distinct points on that curve, it
is possible to define the mid-line which passes through the midpoint of the segment
connecting these two points and the intersection of the tangent lines in each of them.
An interesting analysis for such lines is to investigate the behavior of the set called
the envelope of the mid-lines. In our study, we approach the fundamental ideas and
some results of Affine Differential Geometry and the Theory of Singularities, in order
to present what is the behavior around the envelope of the mid-lines. Subsequently,
a generalization of these concepts is made, taking into account the envelope of
the family of intermediate lines, which are lines that pass through an intermediate
point of the chord connecting two distinct points on the curve and through the
intersection point of the tangents at these respective points , that is, the Envelope
of the Intermediate Lines.

Keywords: AESS. Conormal map. Affine differential geometry. Middle point.



Sumario

Introducao

i o Iniciais

(1.1 Grupo das transformacdes atins| . . . ... .................

1.2 Comprimento dearcoafim| . ... ... ...................

(1.3 Tangente afim e normalatim| . . ... .. ... ... ............

(1.3.1  Interpretacdo Geométrica do Normal Afim| . ... ... ... ..
1.4 r raAfiml . ... oo

2 Envelope de retas médias de uma curva plana

2.1 Envelopes| . .. ... ... ... ...

2.2 Envelope de retas médias de uma curvaplana . . . ... ... ... ...

2.2.1 Retas tangentes ndo paralelas|. . . . . ... .............

2.2  Estrutura local do AESS|. . . . . . . . . . . . ... ...

[2.2.3 Retas tangentes paralelas coincidentes| . . . . ... ... ... ..

2.2.4 Retas tangentes paralelas nao coincidentes| . . . . . ... ... ..

3 Envelope de retas intermediarias de uma curva plana

B.1 Retas intermedidrias com tangentes nao paralelas| . . . . ... ... ...

3.2 Estrutura local do envelope de retas intermedidrias| . . . . .. ... ...

3.2.1 Retas tangentes concorrentes| . . . . ... ... ... ... ...

3.2.2  Retas tangentes paralelas ndo coincidentes| . . . . . ... ... ..

3.2.3 Retas tangentes paralelas coincidentes| . . . ... ... ... ...

3.3 Abordagem por meio da Teoria de Singularidades|. . . . . ... ... ..

10

13
13
15
16
18
19
24
26

28
29
31
32
42
46
48



3.3.1 Germes de aplicacbes suaves| . . . . . ... ... ... ... ...,

3.3.2 Singularidades de germes de aplicacdes suaves

[Referéncias Bibliograficas|




10

Introducao

No campo da geometria diferencial afim de uma curva <y plana, convexa e fechada,
um estudo interessante estd relacionado com o envelope das retas chamadas de retas
médias associadas a curva 7.

Dados dois pontos pp, p2 na curva ¢ com tangentes ndo paralelas, define-se o
ponto médio do segmento ligando esses dois pontos como o ponto M = (p1 + p2)/2.
Naturalmente, a reta média é a reta que passa pelo ponto médio M e o ponto
de interseccdo das retas tangentes em p; e py. Se as tangentes sdo paralelas ndo
coincidentes, a reta média corresponde a Unica reta paralela as tangentes e que passa
pelo ponto M. Se p; — p2, ou seja, se as retas tangentes sdo paralelas coincidentes, a
reta média coincide com a reta normal afim em p,.

De modo geral, pode-se estabelecer a familia de retas médias de uma curva v e,
nessa perspectiva, o Envelope of Middle Lines (EML) , conjunto associado a tal familia,
é composto por 3 outros conjuntos, a saber: o Affine Envelope of Simmetry Set (AESS),
o qual esta associado aos pares de pontos (pj, p2) com tangentes ndo paralelas; o Mid
Point Tangent Locus (MPTL), associado aos pares de pontos (p1,p2), p1 # P2, com
tangentes paralelas e a Affine Evolute (AE), o qual estd relacionado com o caso limite,
quando p; tende a p».

Esses trés conjuntos se comportam de forma peculiar, sendo invariantes afins,
possuindo também rela¢des interessantes quando se observam seus pontos limites
e seus pontos singulares; possuindo, inclusive, pontos em comum. Além disso, ha
uma teoria robusta a respeito de tais conjuntos ja estudada anteriormente por Holtom
em [7].

Estudar o envelope das retas médias, tendo em vista a perspectiva de um conjunto
de simetria afim, é um caso cativante, uma vez que, na geometria diferencial afim,

construgdes anédlogas ao caso euclidiano, produzem dois conjuntos distintos, os quais
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foram apresentados inicialmente por Giblin e Sapiro em [5] e [6], sendo um desses
conjuntos o proprio AESS.

Por outro lado, um questionamento natural a ser feito é indagar qual é o conjunto
obtido, por meio do envelope, ao se levar em consideracdo a familia das retas que
passam por um ponto "intermedidrio" do segmento ligando dois pontos pi, p» na
curva 7y, com tangentes ndo paralelas, e pela interseccdo de suas respectivas tangentes.
De modo geral, na verdade, estamos em busca da generaliza¢do do envelope das retas
médias.

Inicialmente, dados dois pontos p1, p2 na curva y com tangentes ndo paralelas, o
ponto intermedidrio do segmento ligando esses dois pontos é M, = (1 —a)p; + apy,
com « € [0,1]. A reta intermedidria é a reta a qual passa pelo ponto intermedirio
M, e o ponto de intersec¢do das retas tangentes em p; e p. Sea =loua =0, a
reta intermedidria corresponde a reta tangente em p1, po, respectivamente. Se x = %,
a reta intermedidria coincide com a reta média.

Fixado a € [0,1], o Envelope of Intermediate Lines (EIL) é composto também por 3
outros conjuntos: o Affine Envelope of Intermediate Lines (AEIL), o qual estd associado
aos pares de pontos (pj,p2) com tangentes ndo paralelas; o Intermediate-Parallel
Tangent Locus (IPTL), associado aos pares de pontos (p1, p2), p1 # p2, com tangentes
paralelas e o Coincident Tangent Lines (CTL), o qual esta relacionado com o caso limite,
quando p; tende a p,. Tais conjuntos foram recentemente explorados por Cambraia
Junior, Salarinoghabi e Trindade em [9].

Ao contrdrio do que acontece com o envelope das retas médias (x = 1/2), para
« # 1/2, os trés conjuntos que compdem o EIL se comportam de maneira diferente e
possuem certas caracteristicas dignas de um estudo aprofundado.

Mediante isso, na presente dissertacdo, dada uma curva plana, convexa e fechada,
apresentamos as propriedades associadas tanto ao Envelope de Retas Médias, como
também do Envelope de Retas Intermedidrias. Para tanto, far-se-a uso da teoria da
Geometria Diferencial Afim de curvas planas [2] e da teoria de Singularidades [1]].

Os capitulos da dissertacdo contemplam os seguintes assuntos: no Capitulo
1, apresentamos as ideias elementares e os principais resultados da Geometria
Diferencial Afim de curvas planas. No Capitulo 2, comeg¢amos por entender o conceito

de envelopes; posteriormente definimos a familia de retas médias de uma curva
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plana e estudamos cada um dos casos que compdem o envelope dessa familia de
retas. Na parte final desse capitulo, apresentamos a estrutura local do envelope das
retas médias. No capitulo final, fazemos uma extensdo do que foi feito no capitulo
anterior, onde definimos a familia de retas intermedidrias de uma curva plana e
também estudamos o envelope dessa familia de retas. Também apresentamos o
comportamento local desse envelope. Por fim, é feita uma breve introdugédo a alguns
conceitos da teoria de singularidades com o objetivo de fazermos uma releitura do
envelope das retas intermedidrias de uma curva plana.

O dultimo capitulo, alids, é fruto de uma pesquisa a qual inciou-se no final de
2016, quando este que vos escreve foi aluno de iniciagdo cientifica do professor Ady.
Na época, o Ady levantou a hip6tese de generalizarmos a reta média para uma reta
intermedidria e estudarmos o envelope dessa familia de retas associadas a uma curva
plana. Nessa perspectiva, iniciamos os trabalhos e o tempo passou. Posteriormente, o
Mostafa, até entdo pés-doutourando no Programa de P6s Graduagdo no DMA, chegou
e veio a nos ajudar, acrescentando muito em nossa pesquisa. Finalmente, em 2019,
a pesquisa proposta foi finalizada e um artigo, [9], foi submetido por nés no final

daquele ano, o qual veio a ser publicado em junho de 2020.
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Capitulo 1

Conceitos 1niciais

Abordaremos, neste capitulo, os conceitos bésicos usados ao longo do estudo
feito nos capitulos posteriores da dissertagdo. Serdo abordadas as ideias elementares
que cercam a teoria de curvas planas na Geometria Diferencial, em particular, na

geometria ndo euclidiana conhecida como Geometria Diferencial Afim.

1.1 Grupo das transformacoes afins

Antes de apresentarmos as ideias centrais da geometria diferencial afim de curvas
planas, é preciso entendermos como age um certo grupo de transformacdes definidas
no plano. Tal grupo é conhecido como grupo das transformacdes afins e, baseado nele,
estenderemos os conceitos para as curvas no plano. Destacamos que o objetivo desta
secdo é meramente contextualizar nosso estudo a respeito das transformacdes afins,
sendo dispensada uma abordagem mais aprofundada sobre o tema. Mais detalhes
com um estudo mais amplo podem ser vistos em [3] e [7].

Seja x = (x1,%2)T um ponto no plano bidimensional afim. Dada uma matriz 2 x 2
ndo-singular A = (aij),i, j = 1,2, entdo uma transformacio x — x = (¥1,x2)7 é uma

transformacdo afim desde que

2
X = Z ajjxj+bj;, parai=1,2.
j=1

Se escrevermos b como sendo b = (b1, by)”, entdo essa transformagéo afim pode
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Ser expressa como

X = Ax + b. (1.1)

Definic¢ao 1.1. As transformagoes do tipo formam um grupo (com a composigdo usual
de transformacdes), o qual é chamado de grupo das transformagdes afins, ou, simplesmente,

grupo afim, denotado por A2

Qualquer area no plano é ampliada ou reduzida pelo fator det(A) por meio de
transformagoes do tipo . Sendo assim, um importante subgrupo de .42 é definido
por aquelas matrizes A cujo det(A) = 1, isto é, tais transformagdes preservam dreas,
as quais sdo chamadas de transformacdes equi-afins.

Além de preservarem 4rea, as transformagdes equi-afins em A% preservam: o
grau da curva, isto é, cOnicas sdo levadas em cOnicas, mais ainda, preservam o tipo
da coOnica; paralelismo, duas retas paralelas continuam paralelas apds acdo de uma
transformacdo afim; contato entre curvas, ou seja curvas que compartilham a mesma
reta tangente, tangente afim ou normal afim continuam compartilhando-os apés a
aplicacdo de uma transformagdo afim; propor¢io de distancia Euclidiana ao longo
de uma reta, em particular, pontos médios de cordas sdo invariantes. Todos esses
conceitos sdo de extrema importancia no presente trabalho e serdo apresentados ao
longo da exposicdo do contetido.

Mediante a acdo do grupo das transformacoes afins, definiremos a seguir alguns

conceitos bésicos envolvendo invariantes afins.

Definicao 1.2. Uma reflexdo afim com o eixo d é uma transformagdo afim de ordem 2 (a

transformagdo iqual 4 sua inversa, mas ndo a identidade) a qual leva d pontualmente fixada.

Definicao 1.3. Uma curva vy é simétrica afim sobe um eixo d se existe uma reflexdo afim com

eixo d a qual leva 7y nela mesma.

Esses conceitos podem ser muito tteis para simplificarmos algumas situagdes
geométricas. Podemos, por exemplo, considerar um sistema de coordenadas o qual
dois arcos locais de curvas, em uma posi¢do genérica, onde um desses arcos passe
pela origem e seja tangente ao eixo x e o outro passe por um ponto (a,b). Além disso,
é possivel considerarmos também uma aplicacdo afim a qual nos dd a = 0, o que

significa que o segundo arco da curva é transladado e cruza o eixo y.
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Sendo assim, inciaremos agora nossa jornada em direc¢do aos conceitos e defini¢des
basicas da geometria diferencial afim de curvas planas, tendo como referéncias [2], [4]

e [7].

1.2 Comprimento de arco afim

Uma vez que transformacdes equi-afins preservam &rea, é natural procurarmos
entdo uma nova parametrizacdo para as curvas planas a qual envolva o uso de area,
desde que essa possa ser invariante afim.

Seja v : I C R — R? uma curva plana suave parametrizada por um parametro
arbitrério t. Dado que u;(t) é o vetor 7/ = dv/dt (tangente & curva), procuramos um
segundo vetor u;(f) que esteja ao longo da curva , tal que o paralelogramo definido
por uy(t) e up(t) tenha drea unitdria constante, isto €, [u1(t),uz(t)] = 1, para todo ¢
€ I, em que [+, -] representa a notagdo usada para determinantes.

Na verdade, a ideia bdsica por trds da geometria diferencial afim de curvas planas
é definir um novo pardmetro s que seja invariante por transformacdes afins; isto é,
definir y por y:  C R — R? de forma que [vs,7ss] = 1, para todo s € I, em que o
subscrito s refere-se a derivada com respeito ao parametro s.

Os passos apresentados a seguir nos conduzirdo para encontrarmos essa nova

reparametrizagdo invariante afim.

Definicdo 1.4. Seja y : | — R? uma curva plana suave parametrizada por um pardmetro t
qualquer. Um ponto 7y(ty) da curva é chamado de ponto de inflexdo se [7yt(to), yit(to)] = 0.
A curva 7y é dita ser sem pontos de inflexdo se [7y(t), yu(t)] # 0, para todo t € 1.

Considere vy : [ — IR? parametrizada por um parametro t arbitrario, sem pontos
de inflexdo. Queremos reparametriza-la com um pardmetro s tal que [vs, ¥ss] = 1,

para todo s € I. Dai:
v(t) = v(s(t)) = 7t = 55t € Vit = YssS7 + YsStt-
Assim:

[ve, vit] = [VsSts ’YSSS% + YsSpt) = sf [Vs, Vss) = s?, isto é,
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t 1
(e i) 3dE. (1.2)

Q=

o= [ lf = s(0) = |

fo

Observe que na construgdo acima, s; = [7t, ’yﬁ]% # 0, para todo t € I, uma vez que
consideramos a curva sem pontos de inflexdo, isto é, [yt y#] # 0, para todo t € I.
Logo, a fungdo s : I — | é um difeomorfismo. No fundo, a mudanga de parametro

procurada é dada pela composigdo (yos™1): ] — R2.

Definicdo 1.5. Dada uma curva «y : | — R? parametrizada por um pardmetro t arbitrdrio,
t
sem pontos de inflexdo, a fungio s(t) = / (v, Vi SdF ¢ chamada de fungdo comprimento
fo
de arco afim medido de ty até t .
Defini¢do 1.6. Seja v : I — R? uma curva fechada e convexa, dizemos que 7y estd

parametrizada pelo comprimento de arco afim s (p.p.c.a.a. s) se, e somente se, [ys, ¥ss] = 1,

para todo s € I.

Observacdo 1.1. O fato de uma curva estar parametrizada pelo comprimento de arco afim

impde uma orientagdo para tal curva. De fato, a curvatura euclidiana pode ser expressa por

o [’Ys/'YSS]
“) = lF

Como [7ys,vss] = 1, para todo s € I, entdo x(s) = ||vs|| > > 0, para todo s € 1.

1.3 Tangente afim e normal afim

Um questionamento natural a ser feito é a respeito de quem sdo os vetores
tangentes e normais afins. Ao olharmos para a Definicdao jé temos os candidatos

para os dois postos.

Definigdo 1.7. Seja v : I — R? uma curva sem pontos de inflexdo parametrizada pelo
comprimento de arco afim. O vetor ys(so) é o vetor tangente afim a v em 7y(sg) e o vetor

Yss € 0 vetor normal afim a «y em y(sp) .

Caso v seja o comprimento de arco euclidiano (||y|| = 1), entdo, de (1.2) temos:

2 oyl
o Yovr Yovl°-.

=
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Assim, deduzimos que:

B g it =
do 7

1
e K3’

dv

onde x é a curvatura euclidiana de 7, t e 7 sdo o tangente e o normal euclidianos

unitarios, respectivamente. Como

d _dyds 1
.%'y(s(v)) = gy T =K 3t (1.3)

Além disso, se y estd parametrizada por um parametro t arbitrario, podemos

expressar também o vetor normal afim em funcdo de t.

Proposic¢do 1.1. Se v = y(t) é uma parametrizagio reqular qualquer da curva vy sem pontos

de inflexdo, onde k(t) = [, yu), entdo o tangente afim e o normal afim, sdo, respectivamente:
_1 _2 1., 5
Ts =k3ve e s =k 3yn — Sk kT

Demonstragio: Considere y(t) = y(s(f)), onde s é a mudanga de parametros dada

na equacao (1.2). Assim:

V() =v(s(t) = 1t = YsSt € Y1 = ’YssS% + YsStt-

Q=

Dai, isolando s e s na expressdo anterior e, tendo em vista que s; = [y, V]

K(t)%, basta fazer as devidas substitui¢des e concluimos o desejado. H

Exemplo 1.1. Considere a curva suave y(t) = (t, f(t)). Assim, temos:

1e(8) = (L f' (1), vee = (0, f" (1)), xc(t) = f(£), e (t) = f7'(1).

Logo, pela proposigdo anterior, podemos determinar o normal afim a v em y(t), o qual é

expresso por:

7at) = (=307 O) 30, (0 = 3O 0) 0.

Em uma parametrizagdo arbitraria de -, a reta tangente afim a v em y(s(tp)) é a

reta paralela a ;(s(to)) a qual passa por ¥(tg). Se y(t) = (X(¢),Y(t)), entdo a reta
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tangente afim a v em () é

{x € R?: [x = 7(to), 11(to)] = 0}.

Além disso, a reta normal afim a v em y(tg) é a reta paralela a y4(s(to)) a qual
passa por 7y (tp). Dai, usando a expressdo para 7, encontramos a equacao para a reta

normal afim.

Proposic¢ao 1.2. Dada uma curva y(t) = (X(t),Y(t)) parametrizada por um pardmetro

arbitrdrio t, a equagdo da reta normal afim a <y é dada por:
(y = Y) (ke Xy — 36 Xpt) + (x — X) (3 Yy — 1Y) = 0.
Demonstragdo: Para y(t) = (X(t),Y(t)), temos
1 s
T = 3 (e Xt — 36 Xpt, 3k Y — K Y3).
Note que a reta passando por um ponto de -y e paralela a 74 é dada por

{x = (x,y) € R*: [x — v(tg), vu(to)] = 0}, isto &,

5| ke Xy — 3k Xy kY — ki Y:
K 3 =0.
x—X y—Y

W =

3
3

Ao multiplicarmos a igualdade anterior por 3x3, obtemos a equagdo da reta

normal afim. ]

1.3.1 Interpretacao Geométrica do Normal Afim

Ao se definir o normal afim da forma o qual foi definido, nédo fica estabelecido
com clareza a posicéo e direcdo desse vetor. E interessante perceber que, ao contrario
do que acontece na geometria euclidiana, aqui, o normal afim ndo tem uma relagdo
angular definida em relagdo ao tangente afim, isto é, eles ndo necessariamente formam

um angulo reto.
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De fato, o vetor normal afim em 7 (sy) pode ser determinado da seguinte forma:
Consideramos a reta tangente a curva em y(sp). Em uma vizinhanca desse ponto,
tracamos retas paralelas a reta tangente em 7y (sp). Essa retas paralelas interceptardo a
curva em dois pontos distintos gerando segmentos de retas paralelos a reta tangente.
Para cada segmento de reta, considere seu centro de massa, que, neste caso, coincide
com o ponto médio de cada segmento. Note bem que o lugar geométrico desses
pontos médios irdo gerar uma curva. O vetor que é tangente em y(sg) a essa curva
gerada é o vetor normal afim em 7 (sg) a curva dada. Esse detalhe técnico pode ser

verificado em [3].

Figura 1.1: Vetor normal afim a curva y em y(so).

1.4 Curvatura Afim

A exemplo do que ocorre na geometria diferencial euclidiana com a curvatura
euclidiana de uma curva 7 sendo o mais simples invariante euclidiano, na geometria
diferencial afim também podemos definir o menor invariante sob transformacdes
afins, o qual chamamos de curvatura afim.

Seja v : I € R — RR? parametrizada pelo comprimento de arco afim. Assim,
[¥s,¥ss] = 1, para todo s € I. Dai, derivando a igualdade anterior com respeito a

%
s, temos [vs, ¥sss) = 0, para todo s € I. Isso significa que ysss + pys = 0, onde
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# 1 I — R é uma fungdo real. Além disso, observe que: 7ysss = —uys, assim:

[')’ss; ’)’sss] = [’)’ss;_,u’)’s] = _]/l[’)’ss, 78] = ,M(S)

Defini¢do 1.8. A funcio u(s) definida anteriormente é a curvatura afim da curva 7y e é o

mais simples ndo-trivial invariante diferencial afim.
12

Exemplo 1.2. Considere a pardbola dada por y(t) = (a +bt,c+ %) ,a,b,c € R, b # 0,

1
onde: vy = (b,é) ey = (O,E) , isto é, [yt yu| = 1, portanto, <y estd p.p.c.a.a. Assim,
u(t) = [yu, yere] = 0. )
Em um caso particular, se a = ¢ = 0e b = 1, entdo y(t) = (t’5>’ a qual nos dd

Yt = (1,t) e Y = (0,1)

2
Figura 1.2: Vetores normais afins a parabola dada por y(t) = (t, %)

Do exemplo acima, tiramos algumas conclusdes interessantes. Em qualquer ponto
da pardbola, o normal afim estd na direcdo do eixo y. Além disso, a curvatura da
pardbola é constante para todo f; na verdade qualquer segdo conica possui curvatura

afim constante.
Teorema 1.1. Uma curva vy tem curvatura afim constante se, e somente se, y é uma segio

conica reqular.

Demonstracdo: Inicialmente, vale ressaltar que as conicas regulares em questdo sdao

a elipse, pardbola e hipérbole.
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Para a implicac¢do direta, temos o seguinte:
Sem perda de generalidade, considere y(s) p.p.c.a.a. cuja curvatura afim p(s) seja
constante. Assim, temos: 7ysss + Uys = 6, ou seja, ysss = —HYs. Entdo podem ocorrer

trés casos:
i.u=0:
Se u =0, entdo ysss = 0. Integrando em relagdo a s, obtemos:

/’ysssds = /6ds = Yes =0 = Y5 = As+b= v(s) = gsz-i—ﬁs-i—E,
onde 4, E, ¢ sdo vetores constantes do plano.
A menos de transformagdes afins, podemos considerar @ = (0, 1),5 = (1,0),¢ = 0.
Note que [s, yss] = [d@s + b, ] = [d@s, @] + [b,d] = 1. De fato, 7y estd p.p.c.a.a., portanto,

2
v(s) = (s, %) , a qual é uma pardabola.

i u>0:

Se u(s) > 0, entdo Ysss + fys = 0 < (Yss)s + #(vs) = 0. Considere y(s) = 7s
uma fungdo vetorial, dai, ¥ 4+ py = 0. Para determinarmos <y(s), precisamos resolver
essa EDO de segunda ordem homogénea de coeficientes constantes, onde a funcdo y
é uma funcdo vetorial.

A equagéo caracteristica da EDO em questdo é 1r> + u = 0, a qual possui raizes

da forma r = a £ i, expressas por:

rn=0—iy/uer,=0+iy/u, ondea =0, = /1.

Assim, obtemos a solucédo geral:
y(s) = @e* cos(Bs) + be"* sin(Bs) = dcos(\/us) + Esin(\/ﬁs),ﬁ,g € R

Como y(s) = s, yss = — sin(/{s)/Hi + cos(\/ﬁs)\/ﬁﬁ. Note que 75(0) = d e
Vss(0) = \/ﬁy Precisamos ainda estipular algumas condigdes para 4 e b de forma que

7 esteja p.p.c.a.a.. A menos de transformagdes afins, podemos considerar 7 = (1,0) e

Vb = (0,1) para que [15(0), 7s5(0)] = 1, obtendo b = (0’ %) '
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Concluimos assim que

sy 7))

7. = (costype), T

Portanto,

7(s) = (sm(\/ﬁs) dy, cos(;l/ﬁs) —|—d2) ,
a qual é uma elipse.
ii. u<0:

De forma andloga ao caso ii, se 4 < 0, precisaremos resolver uma EDO de segunda

ordem homogénea de coeficientes constantes de uma fungdo vetorial, cuja solugao é:

y( ) Ys = et + Ee_ks, onde k = \/—_}4

Apés transformacdes afins convenientes de forma que [;(0), 7s5(0)] = 1, obtemos

A
a—(1,4—k)eb—(1, @)

Portanto,
ks —ks ks —ks ;
e —e e +e sinh(ks) cosh(ks)
=|———+d,———+dy | = dy, dy |,
v(s) ( gz g 2) ( a2z T T th
a qual é uma hipérbole.
Para a implicagdo contrdria, temos:
i. v é uma elipse;
Considere y(t) = (acost,bsint),a,b # 0, cujo trago é uma elipse. Note que
v+ = (—asint,bcost) e vy = (—acost,bsint), isto &, [y, vi] = ab # 1, ou seja,

7v(t) ndo esta p.p.c.a.a.

Q=

Reparametrizando - p.c.a.a., obtemos y(s) = (a cos (
a

L),w( : ))
) (@)}

abcosz(S(ab)_%) N absinz(s(ab)_%) _ (ab)fg > 0.
(ab)% (”b)%

Calculando a curvatura afim,

H(s) = [Vss, Vsss] =

ii. v ¢ uma hipérbole;
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Seja y(t) = (acosht,bsinht),a,b # 0, uma hipérbole. Observe que 7 =
(asinht,bcosht) e vy = (acost,bsinht), isto &, [y:,yu] = —ab # 1, ou seja, (1)
ndo esta p.p.c.a.a.

Reparametrizando <y p.c.a.a., obtemos:

s) = | acosh ° - | ,bsinh ’ : :
10 (o) e ()

Calculando a curvatura afim,

abcosh?(s(—ab)~3)  absinh?(s(—ab)~3)

2
3

p(s) = [7ss, Vsss] = + = —(ab)™3 <0.
sss " [sss (_ab)g (—ab)%
iii. 7y é uma pardbola;
Este caso foi feito no Exemplo O
hipérbole: y < 0 parabola: u =0 elipse: © > 0

Figura 1.3: Curvas com curvatura afim constante.

Também podemos expressar a curvatura afim de oy em func¢do de um parametro ¢

qualquer.

Teorema 1.2. Seja v uma curva plana suave sem pontos de inflexdo parametrizada por um
pardmetro arbitrdrio t. Se escrevermos Kk = [y, Y}, entdo a curvatura afim pode ser expressa

como:

WIoo

1 _
U= §(3KKtt — 5K% + 9K[’)/tt, ’)’ttt])K .

Demonstracdo: Considere <y parametrizada pelo comprimento de arco afim s.
1 1 .
Sabemos que s; = k3 e s = ik 3. Assim, basta calcular 7, ¥sss € usar que

Kkt = [y, 1| para simplificar a expressdo p = [yss, ¥sss] € obter o desejado.
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O
Seja v uma curva plana dada na forma de Monge, sem pontos de inflexdo perto

da origem, expressa por

i 1

para a qual cada 4; € R, com a, # 0, e g uma funcdo suave. Podemos calcular a
curvatura afim de 7y em 7(0) usando o teorema anterior, isto €,
3ara4 — 542
— 3
p(0) = 220
3
9a;
Sendo assim, podemos enxergar a fungdo curvatura afim da curva plana y como
um invariante diferencial afim de ordem 4.
Por outro lado, o normal afim de 7 é um invariante diferencial afim de ordem 3

expresso por

¥ss(0) = az_% <—%,a§) :

1.5 Contato entre Curvas na Geometria Diferencial Afim

Passaremos a estudar agora uma propriedade entre duas curvas a qual chamamos

de contato.

Definicdo 1.9. Sejam a : [ — R? e F(x,y) = 0 curvas requlares. Dizemos que F e a tém
k-contato em t = ty, se g(t) = F(a(t)) satisfaz g(tg) = ¢'(to) = ... = ¢ 1(tg) = 0, mas
g*(to) # 0. Se retirarmos a condicio g*(ty) # 0, entdo dizemos maior ou igural a contato o,

pelo menos k-contato.

Geometricamente, podemos entender o estudo do contato entre duas curvas num

ponto pp como sendo o "qudo coladas" essas curvas estdo em py.

Exemplo 1.3. Considere a curva (t) = (t,t*), k inteiro positivo. Estudemos o contato de
com o eixo x em tg = 0, isto é, na origem (0,0). Podemos tomar F(x,y) = y de tal sorte que
F(x,y) = 0 represente o eixo x. Assim, g(t) = F((t)) = t*.

Se k =1, temos g(t) = t. Entdo g'(t) = 1. Dai, g(0) = 0, mas ¢g’(0) = 1 # 0. Logo, 7y

e F tém contato de ordem um (as curvas apenas se cruzam na origem).
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Se k = 2, temos g(t) = t2. Entdo ¢'(t) = 2t e ¢""(t) = 2. Dai, g(0) = ¢’(0) = 0, mas
¢""(0) =2 #0. Logo, y e F tem contato de ordem 2 na origem.

De modo geral, para um certo k > 1, temos g(t) = t*. Assim, g(0) = ¢’'(0) = ¢"(0) =
.. = g%1(0) = 0, mas g (t) = k!, isto é, gK)(0) # 0. Portanto, y e F tém contato de

ordem k— em ty = 0.

Yy y Yy Yy

Figura 1.4: Curvas (t) = (t,t*) para k = 1,2,3 e 4, respectivamente.

Proposicao 1.3. Sejam <y e & duas curvas planas requlares. Se <y e & possuem a mesma

tangente afim em t(, entdo elas tém 3-contato em t.

Demonstracdo: Como ambas as curvas sdo regulares, podemos supor que as duas
curvas estdo parametrizadas pelo comprimento de arco euclidiano.

Duas curvas com mesmo tangente afim implica ambas curvas possuem o
mesmo tangente euclidiano e, pela relacdo entre os pardmetros euclidianos e afins
apresentada na Equacao (1.3), segue que as curvaturas euclidianas sdo iguais para as
duas curvas.

A curva 7 tem pelo 3-contato com um circulo passando em 7y (tp) se, e somente
se, o centro de tal circulo é o centro de curvatura (euclidiano) de 7 (consequéncia da
Proposicdo 2.14, Capitulo 2, em [1]). O mesmo acontece com §. Como as curvaturas
euclidianas de ambas as curvas sdo iguais em f, o raio de curvatura delas coincidem.
Dai, y e 4 tém, pelo menos, 3-contato em fp com o mesmo circulo. Logo, isso garante

que 7y e 6 também tém, pelo menos, 3-contato em ¢. [

Teorema 1.3. Um ponto (xg,yo) estd sobre a normal afim de vy em s se, e somente se, (xo, Yo)

é centro de uma conica que tem pelo menos 4-contato com a curva em y(sg).
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Demonstragio: (<)
Toma-se (xo,1p) na reta normal afim de v em sp. A menos de transformagdes afins

convenientes, podemos considerar:
* areta normal afim em 7(sg) como sendo o eixo y de forma que y(sg) = 0;
a : <
e (x0,40) = (0,y0) = <0, —) , para convenientes a e ¢ ndo nulos;
c

* 75(s0) = (1,0) € 7ss(s0) = (0,1).

Dai, a conica dada por C(x,y) = ax?+ cy?> —2ay = 0 tem centro em (O, 1%) =
(x0,Y0) e tem pelo menos 4—contato com a curva em sg. Para verificar isso, tomamos
a fungdo contato como sendo g(s) = C(y(s)) e a condi¢do da ordem de contato vem
como consequéncia dos fatos assumidos inicialmente.

[

1.6 Evoluta afim

De forma semelhante ao que acontece na geometria diferencial euclidiana,
podemos definir uma nova curva a partir de uma curva dada usando os conceitos
da geometria diferencial afim.

Caso a curvatura afim de uma curva 7 p.p.c.a.a. seja ndo nula em sy, associamos a
so 0 ponto y(so) + @755(50) chamado de centro de curvatura afim.

Assim, definimos uma nova curva como sendo o lugar geométrico dos centros de

curvatura afim da curva 7.

Definic¢ao 1.10. Seja v uma curva p.p.c.a.a. com u(s) # 0. A evoluta afim de vy é o lugar

geométrico dos centros de curvatura afim, isto é, e(s) = y(s) + m’yss(s).

Um questionamento pertinente é saber a respeito das singularidades da evoluta
afim de uma curva ¢ p.p.ca.a. De fato, essa nova curva guarda informacdes
interessantes a respeito da curva v dada. Além disso, podemos fazer uma anélise

da evoluta de <y tendo em vista as duas defini¢des a seguir.

Definicio 1.11. Seja v : I — R? uma curva suave sem inflexdes parametrizada pelo

comprimento de arco afim. Dizemos que a curva vy tem um vértice afim em y(sg) se p(sg) 7# 0
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Figura 1.5: Na figura acima, temos a curva 7(t) = (0.08cos(2rmt) +
cos(7tt),0.03sen (27t + 6.7) + sen(7tt)) em preto e sua Evoluta Afim em verde.

e ' (sp) = 0. Um vértice afim é chamado ordindrio se u”(sg) # 0. Se u”(so) = 0, entdo o

vértice afim é dito ser de ordem superior.

1
Voltemos ao caso da evoluta afim. J& que e(s) = y(s) + ——ss(s), temos:

u(s)

6x(s) = 74(5) + (%gz)) 7a5) + 7).

Como sss = —H7Ys, entdo es(sg) = 0 se, e somente se, ts(sp) = 0. Ou seja, a evoluta
afim de v é singular em y(so) se, e somente se, y(sg) é um vértice afim de . Note
entdo que os pontos singulares da evoluta afim estdo associados aos vértices afins da
curva dada.

De maneira geral, existem pelo menos seis pontos numa curva 7 oval para a qual
1s = 0, ou seja, existem pelo menos seis vértices afins em 7. Caso p seja um ponto ndo
singular da evoluta afim de <, entdo p é centro de uma conica que faz um contato de
pelo menos ordem 5 com <. Por outro lado, os pontos singulares da evoluta afim sdo
chamados de pontos sextéticos (centro de conicas que fazem 6-contato com a curva).
Esses detalhes podem ser conferidos em [11].

Finalizamos assim a exposi¢do dos conceitos fundamentais da geometria
diferencial afim de curvas planas, muitos dos quais serdo usados naturalmente nos

dois proximos capitulos, cernes desta dissertacao.
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Capitulo 2

Envelope de retas médias de uma curva

plana

A parte de geometria diferencial de curvas planas relacionada ao estudo do
"envelope" ¢é algo peculiar. De fato, dada uma curva plana, ao se definir outras
curvas a partir da curva dada (um bom exemplo sdo retas), geralmente associadas a
uma familia, o envelope de tal familia pode nos gerar curvas bastante interessantes.

Um exemplo é o caso dos raios de luz refletidos no interior de uma caneca. Esses
raios refletidos contribuem para a formagdo de uma curva chamada de cdustica. Tal

curva é conhecida como o envelope desses raios de luz refletidos.

Figura 2.1: O cardioide, em verde, é o envelope dos raios refletido no interior da
superficie da caneca, em azul.

No caso do envelope de retas médias (retas essas associadas a uma curva

plana oval), tal conjunto ja foi estudado anteriormente em [6] e [7]. A forma
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como conduziremos nossa abordagem aqui é diferente da qual foi adotada pelos
autores citados. De fato, apresentaremos um caminho o qual facilita uma eventual
generalizagdo desses conceitos para o caso de superficies.

Faremos uma breve apresentacdo do conceito formal do envelope antes de
partirmos para o estudo do envelope de retas médias. Vale ressaltar que o conceito
de envelope independe da geometria em questdo. Porém, os conjuntos regerados por
meio do envelope, alvos de nosso estudo, se ddo no campo da geometria diferencial
afim.

Este capitulo, alids, é uma compila¢do de resultados presentes em [7] e [8]].

2.1 Envelopes

Iniciaremos apresentando a defini¢do do que vem a ser o envelope de uma familia

F.

Definicao 2.1. O envelope, ou discriminante, de uma familia F : R" x R" = R, a n

pardmetros, é o conjunto

£ = {x €eR"|Ju e R"; F(u,x) = aBTF(u,x) =0,i = 1,...,n}.
i

Dependendo do espaco em que a F estd definida, o conjunto solugdo do envelope
pode gerar coisas muito atraentes.

Suponha que F : R x R" — R. Usaremos t, x1, ..., x, como as coordenadas do lado
esquerdo e pensaremos numa familia de fun¢des de x, parametrizadas por t.

Vejamos alguns exemplos para fixarmos melhor o conceito.

Exemplo 2.1. Seja F : R x R? — R, tal que F(t,x) = (x1 — t)> + x3 — 1, de modo que
x = (x1,x2). Para cada t real, a curva F(t,x) = 0 nos dd (x; —t)?> + x5 — 1 = 0, a qual

representa um circulo de raio 1 centrado no eixo x;.
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De acordo com a defini¢do do envelope, temos:

£ = {xem%ateuz;p(t,x):%—f(t,x):o}
_ {xe]Rz;HtER;(xl—t)2+x%:162(x1—t):0}
= {x € R%x; = texl =1, para algum t}
= {xeR¥xn =41},

ou seja, o envelope dessa familia F é constituido pelas retas y = £1 no plano. Note que cada t

real corresponde a dois elementos do envelope, a saber (t,1) e (t, —1).

X2

1

(SN
OO )/

=S L _ . . S_

-1

X1

Figura 2.2: Os circulos dados por F(t,x) = 0 estdo em azul e o envelope da familia F
sdo as retas xp, = £1 em vermelho.

Exemplo 2.2. Considere a familia F : R x R? — R, com F(t,x) = 2t3 + t(1 — 2x5) — x1,

onde F(t,x) = 0 é a familia das retas normais a pardbola x, = x3.

Assim:

E = {xe]Rz;HtER;F(t,x):%—lj(t,x)zo}

= {xelRZ,- 3t€1R;2t3+t(1—2x2)—x1:0e6t2+1—2x2:0}

= {(xl,xz) € R%2(2x, — 1)% = 27x§} .

Vale ressaltar que a curva no plano expressa por 2(2xy — 1)3 = 27x3 é conhecida como
evoluta euclidiana da pardbola. Genericamente, o envelope das retas normais 4 uma curva

plana é a evoluta euclidiana da curva dada. Veja o Capitulo 5 de [1]].
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X2

X1

Figura 2.3: As retas normais a pardbola x; = x2 estdo em azul e o envelope dessa
familia de retas estd em vermelho.

De modo geral, também podemos ver o envelope de uma familia de curvas no
plano como sendo o conjunto limite dos pontos de intersec¢do de curvas da familia F

infinitesimalmente préximas, resultado do Capitulo 5, Secao 5.18, em [1].

2.2 Envelope de retas médias de uma curva plana

Passemos ao nosso objetivo, o qual é o estudo do envelope de uma familia
especifica de retas, chamadas de retas médias, definidas sobre uma curva plana,

convexa fechada (oval).

Defini¢do 2.2. Sejam <y uma curva oval, p1,py € 7. A reta média de py = y(t1) e
p2=17(t2) &

i. a reta que liga o ponto de intersecgdo das tangentes em p1, p ao ponto médio da corda

formada por estes pontos, se t1 # tp e as tangentes em py e py sdo concorrentes;

ii. a tnica reta que passa pelo ponto médio da corda ligando py e py, e é paralela as

tangentes, se t1 # t e as tangentes em pq e py sdo paralelas;
iii. a reta normal afim a «y em py, se t; = t.

Destacamos que é necessdrio uma andlise em cada um dos trés casos da definicéo.
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2.2.1 Retas tangentes nao paralelas

Considere a reta tangente nos pontos pi, p2 e seja R o ponto de intersecgdo dessas
duas retas tangentes. Tomaremos y; e 7, parametriza¢des locais em torno de p; e

p2, respectivamente. O ponto médio do segmento ligando os pontos p1 = ¥1(f) e

p1+ p2

p2 = 72(s) serd chamado de M, isto é, M = >

e C = p; — p2 a corda ligando

estes dois pontos.

/

n 4!

: h

g '
Y2

Figura 2.4: Reta média para os pontos p; e p» com tangentes concorrentes.

Definiremos agora um funcional linear, o qual serd usado para se determinar a
equacdo da reta média. Mais detalhes a respeito disso podem ser vistos em [2]. Vale

ressaltar que esse funcional é a chave para uma generalizacdo no caso de superficies.

Definicao 2.3. Os conormais vy e vy referente a cada um dos pontos py e pa, respectivamente,

sdo definidos por:

/
vi(u) = —"—- e nn(u) = ol u € R?, de forma que

N [7&/62]%,
vi(71(t) =0ewvi(&1) =1,

v2(712(s)) = 0ea(Z2) =1,

em que ¢y e Cp sdo 0s normais afins nos pontos py e pa, respectivamente.
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Lema 2.1. A equagdo da reta média é dada por
Uz(C)Ul(X — M) + 1/1(C)1/2(X — M) =0.

Demonstracdo: Seja v o funcional que anula o vetor diretor da reta média. Neste

caso, ja que os vetores 11 e 1, sdo linearmente independentes, podemos escrever
v = avy + bvy.
Observe que:
C
V(R—M) =0 < (av; + bny) (§+R—p2> =0

Vz(C)

<—aq =0

1/1(2C) +a (R—p2)+0b

De fato, 12(R — p2) = 0, uma vez que R — p; é tangente a 5. Como R — pp =

R — p; — C, a dltima igualdade é equivalente a:

a# +avy (R —p1) —avi(C) + bvz(zC) =0
— —avl(zc) + bvz(zc) =0,

ja que R — p; é tangente a 71, isto é, av;(R — p1) = 0.
Portanto, basta tomar a2 = 1,(C) e b = v1(C) para se obter o resultado desejado.

O]

Para a familia de retas médias a 2 parametros, (s, t), dada por
F(s,t,X) =1n(C)ry(X — M) + 11 (C)ro(X — M) =0,
o envelope £ de F, de acordo com a Definigdo é o conjunto:
E={XeR?|3(s,t) eREF=F =F =0em (s,t,X)}.

o subscrito em F refere-se a derivada de F em relacdo ao parametro em questao.

Neste caso, determinar o envelope de retas médias significa solucionar um sistema,
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F = F = F, = 0, de trés equagdes e quatro incégnitas, s,t, x1, xp. Cabe entdo uma
pergunta natural: sob quais condic¢des esse sistema admite solugdo? De fato, usaremos
o lema a seguir para encontrarmos a condi¢do de existéncia da solug¢do do envelope.
Além disso, veremos também que tal condi¢do é equivalente a existir uma conica

tendo pelo menos 3—contato com a curva em dois pontos distintos.

Lema 2.2. As derivadas dos conormais vy e v sdo dadas por:

/
1)1/2, vh =

1Y
v2(71)

).l

1// /
vl = 1(7,2)1/1 +
2

v (y

Demonstracdo: Daremos aqui apenas a demonstra¢do da primeira equagdo, uma vez
que a outra segue de forma semelhante. Como v; e v; sdo linearmente independentes,

escrevemos

vy = avy + bus.

Aplicando v; ao vetor 7}, obtemos:

v1(7)
) = (o) + () = b = A
1

ja que 11 (") = 0. Agora, aplicando v/ ao vetor 75, obtemos:
jJaq T g p 1 2

vi(73)
v1(75) = avy(7h) = a = —L22.
1(')’2) 1('72) 1/1(,)//2)
Portanto,
/ / / /
V= 1('}’2)1/1 T v (71 V.
Y () v2(7})

O]

Teorema 2.1. A condigio para que o par s, t determine um ponto do envelope das retas médias
1
2 3

& que: 11(C) = =Ava(C), em que A = <u§(7§)1/§(%)

Demonstracdo: Na equagdo da reta média

F(s,£,X) =1 (C)r1 (X — M) +11(C)ra(X — M) =0,
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tomemos a derivada de F com respeito a t, obtendo F; = 0, isto é:
va(—y)1 (X — M) + 12 (C)f (X — M) + 14 (C)ra (X — M) —11(C)va(7]) = 0.

Usamos as derivadas dos conormais dadas pelo Lema e, ao substitui-las em
F; = 0, encontramos:
/ /
vi(11)

() (X = M) + 20 s (Chua(X — M) = S (Caleh).

Por outro lado, na equacgdo da reta média F(s, t, X) = 0, tomemos agora a derivada
de F com respeito a s, obtendo Fs; = 0.

Novamente, ao substituir as derivadas dos conormais em F; = 0, temos

/

v5(73)

2—
vi(75)

(O (X = M) = 1y (92X = M) = 512(Cr (1),

Agora, ao isolar v1(X — M) na equacdo da reta média e substitui-lo nas duas

expressdes encontradas anteriormente, obtemos, respectivamente:

i —v3(C)v3(7h)
2(X=M) = S D2(C) + (1) )

e 1 (C)va (C)V2(74)
2(X=M) = 502 (©) — 2 (7 m(C)

Por fim, ao igualar as duas ultimas equagdes, obtem-se a condi¢do referida no
teorema.

O]

Observacdo 2.1. Se y; e 7y estiverem parametrizadas pelo comprimento de arco afim, entio

A = 1. Assim, a condigdo do teorema acima é equivalente a: [y} + 5, v1 — 72] = 0.

Os dois resultados a seguir serdo tteis para podermos relacionar o envelope das
retas médias, quando as tangentes sdo concorrentes, com um conjunto de simetria

invariante afim, conhecido como AESS.

Lema 2.3. Seja 6 uma conica p.p.c.a.a. Entdo, para todo sy, sp, temos

[0(s1) = (s2), 5(s1) 4 0s(s2)] = O,
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ou seja, a corda é paralela a soma dos tangentes.

Demonstracdo: Seja § uma elipse. A menos de transformagdes afins, podemos
considerar § uma circunferéncia unitdria centrada na origem, a saber d(s) =
(coss,sins), s € I = [0,27]. Neste caso, o comprimento de arco afim e o comprimento

de arco euclidiano sdo equivalentes, pois:
[55,555] - 1 e ||5S|| — 1,VS € I.

Assim, [0(s1) — 6(s2),0s(s1) + Is(s2)] = 0, para todo sq,s; € I.
Como a condicdo é satisfeita para a circunferéncia, entdo o mesmo acontece com a
elipse. O mesmo argumento pode ser usado para as outras conicas. [

A partir disso, é possivel obter o resultado a seguir.

Proposicao 2.1. Seja «y uma curva p.p.c.a.a. Entdo existe uma conica 6 tendo pelo menos

3—contato com vy em dois pontos distintos y(s1) e y(sa), nenhum deles pontos de inflexdo, se

e somente se, [y (s1) + 7' (s2),v(s1) — v(s2)] = 0.

Demonstragio: (=)

Se existe tal conica com pelo menos 3-contato com y em y(s1) e em y(s), entdo 7y
e a conica compartilham a mesma tangente afim nesses dois pontos. Dai, pelo Lema
concluimos o desejado.

(<)

Considere a tnica conica J tendo pelo menos 3-contato com 7y em y(s1) e apenas
tangente a v em 7(sy), onde J estd p.p.ca.a. Assim, 5(s1) = y(s1) e Is(s2) =
Ays(sa), A € R™.

Do Lema temos [0(s1) — (s2),05(s1) + s(s2)] = 0. Como ¢ tem pelo menos

3-contato com 1y em sy, entdo y(s1) = (s1) e

[6(s1) = d(s2),05(51) + 0s(s2)] =0 &=
[Y(s1) — (s2), ¥s(51) + Avs(s2)] = 0 =

[7(s1) — 7(52), ¥s(51) + ¥s(52) — ¥s(52) + Ays(s2)] =0 &
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[v(51) = v(52), =¥s(s2) +Ays(s2)] =0 =
[v(s1) = v(s2), ¥s(52) — Ays(s2)] = 0.

Se A # 1, y(s1) —v(s2) = a(7ys(s2) — Avs(52)) = (1 — A)7s(s2), « € R, ou seja,
v(s1) —v(s2)/ /7vs(s2) = 7 tem inflexdo, o que ndo pode acontecer.

Assim, A = 1, dai ds5(s2) = ¥s(s2), ou seja, § tem pelos menos 3-contato com 7y em
sp. Portanto, 6 tem pelo menos 3-contato com 7y em pelo menos dois pontos distintos
com 7.

]

A codnica que tem 3—contato com a curva em pelo menos dois pontos distintos da
curva é chamada de 3 + 3 cOnica.

Note bem que a propriedade da proposi¢do anterior é a mesma apresentada no
Teorema 2.1| para encontramos a condi¢gdo de um par (s, t) pertencer ao envelope. No
caso do teorema, a curva ndo necessariamente esta parametrizada pelo comprimento
de arco afim.

Sendo assim, a Proposicdo[2.1nos diz que a condigdo apresentada no teorema para
que o sistema F = F; = F; = 0 tenha solugdo ¢é a existéncia de uma conica tendo pelo
menos 3-contato com a curva em pelo menos dois pontos distintos.

Portanto, no caso das tangentes ndo paralelas, conseguimos fazer uma forte

conexdo entre o envelope das retas médias e o famoso conjunto de simetria invariante

afim AESS.

Definicao 2.4. Dada uma curva plana convexa e fechada <y, o conjunto de simetria invariante
afim - AESS, é o fecho do lugar geométrico dos centros das conicas que tém pelo menos
3—contato com a curva 7y em dois ou mais pontos distintos. A sigla AESS refere-se, em

inglés, ao " Affine Envelope Symmetry Sets”.

Ja que a existéncia do AESS e do envelope de retas médias estd relacionada com a
existéncia de tal conica, cabe-nos agora a indagarmos qual é o centro dessa conica.

Para se determinar um ponto X pertencente ao envelope das retas médias com
tangentes ndo paralelas, precisamos encontrar X que satisfaca o sistema F = F; =

F, =0, isto é:
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V3 (C)vp (X — M) +11(C)1a(X — M) =0

v (V)1 (X = M) + 285 (Chva (X — M) = du (Cha(v)
220801 (C)va (X — M) = va (5)va (X — M) = Jua(C)mi (73)

Teorema 2.2. Um ponto X do envelope de retas médias com tangentes ndo paralelas é dado

pOT’
_1 . )WZ(')’Il)VZ(C) / /\VZ(r)’i) /
72 (” T 2@ (alC) + A (““ i _w(va)‘”)) |

Demonstracdo: Pelo Lema a condicdo para que o sistema visto acima tenha
solugdo é que 11(C) = —Av,(C). Usando este fato, da primeira equagdo do sistema,
temos v1(X — M) = Avp(X — M). Assim, substituindo essa ultima igualdade na

segunda equacdo do sistema, obtemos:

1 (Y Ava(X — M) + Zziggvz(C)vz(X M) = —%sz(c:)vz(fy;) —
o (0¥
XM = il ©) + Ad))
v (X~ MY (R)AC) + 1)) + w%) —0—
(X = M)(@uf (1 va(C) + M () + 222 s

Ja que v1(X — M) = Avp(X — M), podemos determinar a da dltima equagéo:

Assim,

/\2 C 20~
~$a(Om ()~ 5
X-M= Y, 2 /1
2”1(71)V2(C) + Av; (’)’1)

Portanto, um ponto X é dado por:
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1 Ava(77)v2(C) Ava(77)
X=5lm+mn-5-7 ! TN =) -
2(2vy (v})v2(C) + Avy(77)) v1(73)
O
Se as curvas estiverem parametrizadas pelo comprimento de arco afim, entdo
1 V2(71)V2(C) ! /
X=s{m+r- Mn-"7) |- (2.1)
3 (0 st ey 6
Figura 25: A figura acima mostra a curva v(t) = (0.08cos(2rt) +

cos(7tt),0.03sen (27T + 6.7) + sen(7tt)) em preto e seu AESS em vermelho.

Um fato interessante a respeito do AESS é que todo ponto de uma curva oval

contribui para o AESS. O teorema a seguir nos garante esse resultado.

Teorema 2.3. Considere vy uma curva oval p.p.c.a.a. e y(so) € . Se y(so) nio é um ponto
tal que us(sp) # 0, entdo existe pelo menos um ponto y(s1), so 7 s1, e uma conica tendo

3-contato coma a curva em y(sg) e em y(s1).

Demonstragio: Considere h(s) = [y(s) — ¥(s0),7s(s) + ¥s(so)], fungdo definida
sobre a oval e é zero, a excecdo de s = s, se e somente se existe uma cdnica como dita
no teorema (pela Proposicao [2.1)).

Por outro lado, verifica-se que as quatro primeiras derivadas de / se anulam em
s = sp e que as cinco primeiras derivadas de & se anulam em s = sy se, e somente se

1 (sp) = 0, ou seja, se e somente se y(sg) é um ponto sextético de 7.
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Como h é periddica, pois estd definida sobre uma oval, isso mostra que ha pelo
menos um outro zero quando u’(sg) # 0.

[

O envelope de retas médias é constituido ndo somente do AESS, caso em que as

tangentes ndo sdo paralelas, mas como também pelo Mid Point Tangente Locus-MPTL,

quando as tangentes sdo paralelas ndo coincidentes, e pela Evoluta afim, caso em

que as retas tangentes sdo paralelas coincidentes. Abordaremos esses dois casos nas

sessoes futuras.

Figura 2.6: Ilustragdo da curva 7y em preto, o AESS em vermelho, a Evoluta Afim em
verde e o MPTL em azul.

Um detalhe importante a respeito do AESS é que se tal conjunto possui um
segmento de reta, entdo a curva é simétrica afim em relagdo a esse segmento. O

resultado a seguir nos garante tal fato.

Teorema 2.4. Suponha que o AESS para dois pares de arcos de uma curva oval vy é um
segmento de reta . Entdo cada um desses arcos é obtido do outro por meio de uma reflexio

afim em torno de I.

Demonstragdo: Considere o segmento de reta ao longo do eixo x. Assim, a tangente
ao AESS em um ponto correspondente ao par de parametros (t,f) sempre passa

por dois pontos:

i. o ponto médio da corda ligando esses dois pontos da curva;
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ii. a interseccdo das duas tangentes nesses dois pontos.

Neste caso, todos esses pontos médios e todos os pontos de interse¢des das
correspondentes tangentes estdo sobre o eixo x.
Seja (X(t),Y(t)) uma parametrizagdo para um desses arcos. Assuma que Y e Y’

sdo ndo nulos. Dai, a tangente a esse arco encontra o eixo x no ponto com coordenada

XYy - XY
Y/

oval, digamos em (U(t), V(t)), e entdo tem-se

x igual a . A outra tangente a oval passando por esse ponto encontra a

(XY = X'Y)V = UV = UV)Y (%),

para todo t.
Por outro lado, o ponto médio da corda também estd sobre o eixo x e é tal que
Y +V =0, para todo t. Isso nos da Y’ 4+ V' = 0 para todo ¢ e, substituindo na equagédo

(x), temos:

XY - X'y =uy - u'y,

. o d (X\ d /U v
1stoe,%<?)—ﬁ(?),oquenosdaX—UnLocY.

A suposicdao Y # 0 ndo afeta o resultado, pois, caso contrario, a oval encontraria
o eixo x em dois pontos dela. J4 a condigdo Y’ # 0 também é plausivel, pois as
tangentes, neste caso, nunca sao paralelas.

Logo, o arco (U, V) é obtido do arco (X, Y) por meio de umas transformagéo afim

dada por
1 —«
0 -1
a qual é uma reflexdo afim em torno do eixo x. [

. 1
Exemplo 2.3. Considere a curva 1 : [—0.5,0.5] — R? expressa por y1(t) = (t, 1— §t2>
e v2(t) = (x(t),y(t)) o outro arco que, junto com vy, tém o AESS pertencente ao eixo x e
é um segmento de reta. Assim, podemos expressar vy, por meio do teorema anterior, a qual é

dada por:
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T2(t) =

2.2.2 Estrutura local do AESS

Passaremos a estudar o comportamento local do AESS. Destacamos que sera
construido um modelo local do AESS para o par de curvas ao invés de usarmos a
parametrizacdo encontrada no Teorema

Considere pp,p» pontos de uma curva 7, convexa e fecha, e X o ponto
correspondente ao AESS de v, tais que 71, 72 sejam parametrizagdes locais em torno

de p1, p2, respectivamente.

Lema 2.4. A menos de trasnformacdes afins, podemos considerar:

2
11(t) = <t, 1+ gt - %tz + ps3t® + P4t4---> p

2
7o(s) = <s, ~1- gs + %sz +q35° + q4s4---) :

em que (p,0), p # 0, é o centro da conica e ¢ € R, de forma que:

i. se c > 0, a conica é uma elipse,

ii. se c <0, a conica é uma hipérbole.

Demonstracdo: Por hipdstese, X é centro de uma 3 + 3 cOnica. A menos de um
cisalhamento, o qual é uma transformacéo afim, podemos considerar que a reta média
para o par de curvas 71,72 é ortogonal a corda p; até p,.

Assim, faremos um sistema de coordenadas em que o eixo x é a reta média e o
eixo y é a reta que passa por p; e pp. Dai, o centro X da conica estd sobre o eixo x
(lembre-se de que a reta média é tangente a X € AESS).

Agora, a menos de uma contragdo, supomos que p; e py estdo sobre o eixo y, de
modo que p1 = (0,1) e que p, = (0, —1).

Deduzimos entdo que a equagdo de uma conica centrada em (p,0), p # 0, e que

passa por p; = (0,1) e po = (0, —1) é da forma

ax* + cy? — 2apx —c =0, com a,c € R*.
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Note que se ¢ > 0, a cOnica em questdo é uma elipse, e que se ¢ < 0, a cOnica é
uma hipérbole. Faremos a suposi¢do, a menos de transformacgdes afins convenientes,
que ¢ = *£1. Por outro lado, se p = 0 ou ¢ = 0, a cdnica se transforma em um par de
retas, entao esse caso nao Nos convém.

Logo, para que se tenha contato, pelo menos ordem 3, da cdnica com as curvas

nos pontos p; = (0,1) e p» = (0, —1), o par de curvas tém a expressao

2
1(t) = (t, 1+ gt — (CJZF—Cp)tZ + pat® + P4t4---> ,

2
’)/2(5) = (S, -1 = gs + %52 + q353 + I]4S4...) ,

com ¢ = =£1.
O
Apbs essa construgdo local para o par de curvas, podemos entdo analisar a

condicdo de regularidade do AESS para esse par.

Teorema 2.5. Para o par de curvas tomado na construgio do lema anterior, se p*(p® + pc —

2p3¢3) (p® + pc +2g3¢%) # 0, com p # 0 e c = +1, entdo 0 AESS é suave.

Demonstragdo: Sejam F a equagdo da reta média para o par p; e p, dada pelo Lema

e H a seguinte aplicagdo:

H: R*xR* — R?
(t,s,x,y) — (F, F,F) .
Os valores de (x,y) € R?> que nos fornecem H = 0 sdo justamente os pontos que

pertencem ao envelope das retas médias. Além disso, a matriz jacobiana Jy da fungao
H é expressa por:
FF K F F
Ju=| Ft Fs Fux Fy
Fi Fs Fa Fy

Avaliada em (0,0, p,0), obtemos:
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0 0 0 2
3(p? +c)p? 1

Ju(0,0,p,0) = p 3 ) — 6p3p 0 = g

—3(p* +o)p? 1 p

0 — 5 6y —- ©

Para que H '(0) seja suave, precisamos que a matriz Ji(0,0,p,0) tenha posto
méximo, ou seja, que p%(p® + pc — 2pac®)(p® + pc + 2q3¢>) # 0 e, por hipétese, tal
condicdo ja é satisfeita. Logo, H~1(0) suave .

Por outro lado, note que o AESS corresponde a 7o (H~1(0)), em que 75 (t, s, x,y) =

(x,y), e tal conjunto é suave desde que
ker(Ju(0,0,p,0)) Nker(Dm»(0,0,p,0)) = {0},
Fit  Fis

Fst  Fes
isto &, p?(p> + pc — 2p3c®) (p® + pc +2q5¢®) # 0, o que ja é verdade.

condi¢do a qual corresponde ao determinante da matriz ( ) ser ndo nulo,

]
: (P +o)p
Observacao 2.2. No modelo local apresentado no teorema anterior, caso p3 = o ou
2
c .
q3 = %, entdo a conica tem 3—contato com a curva em um ponto e 4—contato coma

curva em outro ponto. Para esse fato, chamamos tal situagdo de 3 4 4 conica.
Além disso, supomos no teorema anterior que p # 0. Na subsegio abordaremos o

caso em que p = 0.

Antes de apresentarmos um resultado a respeito do AESS, consideraremos a

seguinte definicdo de ctispide em uma curva.

Defini¢ao 2.5. Uma curva plana 6 tem uma singularidade em t = 0 do tipo cispide
ordindria (resp. uma (3,4)-ciispide) se 6'(0) = 0 e [02)(0),00)(0)] # 0 (resp. se
0'(0) = [012)(0),00)(0)] = 0e [0 (0),6%(0)] # 0); onde [-,-] representa o determinante

da matriz 2 x 2 definida pelos vetores em R,

Teorema 2.6. Se X é centro de uma 3 + 4 conica, entdo o AESS é uma ciispide.
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Demonstracdo: Suponha que as parametrizac¢des locais de dois arcos da curva -y sdo

dados como no Lema e, sem perda de generalidade, tome c = 1. Dai, temos:

2
(1—;—;9)15‘2 -+ p3t3 + p4t4...) e

1 2
T2(5) = (s, —1—ps+ %SZ +35° + q4s4---) :

11(t) = (t,l—i—pt—

A ideia é encontrar a equagdo F da reta média para esse par de curvas e estudar
o comportamento do AESS no caso em que uma das condi¢des do Teorema [2.5 nédo é
satisfeita.

Considere F(x,y,t,s) = I1(t,s)x + Ix(t,s)y + I3(t,s) equagdo da reta média para
um par de pontos na curva y dada pela parametrizacdo local 1,72 . A condigdo de
existéncia da solugdo para o envelope de tal familia de retas é que o determinante da

matriz M a seguir seja nulo:

F.(0,0,t,5s) Fy(0,0,t,s) F(0,0,t,s)
M= | F(0,0,t,5) Fy(0,0,,5) F(0,0,t5) |- (2.2)
F(0,0,t,5) Fy(0,0,,5) F(0,0,t,5)

Com o auxilio de algum software computacional, o Maple, por exemplo, verifica-
se que detM = A(s,t)B(s,t) = 0, em que A(s, t) representa a condi¢do de paralelismo

e B(s,t) é expressa por
B(s,t) = (p> +p —2p3)t — (P> + p +293)s + Oa(s, t).

Usamos O(s,t) para representar os termos de grau maiores ou iguais a 2 em
relagdo a (s, f).

Avaliando as expressdes de A(s,t) e B(s,t) na origem, (0,0), verificamos que as
retas tangentes para os respectivos pontos ndo sdo paralelas, ou seja, A(0,0) # 0, ja
que p # 0. Assim, o envelope da familia de retas médias admite solugdo se, e somente
se, B(0,0) = 0.

Como vimos no Teorema H se p° # @ ou q3 # #, entdo o AESS é
suave (lembre-se de que tomamos c = 1). Suponha entdo que, na origem, X € AESS

seja centro de uma 3 + 4 conica, isto é, o contato da conica com a curva em p; é de
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3
ordem 4, o que nos da p3 _F P , € o contato da conica com a curva em p, é de
1+ 5a* + 64
ordem 3, ou seja, p* # _—|—+—|—a.
0B
Note que —(0,0) = p3 + p + 293 # 0. Dai, podemos evocar o teorema da fungéo

ds
implicita para escrevermos s como fungdo de f, ou seja:

S OPt 6P +8p+1,

O4(1).
PP+ p+2q3 0s(t)

Assim, tomando a expressdo de s e a substituindo na solugdo do envelope,
encontramos a parametrizagdo para X = (x,y) € AESS, na qual

x = p+305p*+6p> +8py+1)pt* + Os(t) e

1
y = —55p" +6p +8ps+ 1)pt> + Ou(h),

expressdo a qual caracteriza uma ctspide.

Portanto, o AESS, no centro de uma 3 + 4 cOnica, é uma ctaspide.

2.2.3 Retas tangentes paralelas coincidentes

Passaremos a analisar agora o envelope de retas médias no caso limite, ou seja,
como é o comportamento da reta média e seu envelope quando um ponto da curva
tende a um outro.

Considere um tnico segmento da curva e o parametrize por v1(t1) = (t1, f(t1)) e
Y2(t2) = (f2, f(t2)), onde f é uma fungdo suave.

O objetivo é discutir o caso limite quando t; — t;. Neste caso, o resultado a seguir

nos diz qual é o comportamento da reta média.

Proposicdo 2.2. Se t, — t1, entdo a reta média estd na diregio da reta normal afim a curva

em tq.

Demonstragao: Considere

C = (11— ta, f(1) = f(12)), M = 5 (11 + 12, f(11) + f (12,
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(=f(s),1),

ny(t) = (—f'(t),1) e ma(s)

a corda, o ponto médio dessa corda e os normais euclidianos em 7, 72,
respectivamente.

Sabemos, do Lema condicdo de existéncia do envelope, que v1(C) = —A,(C),

L (vi(vi)viwa))?

onde:

/

vy (15)v3 (7))

Observe que podemos escrever (n;,u) = [y}, u], parau € R ei = 1,2, onde (-, )

representa o produto interno usual em R?. Dai, temos:

ou ny, U Lu ny, U
Ul(u) - [,/)/1 //]1 - </1 //>1 € Vz(u) - [72 //]1 - </2 //>1' (2.3)
['711 ')/1]3 ['711 71]3 [72/ 72]3 [’er 72]3

Assim, se escrevermos (n;, u) = N;(u), entdo a equagdo da reta média se torna

N> (C)Ny (X — M) + N (C)Na(X — M) = 0.

Suponha 7y parametrizada pelo comprimento de arco afim. Assim, na condicdo de

existéncia do envelope, A = 1, dai, usando a definicdo do conormal, temos:

1
Ni(C) MO N(O) _ (f”(tl)) ;
(Fre) ()3 N A S(E)
Estamos interessados em encontrar o coeficiente angular da reta média. Considere
X—M=(x,y) — (xpmym) = (x —xp, ¥ —ym). Agora, utilizando a equagdo do lema

para a reta média e a relagdo entre N;(C) com N,(C) encontrada acima, temos:

N2 (C)N1 (X = M) + N1 (C)N2(X — M) =0
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W=

~(Fi)
)

(v a1 <1 - (;EB)) = (x—xu) (f’(tl) - (ﬁ@)?"(m))

4

P BV CACY RN ACTACHEN PR
(y yM) ( (f//(tZ))%_(f”(tl))% )(x xM)

Considere A(ty,t7) o coeficiente da reta média dado por

1 X — XM
fi(t) y—ym

Aty 1) — P (1)

_ —f1(B)(f" (1)
(f"(t2))

— (f"(h))3

Wi Wl

Ao calcularmos tlimt A(t1,t1) e aplicando a Regra de L'Hopital por trés vezes,
2—h

temos:

Jim At ) = GV '](5}/)( :;)3(f”(t1))2,

o qual é o coeficiente angular da reta normal afim em 7 (#;), de acordo com Proposicdo

referente a equacdo da reta normal afim apresentada no Capitulo 1.
[
Como o envelope das retas normais afins de uma curva 7 é a evoluta afim (EA),
neste caso, o ponto X do envelope de retas médias com tangentes coincidentes é um

ponto da evoluta afim de +.

2.24 Retas tangentes paralelas nao coincidentes

O objetivo agora é construir o envelope das retas médias quando as retas tangentes
em cada um dos pontos correspondentes da curva sdo paralelas e ndo coincidentes.

Assim, a reta média € a reta que passa pelo ponto médio da corda para a qual as
tangentes sdo paralelas e que é paralela a estas tangentes.

Apresentaremos, a seguir, um importante resultado associado ao conjunto
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conhecido como MPTL.

Definigao 2.6. O Mid-Point Tangents Locus - MPTL de uma curva suave 7y é o lugar

geométrico dos pontos médios de pontos de vy que tém tangentes paralelas.

Proposicao 2.3. O MPTL é uma curva regular com singularidade do tipo ciispide ordindria

no centro de uma 3 + 3-conica.

Demonstragio: Sejam pp,pp pontos da curva v e y(f1) = (f1,f(t1)), y(t2) =
(t2,g(t2)), parametrizagdes locais em torno de pj, pp, respectivamente, de forma que

as tangentes em p1, p> sejam paralelas, em que
f(tl) = llzt% + agt% + 114)#1L +... e g(tz) = bzt% + b3t% + b4tg + ...

A condigdo para as tangentes em 1 e y; serem paralelas é que f'(t1) = ¢'(t2),
o simbolo ’ denota a derivada em relagdo ao pardmetro correspondente (t; ou tp).

Resolveremos isso assumindo que ¢, é uma fungdo de f; e escrevemos
— — 2 3
ty = u(ty) = uyty + ugty + usty + ...

Assim, ao fazermos f'(t1) = ¢’'(t2) com t, = u(t;), temos:

fl(t) =8/ () =
2ayty + 3aztt 4 4agts 4 ... = 2boto + 3bsts + 4byts + ...
2ayty + 3a3t] 4 4agts + ... = 2by (uyty + uot? +usts +...) +3b3(urty + upt? + uztd +..)2 + ...

Por igualdade de polindmios:

207 = 2byuy = uq = a_z

by

3([1317% — bga%)
2b3

2
3a3 = 2bouy + 3b3u% < 3a3 = 2byup + 3b3 (%) = Uy =
2

Dai, obtemos uma parametrizacdo para o MPTL em funcdo apenas de t;.
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Denotaremos tal parametrizagdo por M(t;), ou seja:

—_

M(t1) = Z(ti+t,d+ f(t)+g(t2))

= 5 (it u(h),d+ f(tr) +g(u(tr)))

1 3 )
— 2 <t1 + = b + 2[73 (613192 b3ﬂ2)t + ...,

_ N

d+ azt% +asts + ..+ bz(u(tl))2 + b3(u(t))3...)

1 3 2

2
_ 2
d+ aztl + ﬂ3t1 + ..+ by (—tl + b3 t% + ) +
2

Assim, tomando a derivada de M em relacdo a #; avaliada em t; = 0, temos:

/o) = L )
M(0) =5 (1+320) e

M’(O) = (0,0) & ay = —by.

Logo, o MPTL é suave perto de t; = 0, a menos que a, = —by, condi¢do a qual,
de acordo com Holtom (2000, p.53), é a mesma para que exista uma 3 4 3 conica para
os parametros t; = t, = 0. Assim, o MPTL é singular no centro de uma 3 + 3 conica.

Para mostrar que a singularidade é uma ctspide ordindria, precisamos checar que
os vetores M"(0) e M"'(0) sdo linearmente independentes (pois essa é a condigdo
para a existéncia de uma ctspide ordindria em um ponto, de acordo com a Definigdo
2.5), quando a; = —by. E célculos rotineiros nos mostram que isso é verdade, desde
que a3 # bs, supondo que a; = by # 0.

Portanto, o MPTL genericamente tem uma ctispide no centro de uma 3 + 3 conica.

[

Como foi visto anteriormente Teorema o AESS possui uma ctispide quando as
tangentes sdo paralelas nos pontos de contato com uma 3 + 3 conica. Por outro lado,
o resultado verificado anteriormente nos garante que o MPTL tem uma ctispide no

centro de uma 3 + 3 conica. Ou seja, 0 AESS e 0 MPTL se encontram nos seus pontos
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de ctspides.

Sendo assim, nos passos a seguir, usaremos parametrizagdes locais dadas pelo
Lema [2.4| para verificarmos o comportamento local do AESS U MPTL.

Além disso, como o MPTL esta associado ao caso em que as tangentes a curva sdo
paralelas, consideraremos que esse fato ocorra na origem, ou seja, no modelo local

faremos p = 0. Logo, as parametrizagdes tém a seguinte forma:

1
Y1(t) = (t,l — 5t2 + pat® + p4t4...) e

1
Y2(s) = (s, -1+ zsz + g3s° + q4s4...) .

A ideia é escrevermos a equagdo F da reta média para um par de pontos nessas
curvas e, a partir disso, encontrarmos uma expressdo tanto para X € AESS, quanto
para X € MPTL, correspondentes para esse par de pontos.

Sejam p1, p2 € 1, tomemos F(x,y,s,t) como a familia de retas médias associadas
a esses pontos, de modo que F(x,y,s,t) = I1(t,s)x + Io(t,s)y + I3(t,s). A exemplo do
que vimos na Secdo o envelope dessa familia tem solucdo se, e somente se, o

determinante da matriz

F¢(0,0,t,5s) Fy(0,0,t,s) F(0,0,t,s)
M= | F(0,0,t,5) Fy(0,0,,5) F(0,0,t5) |- (2.4)
F(0,0,t,5) Fy(0,0,,5) F(0,0,t,5)

é nulo.

Por meio do software Maple, verificamos que

det(M) = —312/1(5, t)B(s,t) =0, para o qual

A(s, t) = 3p3t? — s — 4q45° — 5q55* — t + 4pyt® 4 5pst* — 3g35% e
B(s,t) = 192q35 4+ 192pst + O (s, t).

O caso A(s,t) = 0 estd associado a condigdo de paralelismo das retas tangentes

as curvas, logo, esse fato estd relacionado com o MPTL. Mais ainda, tal condigdo ja
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e satisfeita, uma vez que tomamos p = 0 no modelo local, nos dando a condi¢do de

0A
paralelismo na origem. Além disso, observe que g(s, t) = —1 — 12g45> — 20g5s> —
0A
6935, isto é, o (0,0) # 0. Dai, pelo teorema da fungdo implicita, localmente podemos

escrever s como funcgao de ¢, isto é

s(t) = —t+3(p3 — 43)t* + [1843(q3 — p3) + 4(ps+ qa)]t* + ..

Assim, ao substituirmos tal relagdo na solugdo do envelope, podemos obter uma

parametrizagdo para X = (x,y) € MPTL, isto é:

X() = 3(ps — )P + Os(1) e
(1) = (35— p2)P* + Ou(t).

Ou seja, isso significa que o MPTL no centro de uma 3 + 3 cOnica é uma ctspide.

Analisaremos agora o outro caso, isto é, se B(s,t) = 0, entdo temos duas situagdes:
g3 # 0 ou p3 # 0. Pode ocorrer também de p3 = g3 = 0, mas isso ndo nos convém,
pois assim a cOnica teria 4 + 4 contato com a curva.

Suponha que g3 # 0. Assim, g—lj (s,t) = 192g3 # 0, ou seja, aplicando o teorema de

fungdo inversa novamente a s, podemos escrever s = s(t). Por outro lado, se p3 # 0,

também podemos escrever t = t(s). Consideraremos s = s(t), isto é:

s(t) = =P+ 0y(8),
q3

expressdo a qual nos fornece X = (x,y) € AESS como sendo:

3
x(t) = 22 (ps — gs) P + Oa(t) €
q3
y(t) = £5(3— P + Ou(t).
I3

Portanto, no caso em que as tangentes sdo paralelas, chegamos a conclusdo que o
AESS possui uma cuspide.

Mediante ao que foi exposto ao longo deste capitulo, em particular nas Subse¢des

2.2.1}2.2.3| e 2.2.4, podemos enunciar o seguinte teorema a respeito do envelope das

retas médias:
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Teorema 2.7. Dada uma curva -y plana, convexa e fechada, o envelope das retas médias (EML)

de <y é constituido pelo AESS, a (AE) de y e 0o MPTL, isto é:

EML = AESSU AE U MPTL.

Finalizamos assim o estudo do envelope das retas médias. ~No préximo
capitulo, o qual é fruto dos resultados apresentados recentemente no artigo [9], nos
debrucaremos em generalizar esses conceitos para o caso em que a reta levada em
consideragdo ndo é a reta média da corda ligando dois pontos da curva, mas sim uma

reta passando por um ponto "intermedidrio” da corda.
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Capitulo 3

Envelope de retas intermediarias de

uma curva plana

Seja v uma curva plana suave. Dados dois pontos p1, p2 € 7y, considere ¥ (f) e
72(s) parametrizagdes locais em torno de py, p2 e I3, I as retas tangentes a v em p; e
p2, respectivamente. Se /1 e [, sdo concorrentes, considere R a intersec¢do dessas duas
retas. Para 0 < a < 1, tomemos M, o ponto intermedidrio do segmento ligando p; até
p2, ou seja, My = (1 — a)y1(t) + ay2(s). Vale lembrar que quando « = 1/2, o ponto
M, se torna o ponto médio da corda ligando p; até py, situagdo a qual foi explorada

no capitulo anterior.

Defini¢do 3.1. Dada uma curva oval vy, a reta intermedidria de p1 = v1(t) e p2 = 72(s)
é:
i. a reta que passa por R e M, quando 11 e I sido concorrentes se t # s;

ii. a nica reta que passa por M, e é paralela as tangentes Iy e Iy, com t # s;

iii. a reta tangente a -y em p1, se t = s. No caso de o ponto da corda ser o ponto médio da
mesma, entdo a reta é a reta normal afim a v em py. Este caso nio é imediato e serd

verificado.

A exemplo do que foi feito no Capitulo 2 para deduzirmos a equagdo da reta
média, novamente usaremos aqui a aplicagdo conormal, vista em na Definigdo

para encontrarmos a equacdo da reta intermedidria.
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D1

o
‘ R
‘ Vs

D2

Figura 3.1: Reta intermedidria para os pontos p; e p, com tangentes concorrentes.

Lema 3.1. A equagdo da reta intermedidria é dada por:
(1—a)p(C)ry (X — My) + av(C)ra(X — My) =0,
onde a € (0,1) e C = py — p1 é a corda ligando os pontos p1 e pa.

Demonstracdo: Tomemos v o funcional que anula o vetor diretor da reta
intermedidria. Assim, temos:

v = avy + Bva.

Observe que:
V(R—My) =0 <= (avy + p12)((1—a)C+R—pa) =0

<~ ar1((1—a)C) +avi (R —p2) + brn((1 —a)C) =0

De fato, 12(R — p2) = 0, uma vez que R — p, é tangente a 7, e, como R — p, =

R — p; — C, a dltima igualdade é equivalente a:
a1 ((1 —a)C) +avi(R — p1) —av1(C) + by ((1 —a)C) =0 &

—avy (aC) + b ((1 —a)C) =0,
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ja que R — p; é tangente a 71, isto é, av;(R — p1) = 0.
Portanto, basta tomar a = (1 — a)1»(C) e b = av1(C), para se obter o resultado
desejado.

O]

Considere a familia F : 1 X 9 x R? — R dada por:

F(S, t, X) = (1 — Oé)Vz(C)l/l(X — M,x) + 1X1/1(C)1/2(X — MD(), (3.1)

com « € (0,1). Para dois pontos fixados p; e pa, pelo Lema concluimos que a
equacdo da reta intermedidria é dada por F(s,t, X) = 0.
De acordo com a Defini¢do queremos determinar o envelope £r da familia F,
isto ¢,
Er={Xe€R?*|3 (s,t); F=F=F =0em (st X)}. (3.2)
Passemos entdo a investigar como é o envelope da familia de retas intermedidrias

em cada um dos casos a seguir: quando as tangentes sdo concorrentes e quando as

tangentes sdo paralelas.

3.1 Retas intermedidrias com tangentes ndo paralelas

Nesta segdo, iremos estudar o envelope da familia das retas intermedidrias quando
I e I; sdo concorrentes e t # s. O resultado a seguir nos diz qual relagdo precisa ser
satisfeita para que os pardmetros (s,t), associados a um par de pontos na curva 7,

determine um ponto no envelope das retas intermedidrias.

Teorema 3.1. A condigio necessdria e suficiente para que um par (s, t) determine um ponto

no envelope das retas intermedidrias é que:

onde:
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Demonstragdo: Uma vez que v1 (7] (t)) = v2(75(s)) = 0, ao tomarmos a derivada da

Equacao com respeito a t, temos
Fr = (1= a)va(=7)va(X = Ma) + (1 = @) (C) (vi (X — M)+
o] (Chra(X — M) — a(v1) (Ca((1 — a)7).

Agora, usando o Lema para a derivada dos conormais na equagdo anterior,

obtemos:

F=—(1-a)n(y)n(X — M)+ brn(Cra(X — M)
—a(1—a)n(C)va(y) +aF, (3.3)

onde F = F(s,t, X).

De forma andloga,

E, = av1 (C)v1 (X — My) + avy (75)va (X — My)
—a(l = a)va(Chn(r2) +bF, (34)

Isolando 15(X — M,) na equagdo F = 0 e o substituindo nas equagdes F; =0 e F; =0,

obtemos, respectivamente:

 R2R(Cn)
X = M) = ) + 020’ 49
(X = H0= O (Cra(Cn (1) o)

avi(C) = (1= a)ua(Chur(73)
O préximo passo € igualar as equagoes e para obtermos

a0} (C)ua(y1) = ba(1 — )3 (Chva (7).

Novamente, usamos o Lema para explicitarmos b e @ na equacgdo anterior e

chegamos a
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O]

Observacao 3.1. Se 7y e 7y estiverem parametrizadas pelo comprimento de arco afim, entdo

1
1—a)3 , . .
A= < " lx) . Assim, a condigio do Teorema|3.1|é equivalente a:

(Y1 + Ava, vy — 1) = 0.

Uma vez satisfeita a condi¢cdo do teorema anterior, podemos encontrar uma
parametrizacdo para um ponto X no conjunto solu¢do do envelope das retas
intermedidrias com tangentes concorrentes, resultado este o qual apresentaremos a

seguir.

Teorema 3.2. Seja F a familia de retas intermedidrias.Um ponto X pertencente ao envelope de

retas intermedidrias com tangentes nio paralelas é dado por:

avy (C)
X — M,y =
T an(Y)ni(C) + b

“Vl(C)W('Yi),Yé) .

© ((1 —on(On-— 75

Demonstragdo: Para este caso, como 7} e y5 ndo sdo paralelos, podemos escrever
AN DA

Assim, aplicando v, a essa igualdade e usando a expressdo de v2(X — M,) na

equagdo da reta intermedidria F = 0, temos:

(X — M) _ —(1—a)rn(C)r(X — My)
v2(71) ava(7)vi(C)
Usando a expressdo encontrada em para v1 (X — M), temos:

A=

S —(1-0n(©) [ —aR(Cu(n)
w2(1pn(C) \ @ (Cpva(mr) + buA(C)
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a(1—a)1(C)rr(C) .
(av1(C)ra(77) + b13(C))

Por um raciocinio semelhante ao que foi feito anteriormente, mas aplicando v; a

A=

X — My = Ay} + BY), temos:

5_ (X =M _ an(Cra(X — My)
v1(73) (1 —a)vi(7p)12(C)

Agora, usando a expressdo de v1(X — M, ) encontrada em (3.5), concluimos que

—a?v1 (C)v2(C)va (7))
v1(75) (av1 (C)va(vh) + bv3(C)))

Portanto, verificamos a expressdo para X — M,.

os]

OJ

Observacdo 3.2. 1. Neste caso, o envelope das retas intermedidrias é chamado de "Affine

Envelope of Intermediate Lines” (AEIL).

2. Caso as curvas estejam parametrizadas pelo comprimento de arco afim, um ponto do

envelope das retas intermedidrias com tangentes ndo paralelas se resume a:

aA[vh, Clvh, 7]

X — M, =
T aA[yh, 2+ [, C

(1= a)7) —adyy).

3. Observe também que, quando « = 1/2, obtemos a parametrizagio do AESS, o qual

compde o envelope das retas médias, caso em que as tangente sio concorrentes, isto é,

1 [')’é/ T — ')/2] [’Yi' ')’é] ) / /
X-M=: ~ 1),
2 (—2[75, 1= 72] + [7], 7a)? (M=)

assim como visto na Equagio no Capitulo 2.

3.2 Estrutura local do envelope de retas intermediarias

Agora, estamos interessados em entender qual é o comportamento local do
envelope das retas intermedidrias. Assim como fizemos no Capitulo 2 para o
envelope das retas médias, nesta segdo, faremos essa andlise do envelope das retas

intermedidrias levando em conta os trés casos das retas tangentes a curva, isto é,
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quando as tangentes sdo concorrentes, quando as tangentes sdo paralelas distintas e
quando as tangantes sdo paralelas coincidentes.

Inicialmente, apresentaremos um modelo local para uma curva plana suave, o qual
serd usado para entendermos a estrutura local do envelope das retas intermediarias
nos dois primeiros casos mencionados anteriormente.

A exemplo do que foi definido no Capitulo 1 para vértice e inflexdo afins,
relembraremos aqui, nas duas defini¢des a seguir, o que sdo vértice e inflexdo do
ponto de vista euclidiano, pois esses fatos serdo tteis na constru¢do do modelo local

mencionado anteriormente.

Defini¢io 3.2. Seja v : I — R? uma curva plana parametrizada por um pardmetro
arbitrdrio t. Dizemos que a curva vy tem uma inflexido em y(tg) se x(tg) = 0, onde x(t)
é a curvatura euclidiana de «y. Uma inflexiio é chamada ordindria se x'(sg) # 0. Por outro

lado, uma inflexdo é dita ser de ordem superior se «’(sg) = 0.

Definigdo 3.3. Seja v : I — R? uma curva plana parametrizada por um pardmetro
arbitrdrio t. Dizemos que a curva vy tem um vértice em y(to) se x(tg) # 0 e x’'(tg) = 0.
Um vértice é chamado ordindrio se k" (ty) # 0. Se k" (ty) = 0, entdo o vértice é dito ser de

ordem superior.

Seja v uma curva plana, suave e fechada. Considere p; = (t) e p» = 7(s) dois
pontos distintos de v, tais que x(t) # 0 e x'(t) # 0, onde x é a curvatura euclidiana
em pq, isto é, p; ndo é um ponto de vértice ordinario e nem um ponto de inflexdo

ordindria. Sem perda de generalidade, podemos assumir que

po= (L) = (32 + a5t +agtt +ast + Os(1) ),

(3.7)
p2 = (5,8(5)) = (5,bo + bys + bps? 4 b3s® + bys* + bss® + Og(s)) ,

em que by > 0, a3 > 0, b2 — by > 0 e Og(t) (resp. Og(s)) representa os termos de
ordem maiores ou iguais a 6 em relagdo ao parametro ¢ (resp. s). A figura a seguir
ilustra essa situacao.

Seja F(x,y,t,s) = I1(t,s)x + Io(t,s)y + I3(t,s) a equagdo da reta intermedidria
passando pelo ponto M, dada pelo Lema A condigdo de existéncia da solugdo

para o envelope de tal familia de retas é que o determinante da matriz M a seguir seja



61

\‘bo\
p2

~_ | — P
0 X

Figura 3.2: Parametriza¢des locais da curva y em torno de p; e p, onde o arco p; é
dado em azul e o arco p, em vermelho.

nulo:
F.(0,0,t,s) Py(O, 0,t,s) F(0,0,t5)

M: FSX(O/O/t/S> FS]/(O/O/ tls) PS(OIOIt/S) ° (38)
Fix(0,0,t,5) Fy(0,0,t,5) F(0,0,t,5)

O determinante da matriz M é dado por
det(M) — %oc(oc —1)A(5)B(t,5), (39)
onde A(0,0) =0 e B(0,0) = 8(2ab; — a + 1)b3 com
A(t,s) = t — 2bys 4 3azt? — 3b3s® + O3(t,s), (3.10)

e O3(t,s) representa os termos com respeito aos parametros f e s de ordem maiores
ou iguais a 3.
Além disso, vale lembrar que as retas tangentes em p; e po podem ser paralelas

ou concorrentes.

3.2.1 Retas tangentes concorrentes

Se as retas tangentes nos pontos p; e p2 ndo sdo paralelas, entdo o determinante
da matriz M dado na Equagdo (3.9) é zero se B(t,s) = 0. Note que, neste caso,
A(t,s) # 0. Como B(0,0) = 8(2aby — a + 1)b3 e by # 0, a expressdo B(t,s) localmente

tem um zero ao redor da orgiem se b, = % Usando esse fato, por meio do teorema
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da funcdo implicita, podemos assumir que ¢ é uma fungdo de s para escrevermos

. 2ubgbs + by (a — 1)
~ (a—1)(2a3bo + by)

s+ 0s(s). (3.11)

Note que, como o ponto p; ndo é um ponto de vértice, sem perda de generalidade,
podemos assumir que by, by e a3 > 0. De fato, como p; ndo é um vértice, segue que,

emt =0, K(O) #0e K/(O) = 6a3 # 0. Dai, 2a3by + by # 0.

Teorema 3.3. Dada uma curva plana <y, suponha que dois pontos de 7y, p1 e pa, satisfazem
a parametrizagdo local dada como nas equagoes em (3.7), de modo que nio tenham tangentes

paralelas. Assim:

i) Se p1 e pp nio sdo pontos de inflexio, a condigio de regularidade do envelope da familia

de retas intermedidrias é que

(o — 1) (—6aazbob? + 4aazb} — 3ab? — 2a3b3)
2uabg(60azboby + 30&1?% + 2aby — by)

bs 7é ’
ii) Se p1 é um ponto de inflexdo, entdo o envelope da familia de retas intermedidrias é reqular

em s = 0 se by # 0. De forma equivalente, se pp é um ponto de inflexdo na origem.

Demonstragio: i) Considere os pontos p; e p, dados como nas equagdes em (3.7),
de forma que nenhum deles seja um ponto de inflexdo. Apds substituir o parametro
t, expresso em (3.11)), na solugdo do envelope de retas intermediarias (3.1), obtemos a

seguinte parametrizagao:

X(t(s),0) = (ao "+ ays + O(s2), By + bys + 0(52)) , (3.12)
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onde
. aby by
dp= —————,
O b — by
. bod
P (032 — (B2 + bo)a + bo) (2asbo + by ) (b2 — by)’
. ab?
bO - - 2 7
ocbl — b()

(b%[xz — (b% + bo)lX + bo)(2a3b0 + bl)(b%lx — bo)’

e 6 é um termo constante. Observe que, como assumimos que b3 — by > 0, o
denominador de 4 e b; nao se anulam para qualquer valor real de a # by/b? e & # 1.

O Envelope (3.12) é singular em s = 0 se § = 0. Isso acontece se

_a— 1 (—6aasbb? + 4nazb} — 3abj — 2a3b3)
~ 2abg  (6wazboby + 3ab? + 2aby — by)

b3 ,
o completa a prova do item 7).

ii) Suponha que a curva 7y ndo é uma oval e tenha um ponto de inflexdo em p;.
Entdo, podemos assumir que os pontos p; e p, tenham as seguintes formas locais:
p1 = (t,a3t> + O(t*)) e po = (s,bo + b1s + bps? + O(s?)), com byb; # 0. Neste caso, o

fator que anula no determinante da matriz M dado em se torna
B(t,s) = 16ab3by + O(t,s).

Assim, B(0,0) = 0 se, e somente se, b, = 0. Dai, pelo Teorema da Fungdo Implicita,

escrevemos t como fungédo de s de modo a obtermos

o le3 2
= («—1)az’ +O(s).

Ou seja, a parametrizagdo do envelope da familia F em (3.1)) é expresso por

X(s,a) = (—Z—? + as 4+ O(s?),bs + O(52)> ,

onde
36ab3b3

ab=——30
T B —1)
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Isso significa que X(s,a) é singular na origem, se b3 = 0. De forma equivalente,
X(s,a) é regular na origem se p é um ponto de inflexdo.
O

O comportamento local do AEIL é mostrado na Figura 3.3.

Figura 3.3: O AEIL (em vermelho) da curva < (em preto) quando p; e pp sdo pontos
de inflexdo com tangentes ndo paralelas.

3.2.2 Retas tangentes paralelas nao coincidentes

O envelope das retas intermedidrias com tangentes paralelas ndo coincidentes é
chamado de Intermediate-Parallel Tangent Locus (IPTL).

Neste caso, suponha agora que nos pontos p; e pp, dados como em (3.7), as
tangentes sejam paralelas e distintas. Segue entdo que b; = 0. Além disso, a equagdo
A(t,s) =0, presente em (3.10), nos dd a relagdo entre os parametros ¢ e s nesse caso.

Ao aplicarmos o Teorema da Fungdo Implicita na expressdo (3.10), podemos obter

t como funcdo de s, isto é, podemos escrever
t = 2bys + (—12a3b3 + 3b3)s> + O3(s).

Assim, conseguimos uma relagdo entre os pardmetros t e s , de forma a

investigarmos o comportamento do envelope das retas intermedidrias quando as
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tangentes sdo paralelas distintas. O resultado a seguir nos diz a respeito dessa

situacao.

Proposicao 3.1. Sejam v uma curva plana suave, py e p, dois pontos de vy dados como em

(B.7). Se as retas tangentes de vy nos pontos py e py sdo paralelas, entdo o IPTL da curva vy:

1. passa pelo ponto M, (0,0) = (0, bow);
2. éregular em s = 0 se, e somente se, by # Z(oc——l);

3. tem uma cuspide ordindria em s = 0 se, e somente se,

2
x x©
bz_z(a_l) eb3#(lx—1) [13,

4. tem uma singularidade do tipo (3,4)-ciispide em s = O se, e somente se,

2 3
(14 114 14
bz_—Z(lx—l)’bB_(—(X—l) as e b47é<“_1) ag.

Demonstragdo: Neste caso, a parametrizacio do IPTL é dada por M,(s,a) =

(1 —a)py + apy. Entdo, segue que M, (0,0) = (0, bpa), o que prova o item 1.

As demonstracdes de 2 a 4 seguem de célculos rotineiros, basta se atentar para
o fato de que uma curva plana 6 é regular em t = 0 se §'(0) # 0. Por outro lado,
para se verificar o tipo de cuspide, atentamos a Defini¢do levando em conta a
parametrizacdo M, (s, «) = (1 —a)py + apy do IPTL.

O

Antes de seguirmos com mais propriedades do envelope de retas intermediarias,
definiremos o que sdo jatos de fungdes, pois usaremos essa definicdo na demonstragao
do préximo resultado.

Dada uma fungdo f : R — R suave, definida numa vizinhanca de ¢y, a série de

Taylor de f em ty pode ser expressa como

t2 £
flto) +tf'(to) + 5" (fo) + 33" (t0) +

onde expandimos f(t+ ty) em vez de f(t), de modo que t estd perto de 0 ao invés

de ty.
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Definicao 3.4. Seja k > 1 inteiro. O k-jato de f com o termo constante é o polinomio

F(t0) = Flt0) + 15/ (t0) + (k) + o+ ot F ) 10,

obtido pelo truncamento da série de Taylor no grau k.

Dois k-jatos sdo chamados iguais quando eles sdo identicamente os mesmos
polindmios.

De volta ao caso do envelope das retas intermediarias, também podemos estudar
0 caso em que hd um ponto de inflexdo na curva 7. Considere p; = (t,a3t> + O(t*))

e p2 dado como em (3.7). A proposi¢do a seguir nos diz respeito a essa situagao.

Proposicao 3.2. Pelas consideragdes feitas anteriormente, se um dos pontos py ou pp, ou
ambos, tem uma inflexdo na origem, entdo o IPTL passa pelo ponto M, e é reqular na origem
sea € (0,1).

Além disso, caso by # 0, a curva <y tem uma inflexdo de ordem k em p; se, e somente se, 0

IPTL tem uma inflexdo de ordem k na origem, para k = 1,2.

Demonstra¢do: Inicialmente, suponha que p; ndo seja um ponto de inflexdo em
s = 0, ou seja, by # 0. Usando a Expressdo (3.10), conseguimos escrever s como uma

funcdo de t. Assim, conseguimos uma parametrizagdo do IPTL, como segue:

2 _
((1 @)t + O(8), by + as(1 — ) + 25 4”;4172(1 Y O(t5)> |
2

Agora, suponha que a curva 7y tenha uma inflexdo ordindria no ponto py, isto
significa que by = 0 e by # 0. Dai, usando a rela¢do v1(C) = —Arp(C), onde
A=((1-a)/ oc)%, referente ao Teorema obtemos:

s— B ("‘_1) F+O(R),
b3

(94

Ao substituirmos essa relacdo de s e t na Expressdo (3.1) referente ao envelope,

conseguimos uma parametrizagdo para o envelope de retas intermedidrias dado por

hy(«) 2 ho(a) 5 4
X(ta) = | =21+ O(#?),aby + ——=13 + O(tY) |,
() <2sz3 +0O( )“°+2a2b§ +0(E)
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onde h; e hy sdo fungdes suaves com respeito a a e seus 1-jatos sdo, respectivamente:
hy(a) = a3 —2(2a3 +b3)a ,  jho(a) = a3 — 3a5(2a3 — bs)a.

Neste caso, X(t,«) é regular,em t = 0, se X'(0,a) # (0,0). Isso significa que h;(a),
em torno de a = 0, precisar ser ndo nula. E isso é verdade, basta olhar para j'%(«), o
que conclui a demonstracao.

A Figura [3.4]ilustra o IPTL da curva v, quando p; e p, sdo pontos de inflexao com

tangentes paralelas distintas.. ]

P2 = 72(5)

Figura 3.4: O IPTL (em vermelho) da curva 7y (em preto) quando p; e p, sdo pontos
de inflexdo com tangentes paralelas distintas.

Observacdo 3.3. 1. Vale lembrar que, quando « = 1/2, o conjunto AEIL = AESS e
IPTL = MPTL se encontram sem seus pontos singulares, como vimos no Capitulo 2.

Por sua vez, quando « # 1/2, ambos nio se encontram em seus pontos singulares.

2. Além disso, é possivel determinar o "primeiro”n = wg para o qual a cispide aparece
no IPTL ou AEIL. Para isso, em relagdo ao IPTL (resp. AEIL), basta encontramos a
relagdo entre os pardmetros, como fizemos nesta segdo. Dai, de acordo com a condigdo de

regularidade presente na Proposicio [3.1] (resp. Teorema[3.3), encontra-se o wy.
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3.2.3 Retas tangentes paralelas coincidentes

Chegamos ao tdltimo caso, que esté relacionado com o caso limite do envelope de
retas intermedidrias de uma curva 7y. Assim, queremos saber o comportamento da
reta intermedidria quando um ponto da curva tende ao outro. Para isso, considere

parametrizagdes locais da curva 7, em cada ponto, dadas por

m(t) = (L f(1) e 72(s) = (s, f(5)),

onde f é uma fungdo suave em relagdo aos parametros s e t.

Sejam C = (t —s, f(t) — f(s)) a corda, My = ((1 —a)t+as, (1 —a)f(f) +af(s))
o ponto intermediario, nq(t) = (—f'(t),1) e na2(s) = (—f'(s), 1), os vetores normais
euclidianos em 7y e 77, respectivamente.

Lembre-se de que podemos escrever (n;,u) = [y, u], parau € R> e i = 1,2,
onde (-,-) representa o produto interno usual em IR?, e também podemos considerar

(nj, u) = Nj(u). Entdo a equagdo da reta intermedidria se torna
(1 —=a)Np(C)N1(X — My) + aN; (C)Np(X — My) = 0.

Do Teorema [3.1} obtemos a seguinte relagao:

M(©) _ N(C) le(C):_(%)%,

(F(h)5  (fr(k))s  Na(C) af" (1)

Considere X = (x,y) um ponto da reta intermediaria e M, = (&,7) o ponto

intermedidrio. Usando a equacdo de reta intermedidria e a relagdo anterior, obtemos:

- 1 ox—%| ((1—a)f'(t) 5001 x—# _
(1—uw) a(—) ) v 0.

af"(s)

Dai, temos

w_y)o_w_“(giﬁ%gﬁ)v=:u—f)01—@fm_w(9i%%¥ﬁ)v,

entdo encontramos o coeficiente angular A = A(s, t) da reta intermedidria, expresso

por:
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AGs, 1) = L= (D(@f"(5)
(1—a)(af(s))

—af/(s) (1= a)f"(1)3
—a((1-a)f"(1)3

Qi Wi

Agora, faremos o limt A(s,t). Quando a« = 1/2, temos
Ss—>

4
3

_ @) - 10
OO

slint A(s, t)

o qual é o coeficiente angular da reta norma afim de 9 no ponto p;, como vimos na
Proposicao 2.2)do Capitulo 2.
Por outro lado, se &« # 1/2,

W=

lim As ) — L OE" O3 (1= )i —a(1=n))

( _ oy
s—t (F7(1)3((1 — a)as — a(l — a)3) o

o qual é o coeficiente angular da reta tangente a -y no ponto p;.

Assim, temos o seguinte resultado:

Teorema 3.4. Sejam v uma curva plana suave, p1 = y1(t) = (¢, f(t)) e p2 = 72(s) =
(s, f(s)) dois pontos de «v. Quando s tende a t, entdo a reta intermedidria (« # 1/2) tende a

reta tangente a vy, no ponto p1.

Diferente do que acontece no envelope das retas médias, aqui, o envelope das retas
intermedidrias no caso limite é a prépria curva, uma vez que a reta intermedidria se
torna a reta tangente a .

Pelo que vimos até aqui neste capitulo, em especial na Se¢ao 3.1 e Subsegdes [3.2.2]
e concluimos que o envelope de retas intermedidrias e constituido por outros

trés conjuntos, o que nos possibilita enunciarmos o teorema a seguir.

Teorema 3.5. Dada uma curva -y plana suave, o envelope das retas intermedidrias (EIL) de y

é constituido pelo AEIL, o IPTL e o CTL, ou seja,

EIL = AEILUIPTLUCTL.
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Figura 3.5: A figura ilustra um exemplo do Envelope das Retas Intermediarias
da curva y(t) = (0.1cos(27t) 4 cos(mt),0.1sin(27tt + 1) + sin(7tt)). Na figura da
esquerda, temos o envelope quando & = 0.5 com o MPTL (vermelho), AESS (azul) e
a Evoluta afim (verde). Ja a figura da direita ilustra o envelope para a = 0.6, onde o
IPTL (vermelho) e AEIL (azul) aparecem.

3.3 Abordagem por meio da Teoria de Singularidades

Agora faremos um estudo um pouco mais abrangente a respeito do envelope de
retas intermedidrias, ndo somente tendo um certo valor de « fixado, mas entender
um pouco o que acontece com o envelope a medida que a varia em (0,1) \ {1/2}.
Na verdade, estamos interessados em investigar uma condi¢do para um determinado
tipo de singularidade nesse envelope .

Para tanto, faremos uso de alguns resultados da Teoria de Singularidades, os quais
nos possibilitam chegar a certas conclusdes a respeito de como o envelope de retas
intermedidrias se comporta na situagdo a qual a se torna uma varidvel. Para saber

mais detalhes sobre a Teoria de Singularidades, veja [1] ou [10].

3.3.1 Germes de aplicacdes suaves

Sejam X e Y dois subconjuntos do IR contendo um ponto p € R". Dizemos que
X é equivalente a Y se existe um aberto U C R" contendo p tal que XNU =Y NU.
Essa regra define uma relagdo de equivaléncia entre os subconjuntos do R” contendo
um ponto p. A classe de equivaléncia de um subconjunto X é chamado de germe de
X em p e é denotado por (X, p).

Dados dois subconjuntos abertos U e V do R" contendo um ponto p € R",

considere f : U — R"™ e ¢ : V — RR™ duas aplicagdes suaves. Dizemos que f é
8 p q
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equivalente a g, e denotamos por f ~ g, se existe um aberto W C U NV contendo p,
tal que f = gem W, ou seja, flw = g|w-

A relagdo ~ é uma relagdo de equivaléncia e o germe em p de uma fungio suave
é, por defini¢do, uma classe de equivaléncia por meio dessa relacdo de equivaléncia.
Um germe de fun¢do em p é denotado por f : (R",p) — R™.

Algumas vezes, pode desejar-se que todos os elementos da classe de equivaléncia

tenham um mesmo valor em p, digamos 4. Dai, escrevemos

f+ (R, p) = (R™,q).

Suponha que f : (R"”,0) — (R™,g) é um germe de uma aplicagdo. O espago de
todos esses germes é denotado por £(n,m). Quando m = 1, denotamos £(n,1) por

En. O conjunto dado por M, = {f € &, : f(0) = 0} é um ideal maximal de &,.

3.3.2 Singularidades de germes de aplicacdes suaves

Seja f : U C R" — R™ uma aplicagdo suave e considere df : TU — R™ a aplicagdo
derivada onde TU é o espago tangente ao conjunto aberto U. A aplicagdo f é singular

em p € U se o posto da transformacao linear

(df)p: R" — R™

nao é maximo, isto é, se rank(df), < min(n,m). O ponto p é entdo chamado de ponto
singular de f. Caso contrdrio, dizemos que f é ndo singular em p e que p é um ponto
regular de f. O conjunto critico de f, denotado por £(f), é o conjunto dos pontos

singulares de f, isto €,

L(f) ={p e U; rank(df), < min(n,m)}.
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3.3.3 Desdobramentos

Considere um germe de funcdo f : (R,tp) — R. Uma familia de fung¢des a r-

parametro para f é uma funcado suave
F: (IR x R, (to, xo)) — R, (3.13)

definida em torno de (g, xo), tal que F(t,0) = f(f).

Exemplo 3.1. Considere X € R? e v : | — R? uma curva plana p.p.c.a.a. Definimos a
familia de funcoes

F:IxR?2—R

por

F(s, X) = [X = 7(s),15(s)],

a qual é chamada de Fungdo Distincia ao cubo Afim, ou simplesmente, Fungdo Distdncia Afim.

Note que F nos dd uma familia de funcdes de X € R?, a 2 pardmetros, parametrizadas por

Seja F uma familia de fun¢des contendo uma funcdo f. Podemos usar como
exemplo a familia de funcdes distancia ao cubo de uma curva no R?, a qual vimos
anteriormente, onde ha dois parametros dados pelas coordenadas de um ponto
X € R?2. Mudando um pouco os pardmetros, iremos “perturbar’ f em uma certa
vizinhanga dessa funcdo. Em outro exemplo, exibido na Figura estdo os tracos

das perturbacdes de f(t) = t°.

N PP

Figura 3.6: Perturbagdes de +°.

Uma familia de fun¢des contendo f é chamada de desdobramento de f: a familia
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desdobrada revela todas essas fungdes proximas de f. Por exemplo, para f(t) = t°,
a fungdo F(t,x1,x2,x3) = x° + x1£2 + x2t> + x3t é um desdobramento de f com 3

parametros x1, x2 e x3. A Figura [3.6|ilustra todos os graficos da fungédo F.

Definig¢do 3.5. Seju f : R — R onde f(p)(to) =0,t) € R paratodol < p < ke
f (k+1)(£9) # 0. Para k > 0, dizemos que f tem uma singularidade de tipo Ay em ty. Dizemos

também que f tem tipo Ay quando fP)(tg) = 0, para todo 1 < p < k.

Exemplo 3.2. Retornando & fungio distincia ao cubo do Exemplo 3.1} considere y : I — R?
uma curva regular parametrizada p.p.c.a.a., tal que u(s) # 0, para todo s € I. Dado X € R?,

a fungio f(s) = F(s, X) goza das sequintes propriedades:

1
i. tem singularidade do tipo A, em sy se, e somente se, X = y(sg) + m%s(so), isto é,
0

X é um ponto da evoluta afim de -y,

ii. tem singularidade do tipo Az em s se, e somente se, u(sg) 7# 0,1’ (sp) = 0e X é um

ponto da evoluta afim de <y, ou seja, y(so) é um vértice afim de y).

Com efeito:

Note que f'(s) = [—vs,vs] + [X — 7, Vss|. Assim:
f'(50) = 0 [=7s(50), 7s(s0)] + [X = ¥(s0), ¥ss(s0)] = 0 [X = ¥(s0), 7ss(50)] =0,

ou seja, X — y(sg) é paralelo a yss(sg), isto €, existe A € R, de modo que X — y(sp) =
Ayss(so). Além disso,

f//(s) [_'Yss/ ')’s] + [_'Ys/')’ss] + [_'Ys/')’ss] + [X e ')’sss] ~

f(s) = [X =9, 7sss] — 1.

Assim,

f//(SO) =0< [X —7(s0),¥sss(s0)] = 1.

Mas X — y(sg) = Ayss(sp). Dai,

f"(50) = 0 < [Ayss(50), ¥sss(50)] = 1 < A[yss(s0), Vsss(0)] = 1 Ap(so) = 1.
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Como u(sp) # 0, entdo:
1

u(so)

f'(s0) =0& A=

Logo,
1
X =y(s0) + ——7ss(50),
’)/( 0) V(SO)’)/ ( 0)

ou seja, f tem singularidade do tipo Ay em s, se e somente se, X estd sobre a evoluta afim de
Y ent Syp.
Para o item ii., temos:

Como p = [yss, Ysss|, entdo w' = [Yss, Yssss|- Agora,

fm(s) = [_’)’s/ ’)’sss] + [X i ')’ssss]-

Dat,
fm(SO) =0 [X —9(s0), ¥ssss(50)] = [¥s(50), Vsss(50)]-

o 1 :
Do item i., X — y(s0) = ——ss(S0), assim:

1 (s0)
fm(s()) =0< ﬁ’)’ss(so)/ ’)’ssss(so) =0&

A [’)/SS(SO)/ ')’ssss(so)] =0« ;I/l/(S()) =0.

Portanto, f tem singularidade do tipo Az em s se, e somente se, X é um ponto da evoluta

afim de vy em sy e y(so) é um vértice afim de .

Agora, de volta a familia de retas intermedidrias introduzida anteriormente neste

capitulo, podemos fazer a seguinte observacgao:

Observagio 3.4. As condicio apresentadas nas Proposicdes e no Teorema sdo

equivalentes a dizer que o envelope tem singularidade A; ou As na origem (ty = 0).

Um dos conceitos importantes na teoria de singularidades é sobre um
desdobramento versal F de um germe da aplicagdo f. Um desdobramento versal
é, em certo sentido, aquela familia que contém todas as deformagdes possiveis do
germe de mapa inicial f. Além disso, um desdobramento versal de um germe de
mapa f fornece um modelo de todas as singularidades que aparecem sob pequenas

perturbagdes do germe f. Para ver a definicdo geral de um desdobramento versal
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de um germe de mapa, confira [10]. Por exemplo, a familia F(t, x1,x,x3) =
x° + x1t2 + xt? + x3t, ilustrada na Figura é um desdobramento versal de f(t) = #°.

A seguir, para um germe de funcdo f com singularidade do tipo A, em ty, daremos
uma defini¢do alternativa para o desdobramento versal F de fungdo f (para saber
mais detalhes, veja [1]), a qual serd usada no resultado envolvendo o envelope das

retas intermedidrias.

Definic¢ao 3.6. Suponha que t = t(s) e que F = F; = 0 em (so, Xo) = (S0, X0, Yo, %0)-
Considere também que f(s) = F(s, Xo) tem uma singularidade do tipo A, em sy. Escreva
as derivadas parciais de F como Fy, F, e Fy em relagdo ao pardmetro x;, avaliadas em X
e considere seus polindmios de Taylor T; até grau v — 1, expandidos em s, isto é, temos r
termos. A familia F(X,s) é chamada de um desdobramento versal de f em sy se {T;} gera
um espago vetorial de dimensdo r. Entdo, colocando os coeficientes de T; nas colunas de uma

matriz (r — 1) x 3 nos dio uma matriz de posto r — 1, 0 que s6 é possivel se r > 3.

Voltando ao caso do envelope das retas intermedidrias, apresentaremos, a seguir,
uma condi¢do de versalidade para que a familia do envelope de retas intermedidrias

tenha uma singularidade do tipo A; .

Teorema 3.6. Sejam <y uma curva plana fechada, p1 = y(t) e po = 7y(s) dois pontos
distintos de v com tangentes concorrentes os quais tém parametrizagoes locais dadas como
em (3.7). Considere F a familia de retas intermedidrias de <y, dadas em (3.1). Suponha que
f(s) = F(xo,y0,x0,s) tenha uma singularidade do tipo A, na origem. Entdo, F é versal se, e

somente se,
150 —1

= 6 a2

Demonstracdo: Usando a relagdo entre os parametros s e t dada em (3.11) e a
condi¢do de uma singularidade do tipo A, como mencionado no Teorema

podemos escrever

F(x,y,a,s) = oczb%(—azb% —bix+y)+(1— oc)ocb%(—zxzb% +y) +O(s).
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Além disso, considere:

it (g—i(XO,S)) (0) = mys,
P (5 09) ©) = mas

P (5ex09) @ = mass

onde Xy = (xo, Yo, %0) = (—aby,0,a) e

ab? (6a?azby +5a — 1)

= 2(3aazb; +a +1)
" b1 (6aazby + 5a — 1)
12 2(3wazby +a+1)
ab3(36a3a3b3 (a — 1) + 12a3azby + 9a®azby — 24aazby + a® 4 2a — 5)
mz = .
2(3aazb; +a+1)
Logo, a matriz M = (mq1,m1p,my3) tem posto 1 se, e somente se, a3 = —%5;‘2;11. O]

Para finalizar, considere X para denotar os parametros (x, Y, «) e Xy um valor fixo
de X. Suponha que a familia de retas intermedidrias F seja uma familia versal de
f(t) = F(Xo,t) onde f(t) tem tipo Ag, k =2 ou 3.

Resultados mais aprofundados da Teoria de Singularidades nos dizem que o
discriminante de F, ou seja, o envelope & dado em (3.2), é uma vizinhanca de Xj,
localmente, difeomorfo ao discriminante padrdo de uma familia com singularidade
do tipo Ak. Neste caso, para a singularidade do tipo A, localmente, o envelope da
familia de retas intermedidrias é difeomorfo ao conjunto {(x1,x2) € R%; x3 = x3}, o
qual é uma ctspide. Os detalhe técnicos dessa constatacdo podem ser encontrados

em [1].
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