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Resumo

FILHO, Carlos Licio Nunes de Oliveira, M.Sc., Universidade Federal de Vicosa, marco de
2022. Evolutdides de Curvas Planas. Orientador: Ady Cambraia Junior.

Dada uma curva 7y suave, fechada e sem auto-intersecdes, o envelope da familia de retas
tangentes € formado pela prépria curva reunida com as retas tangentes nos pontos de inflexdao
e o envelope da familia de retas normais consiste da evoluta de Y. Um questionamento que
ocorre de maneira natural € o que existe entre esses dois envelopes. O envelope dessa familia de
retas € denominado evolutéide. Neste trabalho, abordamos os evolutdides euclidianos e afins.
Para isso, fez-se necessario uma revisdo da geometria diferencial euclidiana de curvas planas e
geometria diferencial afim de curvas planas, bem como um estudo detalhado sobre envelopes e
uma introdugdo a conceitos da Teoria de Singularidades. Os principais resultados apresentados,
tanto para o caso euclidiano quanto para o caso afim, foram: parametrizacdo explicita dos
evolutéides, condi¢des de regularidade, condi¢des de singularidades A, e A3 e estrutura local

da superficie discriminante.

Palavras-chave: Familia de curvas. Envelopes. Evoluta. Singularidades.



Abstract

FILHO, Carlos Lucio Nunes de Oliveira , M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, March, 2022.
Plane Curves Evolutoids. Adviser: Ady Cambraia Junior.

Given a smooth, closed and no self-intersecting 7y, the envelope of the family of tangent lines
is formed by the itself joined with the tangent lines at the inflection points, and the envelope
of the family of normal lines consists of the evolute of y. A question that naturally occurs
is what exists between these two envelopes. The envelope of this family of lines is called an
evolutoid. In this work, we approach Euclidean evolutoids and Affine evolutoids. For this, it
was necessary to review the Euclidean geometry of plane curves and affine differential geometry
of plane curves, as well as a detailed study of the differential envelopes and an introduction to
the concepts of Singularity Theory. The main results presented, both for the Euclidean case
and for the affine case, were: explicit parameterization of the evolutoids, regularity conditions,

singularity conditions A, e A3 and local structure for the discriminant surface.

Keywords: Family of curves. Envelopes. Evolute. Singularities.
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Introducao

Seja y: I — R? uma curva suave, fechada e sem pontos de inflexdo. E bem conhecido
que o envelope da familia de retas tangentes a ¥y é o conjunto formado pela prépria curva mais
as retas tangentes nos pontos de inflexdo. Ja o envelope da familia de retas normais consiste
da evoluta da curva y. Assim, € natural perguntar: o que existe entre os envelopes das retas
tangentes e o das retas normais? Para responder a essa pergunta, considere 7 e N os vetores
tangente unitdrio e normal unitdrio a Y em ¢ € I, respectivamente, e um vetor entre 7 e N é
0T* =Tcosax+ Nsina que € a dire¢do da reta Ly obtida girando a reta tangente a curva y
no sentido anti-horario por um angulo o fixado. O envelope da familia de retas Ly consiste
do evolutéide euclidiano de y. A geometria desses envelopes tem ganhado interesse de muitos
gedmetras. Por exemplo, J. Jerénimo-Castro (2013) explorou relagcdes entre drea e perimetro
da curva com o evolutéide. J4a P. Giblin e J. P. Warder (2014) estudaram como estes conjuntos
evoluem desde a curva até a sua evoluta, neste caso para curvas fechadas suaves sem inflexdes.
Ja A. Cambraia Junior e A. L. Cardoso Junior (2020) exploraram os evolutéides no contexto da
Geometria Afim. Mais precisamente, estudaram o envelope da familia de retas de uma curva
plana com diregdo v* entre a dire¢dio tangente afim e a normal afim.

Esta dissertacao foi baseada principalmente em [8] e [10], e estd dividida em trés capitulos.
No Capitulo 1, sdo apresentados resultados preliminares da Geometria Diferencial euclidiana
de curvas planas e uma revisdo da Geometria Afim de curvas planas. Além disso, apresentamos
conceitos e resultados da Teoria de Singularidades, importantes para entender a estrutura local
dos evolutéides euclidiano e afim.

No Capitulo 2, estudamos os evolutdides euclidianos de uma curva fechada e sem pontos

,%} fixo na familia de retas L, com uma

de inflexdo. Inicialmente, consideramos o € [O
dire¢do T* = T cosax + Nsina, a partir dai, explicitamos o envelope, sendo possivel estudar
a regularidade do evolutéide e condicdes para que ocorram as singularidades. Na segunda

secdo deste capitulo, incluimos & como um pardmetro da familia, neste caso o envelope da
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familia é uma superficie que denominaremos de superficie discriminante. Nessa parte usamos
ferramentas da Teoria de Singularidades para entender como os evolutdides evoluem desde a
curva, passando pelos seus evolutdides até sua evoluta.

No Capitulo 3, apresentamos os evolutéides afins, que sao dados pelo envelope de retas com
uma dire¢do fixada entre os vetores tangente afim e normal afim. Note que, na geometria afim
ndo podemos falar de ortogonalidade dos vetores tangente afim 7y, € normal afim ¥, a condi¢ao
que é imposta é que drea entre ¥ € Y, seja unitdria, ou seja, [¥,¥s] = 1, onde [-,-] serd a
nota¢do usada para determinantes. Semelhante ao caso euclidiano, estamos interessados na reta
Ly, com uma dire¢do v* = (1 — |at|) ¥ + %, Explicitamos o envelope desta familia de retas e
apresentamos os seguintes resultados: condicao de regularidade, singularidades, bem como um
resultado sobre a existéncia do ¢ born, ou seja, o primeiro & que faz com que a curva apresente
singularidade. Além disso, como foi estudado no Capitulo 2, incluimos @ como parametro da
familia de retas L, e para entender a estrutura local dessas superficies, utilizamos técnicas de
Teoria de Singularidades, que possibilitaram estudar as condi¢Oes para termos singularidade
do tipo A; e A3, determinar as condi¢des para que o conjunto discriminante seja difeormorfo a
uma superficie aresta cuspidal ou rabo de andorinha e compreender como a curva evolui da sua

evoluta afim passando pelos seus evolutdides afins.
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Capitulo 1

Preliminares

Nesse capitulo, apresentamos uma breve revisdo da geometria diferencial euclidiana e
da geometria diferencial afim de curvas planas, bem como alguns conceitos da Teoria de

Singularidades. Para um estudo mais detalhado sobre este tltimo assunto, veja [10].

1.1 Revisao de curvas planas euclidianas

Nesta secdo, apresentamos algumas nogdes bdsicas de geometria diferencial de curvas
planas.Tais preliminares sdo importantes para entender os evolutdides euclidianos, apresentados

no Capitulo 2. As definicdes e resultados aqui abordados foram retirados de [1], [6] e [12].

Definicao 1.1.1. Uma curva parametrizada diferencidvel do plano é uma aplicacdo y de classe
C=, de um intervalo aberto / C R em RR%. A varidvel 7 € I é dita parametro da curva, e o

subconjunto de IR? dos pontos ¥(t), ¢ € I, é chamado traco da curva.

Definicio 1.1.2. Se a aplicagio y: I — IR? estd definida num intervalo I = [a,b], tal que

¥(a) = y(b), dizemos que y é uma curva fechada.

Definicfio 1.1.3. Uma curva parametrizada y: I — IR? é dita regular se paratodot € I, ¥ (t) #0.

Caso contrario, diremos que ela ndo € regular ou € singular no ponto 7y € I.

Definiciio 1.1.4. Seja y:1 — R? uma curva regular. A reta tangente a ¥ em fy € I é a reta que

passa por ¥(#p) na diregdo de ¥ (1), isto é, a reta dada pela fungdo

g(t) = y(to) + Y (10).r € R.

Definicfio 1.1.5. Seja y: 1 — IR? uma curva regular, os vetores
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L0 GO0 (Y 0X0)
POl ~ VEO? + 0P

sdo os vetores tangente unitdrio e normal unitdrio a y em ¢.

T (1)

Definicdo 1.1.6. Sejam y: I — IR? uma curva regular e J um intervalo aberto. Uma mudanca

de parametro para y é uma funcdo s : J — I, que satisfaz:
1. h é suave;
2. W (s) #0,VseJ,

3. h(J) =1.

1 T
t \/
‘ h
| N
s xr
— _//s%s) — o h(s)

Figura 1.1: Reparametrizacao da curva 7.

A curva B = yoh:J — R?, definida por B(s) = y(h(s)) é uma curva regular, que tem o

mesmo traco de ¥ e é chamada reparametrizagcao de 7y por A.

Exemplo 1.1.7. Seja y: R — R? uma curva regular, definida por y(¢) = (acost,asint), t € R

ea#0. Sejah(s) = f, s € R. A reparametrizacé@o de y por h é a curva
a

B(s) =7voh(s) = <ac0s2,asin£> :

a
Definicao 1.1.8. Se #: J — I é uma funcido sobrejetiva e estritamente crescente, dizemos que
a reparametrizacio B = yoh :J — IR? é uma reparametrizagciio positiva ou que preserva a
orientagdo de 7 : I — IR%. No caso em que /4 é decrescente, denominamos 8 a reparametrizacio
negativa ou que reverte a orientagcdo de 7.
Definiciio 1.1.9. Seja 7 : I — R? uma curva parametrizada, de classe C', dada por y(¢) =

(x(7),y(2)). A fungéo [ : I — R, definida por

1= 1Y () du
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to € I, é denominada fun¢c@o comprimento de arco.

Proposiciio 1.1.10. Seja y: I — R? uma curva regular. Se B é uma reparametrizacdo positiva

de vy, entdo Iy = Ig.

Demonstracdo. Seja B : J — IR? uma reparametrizacio de 7, entdo existe uma fungdo i :J — I

tal que B(r) = y(h(t)). Assim,

0= [ 1B @ldu= [ () ()

Agora, fazendo as seguintes substitui¢des h(u) = v, h(ty) = 9, h(t) =t, com v,ty,t € I,

segue

Wi
Ip(0) = [ 1B Oy =t

Portanto, [y = l/g. i

Definicdo 1.1.11. Uma curva y: I — R? estd parametrizada pelo comprimento de arco se, e
¢ Y p p p

somente, se
1Yl =

paratodot € 1.

Proposi¢do 1.1.12. Seja y: 1 — R? uma curva regular e 1 : 1 — 1(I) C R a fun¢do comprimento
de arco de 7y a partir de ty. Entdo existe uma funcdo inversa h de 1, definida no intervalo
aberto J = I(I), e B = yoh é uma reparametrizacdo de 7y, onde [ estd parametrizada pelo

comprimento de arco.

Demonstragdo. Seja y uma curva regular, entéo ||/ (7)|| > 0, /(¢) > 0. Ou seja, [ é estritamente

crescente. Assim, existe uma func@o inversa i : J — 1, definida por h(I(¢)) = ¢, para todo ¢ € I.

dhdl
Alé i ——=1.L
ém disso, 11 dr 0go

al U(r) YOl

Assim, B(I) = yoh(l),l € J é uma reparametrizagio de . Por outro lado

dydh
dt di
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Portanto, 3 e parametrizada pelo comprimento de arco. O

Exemplo 1.1.13. Seja y: I — R? definida por y(t) = (at 4 ¢,bt +d),t € R e a> + b*> # 0.

A funcdo comprimento de arco de Y a partir de #yp = 0 é dada por

t
l(t):/ Va2 +brdt =\ a®+b*
0

Assim, a inversa de [ é dada por h(s) = ;, s € R. Portanto,
a4+ b?

as bs
ﬁ<s>=yoh<s>=(m+c,m+d),

¢ a reparametrizacdo de ¥ pelo comprimento de arco.

1.1.1 Curvatura e equacoes de Serret-Frenet

Trataremos nesta secdo sobre a curvatura de uma curva, que também pode ser vista como a
variagdo que o vetor tangente faz com o eixo-x.

Seja y: I — IR? parametrizada pelo comprimento de arco dada por (s) = (x(s),y(s)), para
todo s € I. Isso significa que, ¥ tem velocidade unitdria, entéo || (s)|| = 1, dai (T (s),T'(s)) = 0.
Dai, a partir da rotagéo no sentido anti-horario do vetor T'(s) = ¥ (s) a um angulo %, obtemos
N(s) = (=Y (s),x'(s)), definido como vetor normal unitdrio. Temos que T'(s) é paralelo a

N(s), isso significa que existe uma fungio k : I — IR, tal que

T'(s) =k(s)N(s),s €I

€1 x

Figura 1.2: Referencial de Frenet.
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Definicdo 1.1.14. Seja y : I — R? parametrizada pelo comprimento de arco. A fungio
k:I— R, definida por k(s) = (T'(s),N(s)) = — (N'(s),T(s)), é chamada curvatura de y em

sel.

Proposicio 1.1.15. A curvatura de uma curva regular v : I — R? é identicamente nula se, e

somente se, o trago de Y estd contido em uma reta.

Demonstragdo. Suponha que k(s) = 0, entéo |k(s)| = ||T(s)]|, assim T’ (s) = (0,0). Como T

estd definida em um intervalo /, segue que, T(s) =V é um vetor constante. Entao,

[v@dg = [[1&)dE = 105) = )+ Vs ).

Portanto, o trago de y estd contido em uma reta.
Agora, seja y parametrizada pelo comprimento de arco tal que seu traco esteja contido em
uma reta. Entdo, y(s) = P+ sV, com ||V| = 1. Derivando y em relagdo ao pardmetro s,

obtemos:

Y(s)=T(s) =V =T(s)=(0,0).
Portanto, k(s) = 0. O

Definiciio 1.1.16. Seja y: I — IR? parametrizada pelo comprimento de arco /. Os campos

tangentes 7' e normal N satisfazem o sistema de equacdes

T'(s) = k(s)N(s),
N'(s) = —k(s)T(s).

Tais equagdes sdo chamadas de equacdes de Frenet e {7 (s),N(s)} é chamado referencial de

Frenet.

O proximo resultado nos da um algoritmo para calcular a curvatura de uma curva plana,

dado um pardmetro arbitério.

Proposi¢do 1.1.17. Seja y: I — R? uma curva regular definida por y(t) = (x(t),y(t)). Entdo,

a curvatura de Yy emt € I é dada pela expressdo
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Demonstracdo. Seja B :J — IR? uma reparametrizagio de ¥ pelo comprimento do arco, ou seja,

B(s(t)) = v(r) = (x(¢),y()). Dat:

2 S
Sabemos que k(s(t)) = <%,N(A‘(I))>.

Assim,

2 S S
ronso) = (L3P e0r+ Lo v

= P EEEL o))+ 510 (7 500) G50,
Logo, )
O = 17O (LS NG0)).

(v'(1),N(s(1)))
ly@r

Portanto, k(t) =

Interpretacao geométrica da curvatura

Veremos agora a interpretacdo geométrica da curvatura para o sinal da func@o curvatura
k:I— R de uma curva regular y: I — IR? parametrizada por comprimento de arco. Se k(so) > 0,
so € 1, entdo, para todo s suficientemente proximo de sg, ¥(s) estd no semiplano determinado
pela reta tagente a curva ¥ em ¥(so) para o qual aponta N(sp).

De fato, seja i : I — R dada por h(s) = (y(s) — ¥(s0),N(s0)) . Observe que /'(s0) = 0, isso
significa que 5o € um ponto critico da fung@o h. Se h”(sg) = k(so) > 0, entdo sy é um ponto de
minimo local da fungdo . Isso significa que i(s) > 0 em uma vizinhanga de s.

Se W' = k(sp) < 0, entdo h possui um méximo local em sg, e assim Y(s) pertence ao

semiplano determinado pela reta tangente para onde aponta o vetor —N (sp).

Vs

K <0

k>0

Figura 1.3: Interpretacdo geométrica para o sinal da curvatura.



18

1.1.2 Evoluta

Definicdo 1.1.18. Seja y: 7 — IR? uma curva regular tal que a sua curvatura k é nio nula em 1.
A evoluta de 7 é a aplicagdo ¥, : I — R? que a cada ¢ € I associa o centro de curvatura de y em
t, 1sto €,

1
t)=7y(t)+——N(t),
2l(0) = 70+ oy ()
onde N € o vetor normal unitério de 7.
A evoluta também pode ser vista como o lugar geométrico dos centros dos circulos

osculadores que mais se aproximam da curva. O préximo resultado nos d4 uma condi¢io para

que a evoluta de uma curva seja regular.

Proposicao 1.1.19. Os pontos singulares da evoluta de uma curva regular y com k # 0 sdo

aqueles para os quais a fungdo curvatura de 'y possui um ponto critico.

Demonstragdo. Suponha que Y esteja parametrizada pelo comprimento de arco e que %.(s) =

1
v(s) + mN (s). Derivando esta expressdo, obtemos
s

76) =79+ LN 1) - 7(5) 4 Gs).

Logo, 7. vai ser regular se, e somente se,

K (s) # 0.

Exemplo 1.1.20. Considere a elipse 7 : [0,27] — R? dada por y(t) = (2cos(t),3sin(¢)).
Segue da Definicao 1.1.5 e Proposicao 1.1.17 que o normal unitdrio e a curvatura de ¥ sao

dados por:

_ 1 : _ 6
N = oty mam (300810 =2sin(0)) e k1) = Goaprasmemyr:

Logo, a evoluta de y € dada por:

3 3
'}’e(t) — (_5c35 t’5313n t> e [0,27’:]
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Figura 1.4: A elipse y(r) = (2cost,3sint?) e sua evoluta ¥,.

O préximo resultado indica que a curvatura € o Unico invariante local necessério para se

recuperar uma curva.

Teorema 1.1.21 (Teorema Fundamental das Curvas Planas). Seja k : I — R uma funcdo de
classe C?. Entdo, dados so € I,Py = (p1,p2) € R? e Vo = (vi,v2) € R?, com ||[Vy|| = 1, existe
uma vinica curva parametrizada pelo comprimento de arco y: I — R? de classe C?, tal que a

fungdo curvatura de y(s) em s € I é dada por k, Y(so) = Py e ¥ (so) = Vo. Além disso, a curva

y é dada por y(s) = (x(s),y(s)), onde

Pl-l-/COS(/ d§+90>d,
P2+/ sm(/ dé—l—@o)d.

e 6y € [0,27) é o tinico dngulo tal que Vo = (cos 6y, sin ).

Demonstracdo. Veja [1], pag. 53. O

1.1.3 Teorema dos quatro vértices

Definicdo 1.1.22. Um vértice de y: I — IR? é um ponto de maximo ou minimo local da fungio

curvatura k.

Exemplo 1.1.23. Seja y: [0,27] — R?, dada por y(¢) = (cost,2sint). Sua curvatura é dada

por:
2

k(r) = -
(sin’z +4cos?t2)2
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S
X}

Figura 1.5: Grafico curvatura da elipse

) 18sinzcost
Derivando k, temos k' = +. Note que, ¥'(t) =0set € {0,Z,7,37}, que
(sin®f 4 4cos2t)?
correspondem aos pontos da elipse:

7(0) =A=(1.0).7(5) =B=(0.2).7(m) =C=(-1.0) e y(¥) =D = (0.-2).

Que sdo os vértices da elipse.

D

Figura 1.6: A, B,C e D sdo os quatros vértices da elipse y(z) = (cost,2sint).

Teorema 1.1.24. (Teorema dos quatro vértices). Toda curva fechada, injetiva , regular e de

classe C? tem pelo menos quatro vértices.

Demonstragdo. Veja [1], pag. 259. O

1.1.4 Funcoes definidas sobre curvas

Nessa secao, apresentamos duas fungdes definidas sobre curvas e que sdo muito utilizadas

na Teoria de Singularidades, a saber: funcdo distncia ao quadrado e a funcao altura.
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Definiciio 1.1.25. Seja u € R?. A funcio distancia ao quadrado é a fungdo f; : R> x I — R

definida por
fa=llu=yO)I° = (w—y(t).u—v(t)).

Definicdo 1.1.26. Seja u € R?. A funcio altura sobre ¥ na diregio de u é a fungio fj, : R? x I —
R definida por

Sn(ust) = (¥(1),u).

A seguir, apresentamos a defini¢do de contato entre curvas planas.

Sejam y e § duas curvas planas, uma na forma paramétrica ¥ : I — IR? e a outra na forma
cartesiana (como pré- imagem de um valor regular de uma funcio suave F : R> - R, 8 :=
F~10)).

Definicdo 1.1.27. Dizemos que uma curva y e F~! tem k-pontos de contato em ¢ = 7y (mais

precisamente em p = ¥(fy)) se a fun¢do g : I — R definida por

satisfaz
g(to) =g'(to) = -~ = g%V (1p) = 0e g® (19) # 0.

Nesse caso, dizemos que a ordem do contato € k.

Além disso, se
g(to) = g'(t0) = - =g V(1) =0,
dizemos que a curva ye F~!(0) tem pelo menos k-pontos de contato em ¢ = £y ou que a ordem
de contato é maior ou igual a k.

Exemplo 1.1.28. Sejam F : R> — R a projecio na segunda coordenada F(x,y) =y com
F~!' =R x {0} e y:1 — R? definida por y(¢) = (¢,¢¥) e k > 1. Vamos estudar o contato entre
ye F~1(0) no ponto t = 0. Seja g : R — R definida por g(t) = F(¥(t)) = t*. Derivando a

funcdo g, obtemos:
g (1) =ki* 1 g"(1) = k(k—1)*2, g% V() =klr e gK) = kL.

Entio,
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Portanto, y e F~!(0) tem k-pontos de contato em ¢ = 0.

k=1 k=2 k=3 k=4

Figura 1.7: Contato entre as curvas ¥(t) = (¢,¢X), com k = 1,2,3,4 e o eixo x.

Vejamos agora a defini¢do de vértice via Teoria de contato:

Definicfio 1.1.29. Seja y: I —> IR? uma curva plana regular.

1. Um ponto p = ¥(tp) é um vértice ordindrio da curva plana 7 se existe um circulo C tal

que a curva Y e C tém 4-pontos de contato em ¢ = f.

2. Um ponto p = ¥(fy) é um vértice degenerado da curva plana ¥ se existe um circulo C tal

que a curva ¥ e C tém pelo menos 5-pontos de contato em t = f.

Exemplo 1.1.30. A elipse, ¥(t) = (Acost,Bsint), com A > B > 0 tem 4 vértices ordindrios.
De fato, seja C : R> — R dada por C(x,y) = (x —a)? + (y — b)> — R?, entdo a funcio

contato g é dada por:
g(t) =C(y(t)) = (Acost —a)*+ (Bsint —b)> — R%.

Precisamos encontrar valores para a,b e R tais que p = (1) seja vértice. Observe que,
* g(to) = 0 se, e somente se, (Acost —a)? + (Bsint — b)* = R>.

e ¢'(r) = ((Acost,Bsint) — (a,b),(—Asint,Bcost)), assim g'(f9) = 0 se, e somente se,
((Acosty,Bsinty) — (a,b),(—Asinfy,Bcosty)) = 0. Logo (a,b) pertence a reta normal 2
elipse em p = ¥(19).

« ¢'(t) = —2(—aAcos(t) + (—A*+ B*) cos(2t) — bBsin(r)), assim g’(1p) = 0 se, e
somente se, 2aA costy + 2bBsinty = 2(A? — B?) cos 2ty.

Usando o fato de que g'(79) = 0 e resolvendo o sistema dado por g'(ty) = g" (1) = 0.

Chegamos na seguinte igualdade

(a,b) = <(A*B)(A4A;B)cos3(t), (*A+B)(AB+B) sin3(t)) .
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Note que, para qualquer 7 existe um ponto (a,b) que é o centro do circulo passando
por (Acos(z),Bsin(z)), que tem pelo menos 3-pontos de contato. Esses circulos sdo

chamados de circulos osculadores da elipse.

* ¢ (t) = —2aAsin(t) +4(A — B)(A + B) sin(2t) + 2bBcos(t), entdo, g(19) = g'(t0) =

g"(t0) = " (1) = 0 se, e somente se, sinzgcoszy = 0. Assim , sintg = 0 ou coszy = 0,

que acontece em fo = 0,7 ou fg = %, 3.

* g (t) = —2aAcos(t) +8(A — B) (A + B) cos(2t) — 2bBsin(t) # 0 em 1o = 0,7, 2, 3Z.

Logo, a elipse tem 4 vértices.

v

/

D

Figura 1.8: A',B,C' e D' sdo os quatros vértices da elipse ¥(r) = (Acost, Bsint).

Definiciio 1.1.31. Seja v:/ — IR? uma curva plana regular.

1. Um ponto p = ¥(fp) é uma inflexdo ordindria da curva plana ¥ se a reta tangente L em

t =ty é tal que a curva Y e L tém 3-pontos de contato para t = t.

2. Um ponto p = ¥(fp) é uma inflexdo degenerada da curva plana ¥ se a reta tangente L em

t =ty é tal que a curva y e L t€ém pelo menos 4-pontos de contato para t = f.

1.2 Revisao de geometria afim

Neste capitulo, apresentamos algumas nog¢des basicas da geometria diferencial afim de

curvas planas, que € um dos nossos objetos de estudo. Essas preliminares nos dio embasamento
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para compreender os envelopes das familias de retas afins com uma variacdo a. Aqui, as

principais referéncias utilizadas foram: [3], [4], [11], e [12].

1.2.1 Geometria afim

Definiciio 1.2.1. Uma transformagio afim de IR? é uma fungo L : R? — IR? dada por L(x) =
Ax+b , onde A é uma matriz invertivel 2 x 2 e b € IR2. O conjunto de transformagdes afins de

IR? ¢ denotado por A2

Teorema 1.2.2. O conjunto de transformacées afins A> é um grupo com a operacdo de

composig¢do de fungoes.
Demonstragdo. Veja [4], pag. 72. 0

Qualquer érea do plano pode ser ampliada ou reduzida pelo fator det(A) por meio de uma
transformacio dada pela Defini¢do 1.2.1. Assim, um importante subgrupo de A% é definido
pelas matrizes A tais que, det(A) = 1, isto significa que tais transformagdes preservam dreas.
Estas sdo chamadas de transformagdes equiafins.

Além de preservarem drea, as transformacgdes equiafins em A% levam retas em retas;
preservam razdo de comprimentos ao longo de uma reta dada; levam retas paralelas em retas
paralelas, além disso, preservam o contato entre curvas, ou seja, curvas que compartilham a
mesma reta continuam compartilhando-as apds a aplicacdo de uma transformacgao afim. Esses
resultados serdo abordados no decorrer do nosso trabalho e irdo nos auxiliar no estudo sobre os

evolutdides afins.

Teorema 1.2.3. (Teorema fundamental da geometria afim) Sejam {p,q,r} e {p’.q'.,r'} dois

conjuntos de pontos ndo colineares em R?. Entdo

1. Existe uma transformagdo afim L que satisfaz

Lip)=p.,L(q) =q eL(r)="7,

2. Existe uma tinica transformagdo afim L.

Demonstracdo. Veja [4], pag. 88. O
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1.2.2 Transformacoes afins e conicas

Definiciio 1.2.4. Uma c6nica é um conjunto em R? definido pela equacio Ax> + Bxy + Cy? +
Fx+Gy+H =0onde A,B,C,F,G e H sdo nimeros reais e A, B e C sdo nao todos nulos.
As trés formas de conicas nao degeneradas sdo: elipses, parabolas e hipérboles. Uma conica

nao degenerada vai ser uma:

1. Hipérbole se B> — 4AC > 0;
2. Parébola se BZ —4AC = 0;

3. Elipse se B> —4AC < 0.

O niimero A = B% — 4AC é chamado discriminante da conica.

Definicao 1.2.5. Uma figura F; é afim-congruente com uma figura F> se houver uma
tranformacdo afim, que leva F; em F;.
Teorema 1.2.6. Qualquer elipse é afim-congruente com o circulo unitdrio x> +y* = 1.
Teorema 1.2.7. Qualquer hipérbole é afim-congruente a hipérbole retangular xy = 1.

2

Teorema 1.2.8. Qualquer pardbola é afim-congruente & pardbola y* = x.

Demonstragdo. Para demonstracio dos Teoremas 1.2.6, 1.2.7 e 1.2.8 veja [4]. O

1.2.3 Espaco afim

Definicao 1.2.9. Seja V um espaco vetorial real n- dimensional. Um conjunto ndo vazio () é

chamado espaco afim associado a V' se, existe uma funcao

T: OxQ =V
que satisfaz os seguintes axiomas:

1. Para p,q,r € () temos ]7; = ﬁ—i—Cﬁ

2. Para qualquer p € () e qualquer x € V, existe um tnico ¢ € () tal que ﬁ =X.

Exemplo 1.2.10. Todo espaco vetorial real de dimensao finita € um espaco afim.
De fato, seja V um espaco vetorial. Dado (p,q) € V x V, defina x = pg tal que p—g € V.

Portanto, V é um espaco afim.
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Defini¢io 1.2.11. Um subconjunto néo vazio () de Q) € chamado subespaco afim, se existe um
ponto p € V' tal que o conjunto de vetores W = {pg| ¢ € ('} forma um subespaco vetorial de
V.

As transformacOes equiafins preservam dreas, portanto € natural procurarmos um novo
parametro que seja um invariante afim, de tal forma que a nossa reparametrizacdo da curva
O preserve area.

Seja ¢ : I — R? uma curva plana dada por o(t) = (x(),y(¢)), paratodo ¢ € I, tal que
x:I—-Rey:I— R sio funcdes suaves. Consideremos o espaco euclidiano R? como o

espago das matrizes reais 2 x 1,M,,(IR) da forma usual

a
(a,b) + ,
b

ap b
com a = (aj,ap) e b = (by,by) e denotemos o determinante de (a,b) = b por
ay by

[a,b] = a1by — azb;.
Definicdo 1.2.12. Um plano afim é o espaco afim IR? associado ao espaco vetorial euclidiano
R? da forma usual, considerando a fungio 7 : R?> x R? — IR? que associa cada par (p,q) ao
vetor p — g € R?.

O plano afim IR? & referido em termos de um sistema de coordenadas {x,y}, por uma

mudanga de coordenadas permitida, queremos fazer (x,y) — (X,7) tais que

X=aix+biyt+pey=ax+by-+gq,

onde

aj b1
det # 0.

ay by

Observacdo 1.2.13. Sejam o :7 —R?,B:1— R?e g:1— R definida por g(¢) = [o(¢), B(1)],

entdo a derivada de g € dada pela expressao

& (1) = [o:(1). B(1)] + [0 (2). Bi(1)]-

Definicfio 1.2.14. Uma curva ¢ : I — R? é nio degenerada se [o;(t), 05 (¢)] # 0, para todo ¢ €
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Neste trabalho vamos considerar que a curva € nao degenerada, ou seja, sem pontos de
inflexdo.

Agora iniciaremos a construcdo de um pardmetro que seja invariante por transformacgdes
afins.

Seja o : I — IR? uma curva suave definida por o (¢) = (x(¢),y(¢)) para todo ¢ € I. Queremos
reparametrizar ¢ com um parametro s tal que [0, 05| = 1 para todo s. O subscrito s refere-se a

derivada com respeito ao parametro s.

Teorema 1.2.15. Seja 6 : [ — IR? uma curva sem pontos de inflexdo, entdo existe difeomorfismo

s 1 — Jtal que Vs, Yss| = 1, para todo s € J, onde y é uma reparametrizagdo de ©.

Demonstracdo. Devemos mostrar que s é um difeomorfismo. De fato, seja 7 : J — R? definida

por y=cos !, entio o(t) = y(s(¢)). Assim,

_ _ 2
Ot = Y58t € Oyt = YssS; + VsS1t.

Calculando o determinante e assumindo que [0;, 6;] = 0, temos:

(00, 0u] = [¥sSt, VosSE + VsSie) = 7 (Yoo Vo) + 5650 [ Vo Vs -

Como [¥s, Jss| = 1, segue:

St3 = [O-t, o-tt] .

. ds I
Assim, o= [0:,01]3. Fixando #g € I, obtemos

s(1) = / '(6y(u), 0 ()]}

0

Como s € suave e 5'(¢) # 0, para todo ¢ € 1, concluimos que s € um difeomorfismo. O
Definicfio 1.2.16. A fun¢io comprimento de arco afim de uma curva ¢ : I — IR? medido a partir

de 6 (1), 1o € 1, é definida por

s(1) = [ '(6y(u), 0 ()]}

0
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Observacao 1.2.17. Se a curva o estd parametrizada pelo comprimento de arco euclidiano,

entdo a funcdo comprimento de arco afim € dada por

com k(u) = [o7(u), 01 (u)] = X' (u)y" (u) —x"(u)y' (u), tal que k é a curvatura euclidiana de

1.2.4 Curvatura afim, tangentes afins e normais afins

Definiciio 1.2.18. Seja y: 1 — IR? uma curva plana sem pontos de inflexdo parametrizada por
comprimento de arco afim. O vetor ¥ (so) é chamado vetor tangente afim a y em ¥(sg). O vetor

Yss(s0) é chamado vetor normal afim a y em ¥(sp).

Observacao 1.2.19. O vetor normal afim da pardbola estd na mesma direcéo do eixo y.
De fato, seja a parametrizagio da pardbola y : I — R? dada por y(t) =
(a +bt,c+ %) ,a,b,c € Re b # 0. Observe que, ¥ esta parametrizada pelo comprimento de

arco afim, pois
o] = [(6.4).(0.)] = 1.

Portanto, y; = (O, %) .

I

Figura 1.9: Vetores normais afins a pardbola definidaema=c=0eb = 1.

Lema 1.2.20. Seja 6 : I — R? uma curva parametrizada pelo comprimento de arco, e seja s
a fungdo comprimento de arco afim, escrevendo € = s~' : J — I com t = &(s), entdo a curva
y = o oe:J — R? estd parametrizada por comprimento de arco afim e as seguintes relacdes

sdo satisfeitas:

W=

1. &=k 3.
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5
2. &= —13k 3k.
__51-312 17,2
3. &y = 3k kF — 3k ks
onde k é a curvatura de ©.

Demonstragcdo. Veja [12], pag. 50.

O

Observacio 1.2.21. Seja y: 1 — R?> uma curva parametrizada pelo comprimento de arco.

Entdo valem as seguintes relagcdes:
Lo [ (t), 7 (t)] = k(2)3, Ve €1,

2. (%), Yur ()] = ke (£), se k(1) # 0.

onde k é a curvatura de ©.

Seja ¥ uma curva nas condi¢des acima. Das equacdes de Frenet, segue que, ¥ =T, %, =

T, = kN e Yy = k;N + kN; = k,N — k*y;. Assim,

(Yt Your) = [kN,ktN—ka,]
= kk,[N,N] — K*[kN, %]

= —Kp.%] =K.

Ja,
YY) = [T.kN —K*y]
= k[T,N]—K[T,y]
= kv nl=k.
O préximo resultado nos da formulas para calcular os vetores tangente afim e normal afim

para uma curva parametrizada por um parametro arbitdrio 7.

Teorema 1.2.22. Seja 6 : [ — R? uma curva regular parametrizada por um pardmetro

arbitrdrio t. O tangente afim §(t) e normal afim 1 (t) sdo dados, respectivamente, por

So,(1)

5

k(t) 30y
n(e) = k(e) 30u(t) — 3k (0)k(1) 3 04(0).
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Demonstracdo. Seja ¢ uma curva sem pontos de inflexdo. Entdo, existe € = s~ : J — [ tal que
€(s) =r. Dai, y(s) = o(&(s)) estd parametrizada pelo comprimento de arco afim. Utilizando

as relacdes do Lema 1.2.20, ¥, = 0;& € Yy = G,,SSZ + 0; &, temos:

Gl —

(=0, =0,(t)k

N = Ou&l+0i&y
— Gttg(k_%)z—i_ct (_%k<t)_%k[>
1
- k_%(in—gk_gktﬁt.

Portanto, obtemos o resultado desejado. O

Seja y: 1 — IR? parametrizada pelo comprimento de arco afim, isto &, [%, %;s] = 1. Derivando

a igualdade anterior, obtemos [}s, ¥sss] = 0. Logo, existe  tal que Y5 = — LY.

Definicdo 1.2.23. Seja y: 7 — R? uma curva sem pontos de inflexio parametrizada pelo

comprimento de arco afim. A curvatura afim de ¥y € uma funcdo real u : I — IR definida por

B(s) = [Yoss Yoss]-

Teorema 1.2.24. Seja v : I — R? uma curva sem pontos de inflexdo parametrizada pelo

comprimento de arco afim. Entdo

Yiss = — M (5) Y-

Demonstragdo. Veja [12], pag. 43. O

Teorema 1.2.25. Seja 6 : I — R? uma curva parametrizada pelo comprimento de arco. Entio

a curvatura afim [L(t) é dada por

w0

p(t) = g (3k(r) ki (1) — 5kF (¢) + k(1) [01r (1), Oue (1) (1) 5.

Demonstragdo. Sejay uma curva sem pontos de inflexdo. Entdo, existe € = s~! : J — I tal que
€(s) =t. Defina, y(s) = o(&(s)) parametrizada pelo comprimento de arco afim. Derivando a

Y, temos:

2 3
Yss = O & + OrEss, '}/sss(s) = Oomé& + 3011 E5Eg5 + OpEggs.
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Utilizando as relacdes do Lema 1.2.20 e Observagdo 1.2.21, obtemos

Boo= [Yoss Yoss]

= [04€2 + O1&sy, O11 €2 + 307 €5€4s + Oy Esgs]
&[0, O] — €28555[ 0y, 01| + €2 8501, O1s ] + 3858207, 04|
k=3[0, O] — 3k 12 — 1k 3y

8
— %(3](]([[ — Sktz +9k|:6[t,6[[[])k_§.
E assim, chegamos ao resultado desejado. O

Agora, veremos alguns exemplos de curvas que tém curvaturas afim constantes.
2 2

Exemplo 1.2.26. Vamos determinar a curvatura afim da elipse x_2 + Z_Z = 1 parametrizada por
a

o(r) = (acos(t),bsin(t)), com a>b > 0.
Temos que, as derivadas de ¢ sdo 0;(t) = (—asint,bcost) e 0y(t) = (—acost,—bsint).

Dai,
[61,0,] = [(—asint,bcost), (—acost, —bsint)] = ab(sin*t + cos’t) = ab.
Entao,

s(t) = /0 (ab)} du = (ab)}r.

S

(ab)

s) = | acos S,,bsin Sl .
" < (@)! <ab)3>

As derivadas de segunda e terceira ordem de Y sdo dadas respectivamente por:

Logo s é um difeomorfismo cuja a inversa é s~ ! (s) =

W=

Assim,

y——acoss —bsins
® (ab)5  (ab)’  (ab)}  (ab)}
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Logo,
u = ab 3 (0052 > l—i—sin2—1>
(ab)(ab)3 (ab)3 (ab)(ab)3
1
(@)’

Exemplo 1.2.27. Determine a curvatura afim da pardbola y = x*> parametrizada por o () =

(1,1%).
Note que, as derivadas de o sdo: o; = (1,2¢) e oy = (0,2). Dali,
[GI,G”] — [(1,2t),(0,2)] =1 2—2t0 - 2

Entao,

t 1 1
s(1) :/ 23du =2-t.
0 3

Logo, s é um difeomorfismo cuja inversa s ! (s) =

As derivadas segunda e terceira de ¥, sdo dadas respectivamente por:

2
Yss = <O’ _2> € Ysss = (0,0) .

23

Logo,
0 = [fo) 0]
0- .

Do Exemplo 1.2.27, podemos fazer uma analogia do caso euclidiano para o afim. No caso
euclidiano vimos que uma curva tem curvatura nula se, € somente, se a curva for uma reta. Ja

para o caso afim, isso acontece se a curva for uma parébola.
22

Exemplo 1.2.28. Agora, queremos determinar a curvatura afim da hipérbole — — i 1

a

parametrizada por 6(¢) = (acosh(z),bsinh(z)), com a > b > 0.
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Para tal, derivamos ¢ obtendo o;(¢) = (asinht,bcosht) e oy (r) = (acoshz,bsinht).

Assim,
[6:,04] = [(asinht,bcosht),(acosht,bsinht)] = ab(sinh?t — cosh?¢)
= —ab(—sinh?t + cosh?t) = —ab.
Entdo,
! 1 1
s(t) = / (—ab)} du = —(ab)*t
0
Logo, s é um difeomorfismo com inversa s ! (s) = — 7. Assim,

Y(s) = (aCOSh (— * 1),bsinh (— . 1)) = (acosh S —bsin—* 1>-
(ab)3 (ab)3 (ab)3 (ab)3

As derivadas segunda e terceira de ¥, respectivamente, sao dadas por:

Logo,
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\J X<

1w>0 1n=0 <0

Figura 1.10: Curvas com curvatura afim constante.

O préximo resultado nos diz que as unicas curvas com curvatura afim constante sdo as

secdes conicas.

Teorema 1.2.29. Curvas ndo degeneradas tém curvatura afim constante se, e somente se, forem

secoes conicas.

Demonstragdo. veja [11], pag. 4. O

1.2.5 Teorema dos seis vértices e evoluta afim

Nesta se¢do, apresentamos um teorema andlogo ao teorema dos quatros vértices no caso

euclidiano, que € o teorema dos seis vértices para o caso afim.

Definicdo 1.2.30. Seja y:7 — IR? uma curva plana sem pontos de inflexio parametrizada pelo
comprimento de arco afim. A curva y tem um vértice afim em ¥(sg) se (s = 0. Um vértice afim

é chamado ordindrio se L (sp) 7 0. Um vértice afim é chamado degenerado se, i (so) = O.

Teorema 1.2.31. Uma curva de Jordan fechada, simples e convexa, com curvatura euclidiana

positiva, possui pelo menos seis vértices afins.
Demonstracdo. Veja [3], pag. 43. O

Assim como foi definida a evoluta para o caso euclidiano, podemos definir a evoluta afim

como sendo o lugar geométrico dos centros de curvatura afim da curva 7.

Definicdo 1.2.32. Seja y:1 — IR? uma curva parametrizada pelo comprimento de arco afim tal

que sua curvatura {1 é ndo nula em /. A evoluta afim de y é a aplicacio ev : I — IR? que a cada
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s € I associa o centro de curvatura de Y em s, isto &,

v(s) = 7(5) + gy (),

onde 7¥;(s) é o vetor normal afim de 7.

A evoluta afim também pode ser vista como o lugar geométrico dos centro de cOnica que
fazem até 6-contato com a curva y. Esses pontos singulares sdo chamados de pontos sextaticos.

Para mais detalhes sobre pontos sextaticos, veja [3].

Proposicao 1.2.33. Os pontos singulares da evoluta afim de uma curva 'y parametrizada pelo
comprimento de arco afim com U # 0, sdo aqueles para os quais a funcdo curvatura afim de y

possui um vértice afim.

Demonstragdo. Seja y parametrizada pelo comprimento de arco afim e a evoluta dada por

ev="y-+ ﬁyss. Derivando a expressao da evoluta, obtemos:

2
_ YossM—Yssks __ LY MsYss _  HsYss
evy = DISEISES — g BSOS — Bl
s =%+ T s 12 0?2
Logo, ev(s) vai ser regular se, e somente se, s 7 0. O

Figura 1.11: Curva em preto dada por y(z) = (0.07 cos(27mt) + cos(nt),0.05sin(27w + 8) +
0.9sin(7z)) e sua evoluta afim em vermelho.
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1.2.6 Transformacao equiafim

Definicfio 1.2.34. Uma transformacio equiafim de IR? é uma funcio f : IR? — IR? definida por

(x,y) = (x,9) tal que:
x(x,y) =ax+by+p
y(x,y) = cx+dy+gq,

a b
com det =1.

c d
Teorema 1.2.35. O parametro comprimento de arco afim e a curvatura afim sdo invariantes

por transformagoes equiafins.

Demonstragdo. Veja [12], pag. 56. O

1.2.7 Funcoes definidas sobre curvas

Nessa secdo, iremos estudar duas funcdes definidas sobre curvas que sdo muito utilizadas

na Teoria de Singularidades.

Funcoes distincia ao cubo afim

Definicdo 1.2.36. Seja 7 : 7 — IR? uma curva sem pontos de inflexio parametrizada pelo

comprimento de arco afim. A familia de func¢des suaves F : I x R> — R, definida por

F(s,x) = = 7(s), %(s)]

¢ chamada funcdo distancia ao cubo afim sobre y. A fun¢do F fornece uma familia de func¢des

a dois parimetros definida sobre a curva y e e um ponto x € R?.

Proposicio 1.2.37. Seja y: I — R? uma curva sem pontos de inflexdo parametrizada pelo
comprimento de arco afim. Para cada x € R?, defina f : I — R por f(s) = [x— y(s), % (s)].

Entdo

1. fs(so) = 0 se, e somente se, x — Y(so) = A(s0)Yss(s0) com A(sg) uma fungdo real.

1

2. fi(s0) = fslso) = 0., e somente se, +—Y(s0) = iy ¥also) € (s0) 70,

3 5(50) = fisls0) = frs(50) = 0 5, ¢ somente se, v~ y(s0) = 5 ¥s(50) (so) £ 0
.us(SO) =0.
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4. £i(s0) = fis(50) = fuss(50) = fusss(S0) se, e somente se, x—Y(so) = Vs (s0), t(s0) #

1(so)
0, us(s0) =0 e Wgs(so) =0.

Demonstracdo. Veja [12], pag.60. O

Funcio altura afim

Consideremos S! como sendo o circulo unitario dado por

S'={(xy) e R*[¥*+y* =1}.

Definicdo 1.2.38. Seja v: 7 — R?> uma curva sem pontos de inflexdo a parametrizada pelo

comprimento de arco afim. A familia de funcdes suaves H : I x S' — IR, definida por

H(s,u) = [1(s).u]

¢ chamada funcao altura afim sobre 7.

Para cada u € S' definimos H,, : I — R como H,(s) = H(s,u). Observe que, para cada u

fixo, H, € suave.

Proposicio 1.2.39. Seja y: 1 — R? uma curva sem pontos de inflexdo parametrizada pelo

comprimento de arco afim. Para cada u € S', defina h: I — R por h(s) = [y;,u. Entdo
1. hy(so) = 0 se, e somente se, u = A(s0)¥ss(s0) com A(sg) uma fungao real.
2. hy(s0) = hss(s0) = 0 se, e somente se, u= A(s0)Yss(s0) e (so) #O.

3. hy(s0) = hgs(s0) = hgss(s0) = 0 se, e somente se, u= A(s0)¥s(s0), L(so) =0e ts(sp) =
0.

Demonstracdo. Veja [12], pag.62. O

1.3 Resultados da Teoria de Singularidades

Nesta Secdo, serdo apresentadas algumas ferramentas e notacdes da Teoria de
Singularidades que possibilitardo o estudo da estrutura local dos evolutéides, tanto para o caso

euclidiano, quanto para o caso afim. Estas ferramentas nos permitirdo distinguir qual tipo de
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singularidade uma determinada familia de fun¢des possui, em termos da curvatura, e identificar
quando o conjunto discriminante da familia de retas serd difeomorfo a uma superficie aresta
cuspidal ou a uma superficie rabo de andorinha, de acordo com a variacao do o. Exemplos e

resultados aqui abordados foram retirados de [6] e [12].

1.3.1 Envelopes

Apresentamos agora a definicdo de envelope de uma familia de curvas e alguns exemplos.

Definicao 1.3.1. O envelope, ou discriminante, de uma familia F : R" xR" — R a n
parametros, € o conjunto:

F
Dr = {xE R" JueR"F(u,x)= g—(u,x) =0,i= 1,...,n}.
Ui

Exemplo 1.3.2. Seja F : R x R?> — R dada por F(¢,x1,x2) = (x; —#)?+x3 — 1l talquer € Re
x = (x1,x2) € IR%. Observe que para cada f real, F(¢,x) = 0 nos fornece (x; —t)> +x3 —1 =0,
que é um circulo de raio 1 e centro no eixo xj. Segue da Defini¢do 1.3.13 que o discriminante

de F ¢ dado por:

F
Dr = {xelR2|EIte]R;F(r,x):aa—t(t,x)zo}
= {xeR?HER; (x;—1)?2+x3—-1=0e2(x;—t) =0}
= {x€R*x =texs =1, paraalgumt € R}
= {x€R?* x, =41}

Logo, o envelope da familia F € dado pelas retas x; = +1 do plano. Além disso, para cada

t corresponde a dois elementos do envelope, dados por (z,1) e (r,—1).

9

f ”E“‘"“"ri&i'"¢u T RAOREN N
S R R )

'&‘00 oo 6\‘,,~o,‘ é.‘ .,oso..‘

Figura 1.12: Os circulos dados por F(¢,x) = 0 estdo em vermelho e o envelope da familia F
sdo as retas x, = =1 em azul.
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Proposiciio 1.3.3. A evoluta euclidiana de uma curva regular v : I — R? é o envelope de retas

normais a curva.

Demonstracdo. Seja y: I — R? parametrizada pelo comprimento de arco e considere F :
R x R?> — R a familia definida por F(s,x) = (x — ¥(s),7 (s)). Calculando o discriminante,

temos:
Dr = {xeR*3IseR; (x—7(s),Y(s)) =0e — 14 (x—y(s),7(s)) =0}
= {xeR* x—7(s) =AN(s) e —1+A(s)k(s) =0, para algum s € R}
= {xeRIx=y10)+ M6k 20},

O

Exemplo 1.3.4. A familia F(t,x;,x;) = —x; +1(1 —2x) + 2¢3 das retas normais 2 pardbola

Xy = x% tem como envelope:

Dr = {(x1,x2) ER?*| —x;+1(1—-2x2) 42> =0, 1-2x,+6:>=0}
= {(xl,xz) €1R2|x1 :—4136)62:%(@24—1)}
= {(x1.x2) € R? 2(1 —2xp)% = —27x}}

Figura 1.13: Envelope de retas normais a parabola.

Proposicao 1.3.5. O envelope de retas tangentes consiste da propria curva mais as retas

tangentes nos pontos de inflexdo.

Demonstragdo. Seja y parametrizada pelo comprimento de arco e a familia de retas tangentes

F :R?> xR — R dada por:
F(x,t) = (x—7,N).
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Calculando o discriminante, obtemos:

Dr = {xeR*3reR;(x—7yN)=(x—7N)=0}
= {xeR*3reRx—y=ATe —(AT.kT) =0}
= {xeR3IreR;x—y=0eki =0} '
= {xeR?’ x=7yek=0paraalgum’ € R}

Proposicio 1.3.6. A evoluta afim de uma curva regular y: I — R? é o envelope de retas normais

afins a curva.

Demonstragdo. A demonstracdo é semelhante a da Proposi¢do 1.3.3, basta considerar y: 1 —
R? parametrizada pelo comprimento de arco afim e a familia F : R x R> — R dada por

F(s,x) = [x—¥(s),%;(s)] e calcular o discriminante. 0

Proposicao 1.3.7. O envelope de retas tangentes afins consiste da propria curva mais as retas

tangentes afins nos pontos de inflexdao afim.

Demonstracdo. A demonstracio é similar a da Proposicdo 1.3.5, basta considerar 7 : I — R?
parametrizada pelo comprimento de arco afim e a familia F : R x R?> — R dada por F(s,x) =

[x —v(s),%(s)] e calcular o discriminante. 0

1.3.2 Equivaléncia a direita

Sejam U; (i = 1,2), subconjuntos abertos da reta IR, ¢; um ponto de U; e f; : U; — R fungdes

suaves.

Definicao 1.3.8. Dizemos que fi(em ;) e fr(em t;) sdo equivalentes a direita (R-
equivalentes) se existem intervalos abertos V; C U; (i = 1,2), com t; € V;, um difeomorfismo

h: Vi — V, e uma constante c tais que, para todo ¢t € V;

W) =2 fi(t) = (1) +c.

onde ¢ = fi(11) — fa(t2).

Lema 1.3.9. (de Hadamard) Seja f : R,to — R suave, e suponha que f (p) (to) = 0 para

todo p com 1 < p < k. Entdo, existe uma fungdo suave fi : R,fp — R ral que f(t) =
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f(to) 4 (t —10)*t' f1(¢) para todo t em alguma vizinhanga de ty. Além disso, se f*+1) (19) # 0

entdo, fi(tg) # 0.
Demonstracdo. Veja [6], pag. 42. O

Definicfio 1.3.10. Suponhamos que f : R,7g — R é R-equivalente a £¢f*! entdo, para k > 0,
diremos que f tem tipo A; em 7y, ou uma A; singularidade em #y. Assim, se f é do tipo Ay,

entdo f(fy) # 0. Também dizemos que f tem tipo A~ quando f(P)(1y) = 0 para 1 < p < k.

1.3.3 Jatos de funcoes

Apresentamos agora o conceito de jato de uma funcao, que serd importante para entender o

comportamento das singularidades de fungdes.

Definicao 1.3.11. Seja k > 1 um inteiro. o k-jato de f em ¢y € o polindmio

2 k
7 lto) = 1 (10) + 51" (10) + -+ 11 /¥ (),

obtido do truncamento da série de Taylor no grau k e excluindo o termo constante f(f).
Observe que dois jatos sdo iguais quando t€ém o mesmo polindmio. J4 o k-jato com o termo

constante é definido por f(to) + j*f(to).

Exemplo 1.3.12. Considere f () = (1+¢)sin(¢?). As derivadas de primeira, segunda e terceira

ordem da f avaliadas no ponto #y = 0 sdo, respectivamente:

f(0)=0, f(0) =2, f"(0) =6.

Portanto, o 3-jato da f é dado por
Pflto) =02 +1.

1.3.4 Desdobramento

Introduziremos agora o conceito de desbobramento de uma func¢do f, que de certa forma,
contém fungdes préximas a f. Um exemplo de desdobramento é a fung¢do F(¢,x1,x2,x3) =

1> + x113 + x2t> + x3t que é um desdobramento a 3-parimetros da f(¢) = 1°.
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VN

Figura 1.14: Perturbagdo da f(7)

Seja F : R xR", (#p,x9) — R uma fungéo suave. Podemos naturalmente considerar F como
uma familia a r-parametros de funcdes F; : R,7p — IR ou como uma familia a 1-pardmetro das
funcdes F; : R",xo — R. Escrevemos f = Fy, : R,#p — R a fungdo f(¢) = F(¢,xo).

Definicao 1.3.13. A funcdo F' como definida acima € chamada desdobramento a r-parametros
de f.
Exemplo 1.3.14. Sejam x € R? e y: I — IR? uma curva parametrizada pelo comprimento de

arco. A familia de funcdes distancia ao quadrado F : I x R? — R dada por:

F(s,x) = (x=v(s),x=¥(s)),

¢ um desdobramento a 2-parametros.

1.3.5 Desdobramento (p)versal

Existem alguns desdobramentos que contém todas as deformacdes possiveis de f. Tais
desdobramentos sdo chamados de desdobramentos universais. Eles fornecem um modelo para
as singularidades que aparecem nas pequenas pertubacdes de f.

Assim como toda fungdo f : IR,7p — R de singularidade do tipo A; pode ser reduzida,
em uma vizinhanga de fy a uma funcdo do tipo g(¢) = £5*!, com f(¢) = g(h(t)) + c onde
h:R,tp — R,0 ¢ um difeomorfismo e ¢ uma constante aditiva, a ideia central para verificar que
F € um desdobramento da f € reduzi-la através de uma mudancga de varidveis adequada e fazer
composi¢des de difeomorfismos a, b e ¢ até que seja possivel escrever a fungéo F = G(a,b) +c,

com g(t) = t**! = F. Esse resultado pode ser visto com mais detalhes em [6].

Defini¢io 1.3.15. Seja G : R x R?, (f,y0) — R um desdobramento a s-pardmetros da fungéo
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g = Gy, : R,1p — R. Considere

a:RxR", (l‘(),yo) — R,
b: ]Rr,)C() — ]Rs,y(),

c: R xg— R*

em que a,b e ¢ sdo fungdes suaves e a(t,xy) =1, para t proximo a fy. Entdo, o desdobramento
F:Rx ]Rr, (t(),xO) — R

definido por
F(t,x) = G(a(t,x),b(x)) +c(x)

€ dito ser (p) induzido de G.

Observe que F é um desobramento de f, tal que f(¢) = g(r) + ¢(xo). Isso significa que
F(t,x0) = G(a(t,x0),b(x0)) +c(x0) e G(t,y0) = g(¢). Logo, o desdobramento da f é igual a g
mais uma constante aditiva.

Defini¢do 1.3.16. Seja G : R x IR, (#9,y0) — R um desdobramento a s-pardmetros da fungdo
g : R,tp - R. Diremos que G ¢ um desdobramento (p) versal de g em #y, se qualquer

desdobramento de g é (p)induzido de G.

Teorema 1.3.17. O desdobramento G : R x R¥"1, (0,0) — R dado por

G(t,x1,.xy) = 5 pxqt 4+ xot? + - gt

¢ um desdobramento (p)versal de g(t) = £t**! em tg = 0.
Demonstragdo. Veja [6], pag. 106. 0

Exemplo 1.3.18. Seja g(t) =, G: R x R,(0,0) — R um desdobramento a 1-pardmetro
da fungio g, dada por G(t,x) = 3 +xte H : R x R?,(0,0) — R um desdobramento a 2-
parametros da g, dado por H(t,x,y) = t3 + xt + yt>. Afirmamos que G é (p)induzido de H,
e H é (p)induzido de G.

Iremos mostrar que G € (p)induzido de H.
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De fato, seja G(t,x) = H(t,x,0) = t> + xt. Defina

a:RxR,0—R,a(t,x) =t
b:R,0 - R?,b(x) = (x,0)
c:R,0—>R,e(x)=0

Temos entdo, G(t,x) = H(a(t,x),b(x)) + c(x).
Agora, queremos mostrar que H é (p)induzido de G e, para isso, precisamos eliminar o

termo 2. Calculando H(¢ — A,x,y), obtemos t — A =t — 1. Entdo

Assim, obtemos fun¢des a, b e ¢ dadas por

. 2 _
a:RxR*0—R,a(t,x,y) —t—{—%
2
b:R%,0 — R,b(x,y) =x—1%
. TR2 _ 2y3
c:R%0—=R,c(xy) = -5+ 37

Portanto, segue o enunciado.

Na Definigéo 1.3.16, vimos que um desdobramento é (p)induzido, se é possivel encontrar
fungdes suaves a, b, ¢ que satisfacam a condi¢io F (1,x) = G(a(t,x),b(x)) +c(x).
O préximo teorema determina sob quais condi¢des uma familia F dada como na Definicao

1.3.13 serd um desdobramento (p)versal de uma fungéo f.

Teorema 1.3.19. (Critério matricial de (p)versalidade) Seja F : R x R’,(t9,x0) — R
um desdobramento a r-pardmetros da funcdo f : R,to — R e suponhamos que f tenha
singularidade do tipo Ay, k > 1 em ty, e seja

jk—l (aF(t’xo)

(to) = o it + o it> + -+ + o1t 1,
3x,~

parai=1,..,r. Entdo F é (p)versal se, e somente se, a matriz (k—1) X r dos coeficientes o

tem posto k — 1.

Demonstracdo. Veja [6], pag. 108. O
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Exemplo 1.3.20. Seja F(t,x) = t* + x1° + xt> + x3t, x = (x,x,x3) € R um
desdobramento a 3-parametros de f(¢) = t* em #o = 0. Vejamos que F é um desdobramento
(p)versal de f em 1y = 0.

De fato, observe que f tem singularidade do tipo A3 em 7y = 0, pois f'(0) = f"(0) =
7(0) = 0e f*(0) # 0. Vamos aplicar o critério de versalidade do Teorema 1.3.19.
Calculando os 2-jatos em torno de 7y = 0, obtemos:

s (%}ZO)) (0) =0,/ (M) (0) =r%e j? (aF(I’O)) (0) =1.

x> dx3

Logo, a matriz dos coeficientes dos 2-jatos é dada por

0 01
010

b

que tem posto 2.

Portanto, F é um desdobramento (p)versal de f em #y = 0.

Conjunto Singular e Bifurcacio

Definicao 1.3.21. Seja F : R x R/, (to,xo) — IR um desdobramento a r-parametros de f. O

conjunto singular Sy de F é dado por:

SF:{(t,x)ERXR’| %—szem (t,x)}.

O conjunto de bifucarcio 5y de F é dado por:

. OF 0°F
BF:{XGIR|3ttalqueE:W:Oem(t,x)}.

O préximo resultado estabelece que, dados dois desdobramentos (p)versais F e G de

fungdes com singularidade do tipo Ag, os conjuntos Br e B sdo difeomorfos.

Proposicio 1.3.22. Sejam F e G dois desdobramentos (p)versais a r-pardmetros de f(em ty)
e g (em t1), respectivamente, ambos do tipo Ar(k > 1), entdo existem vizinhan¢as U e V e um

difeomorfismo ¢ : U — V na forma ¢ (t,x) = (a(t,x),b(x)) , onde a(ty,x0) = t1, b(xg) = ugp e

1. ¢(SFﬂU) =SgNV.
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2. b éumdifeomorfismo de (U ) a t(V), onde cada nt(t,x) = x é a projecdo dos parametros

de desdobramento e b(BF Nm(U)) = BgNxr(V).

Demonstracdo. Veja [6], pag. 111. O

7z

Veremos agora como € a estrutura local do conjunto Singular e Bifurcacdo de um

desdobramento (p)versal de uma fungéo que tem singularidade do tipo Ay.

Desdobramento (p)versal de A,(r > 1)

Seja F : R x R, (0,0) — R dada por F(t,x;) = ¢ + x;t um desdobramento (p)versal de
f(t) =1
Logo,
Sr={(t,x) € R xR| 3t> +x; = 0}
Br = {x € R| 3¢ tal que 3¢> +x; = 6t = 0},

Isto significa que, o conjunto de bifurcagio é apenas um ponto em IR, a saber {0}.
Ja para r > 1,F : R x R",(0,0) — R dada por F(t,x1,x2,....x,) = > + x;t é um

desdobramento (p)versal a r-pardmetros de f, e dai obtemos

Sr = {(t,x1,....x,) € RxR"| 3t? +x; = 0}
Br = {(x1,...x,) € R"| 3> +-x; = 6t = 0},

Assim, o conjunto de bifurcagio é dado por {0} x R"~!. Ou seja, o conjunto de bifurcacio de
qualquer desdobramento (p)versal de singularidade do tipo A, a r-parAmetros, € uma (r — 1)-
variedade local parametrizada em R".

N3
X2 SF

X1

r=1 r=2

Figura 1.15: Conjuntos singular e bifurcacdo de desdobramento A, r > 1.

Desdobramento (p)versal de A3(r > 2)

* 12
Seja F : R xR",(0,0) — R, (r > 2) dada por F(t,x1,....x,) = 1 + x]T + xot.
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4
t
F é um desdobramento (p)versal de (1) = 7 emio.

O conjunto bifurcagao é dado por:

Br = {xeR’| 3rtalques’+xit+x=3t>+x =0}
= {xeR’| Frtalquex; =3 e x=2}
= {xeR"| 4xj+27x3 =0}

X2

X1

r=2

Figura 1.16: Conjunto bifurcacio.

Desdobramento (p)versal de A4(r > 3)

£ ot xot?
Seja F : R xR",(0,0) — R dada por F(t,x) = st XIT + XZT + x3t um desdobramento
5

(p)versal de f(t) = %

O conjunto bifurcagdo € dado por:

Br = {x € R"| 3t tal que t* + x11> + xot +x3 = 41> + 2x1t +x, = 0}.

Figura 1.17: Superficie rabo de andorinha.
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1.3.6 Desdobramento versal

Definicao 1.3.23. Seja G : R x R?, (to, yo) — R um desdobramento a s-parametros da fun¢do

g: R, — R. Considere
a:R xR, (to,yo) — R

b: ]R’,xo — ]Rs,yo,

onde a e b sdo fungdes suaves e a(t,xp) = f, para ¢ proximo a ty. Entdo o desdobramento

F:RxR", (l‘(),X()) — R

definido por
F(t,x) = G(a(t,x),b(x))

é dito ser induzido de G.

Definiciio 1.3.24. Seja G : R x R*, (f9,y0) — R um desdobramento a s-pardmetros da fungéo
g:R,tp = R, G é chamado desdobramento versal de g em 7y, se qualquer desdobramento de g

é induzido de G.

Teorema 1.3.25. O desdobramento G : R x R¥, (t9,y¢) — R dado por
G(t,x1,.oxy) = =5 xy oot + -+ xgrk!

¢ um desdobramento versal de g(t) = £t**! em tg = 0. A G serd miniversal quando o niimero

de parametros k for minimo, para singularidade do tipo Ay.
Demonstracdo. Veja [6], pag. 117. O

Teorema 1.3.26. (Critério matricial de versalidade) Seja F : R x R",(t9,x9) — R um

desdobramento a r-parametros da funcdo f : R,t9 — IR e suponhamos que f tenha
oF

singularidade de tipo Ay, k > 1 em ty. Escrevemos os (k — 1)-jatos com constante de =— (t,x)

8xl~

em ty como

o+ 0 it + 0 t* + -+ Oy j#*1

para i = 1,...,r. Entdo F € versal se, e somente se, a matriz k X r dos coeficientes (;;) tem

posto k(r > k).

Exemplo 1.3.27. Seja G(t,x1,x2,x3) = 213 + x1t2 4+ x» um desdobramento a 3-parametros de

g(t) = 23 em 1y = 0. Verifique se G é um desdobramento versal de g em 7y = 0.
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De fato, observe que g tem singularidade do tipo A em 7y = 0, pois g’(0) = ¢"(0) =
0, e g(")(0) # 0. Vamos aplicar o critério de versalidade do Teorema 1.3.26. Calculando os
2-jatos com constante em torno de #y = 0, obtemos:

e (P57 0 =02 (P55 o=

2500 (258 o

Logo, a matriz dos coeficientes do 1-jato com constante € dada por:

010
0 0O

B

e tem posto 1.
Portanto, G ndo € um desdobramento versal de g em 0.
Esse exemplo nos diz que o fato de G ter singularidade do tipo A, ndo significa que G vai

ser um desdobramento versal g.

Conjunto discriminante e de zeros

Defini¢iio 1.3.28. Seja F : R x R”, (f9,x9) — R e suponhamos que f tenha singularidade do
tipo Ay, k > 1 em 1.

O conjunto de zeros My de F é o conjunto :
Mp ={(t,x) e RxR"| F(t,x) =0}.
O conjunto de discriminante Dy de F € o conjunto:

oF
Dr = {xE]R’| 3t tal que F(t,x) = 5 =0em (t,x)}.

O préximo resultado determina que dados dois desdobramentos versais F' e G de func¢des

com singularidade do tipo Ay, os conjuntos Df e Dg sdo difeomorfos.

Proposicio 1.3.29. Sejam F e G dois desdobramentos versais a r-pardmetros de f (em ty) e

g (em t1), respectivamente, ambos do tipo Ai(k > 1), entdo existem vizinhancas U e V e um
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difeomorfismo ¢ : U — V na forma ¢ (t,x) = (a(t,x),b(x)) , onde a(ty,x0) = t1, b(xg) = ugp e
1. ¢(MpNU) = MgNV.

2. b é um difeomorfismo de n(U) a n(V), onde cada & é a projegcdo dos pardmetros de

desdobramento e b(Dp Nw(U)) = DgNn(V).
Demonstracdo. Veja [6], pag. 145. O
Veremos agora como € a estrutura local do conjunto Discriminante de um desdobramento
versal de uma fun¢do que tem singularidade do tipo Ay.
Desdobramento versal de A;(r > 1)
Seja F: R x R”,(0,0) — R, (r > 1) dada por F(t,x) = t*> + x; um desdobramento versal

de f:R,0 — R definida por f(t) = ¢2.

Dr ={x€R"; It cRcomux +1*>=2t=0}

r=1 r=2 r=3

Figura 1.18: Conjunto discriminante para r = 1,2,3.

Desdobramento versal de A, (r > 2)

Seja F : R x R, (0,0) — R, (r > 2) definido por F(t,x1,....x,) = t> + x| + xot é um
desdobramento f : IR,0 — R definido por f(¢) = 3.

O conjunto discriminante é dado por:

Dr = {xe€R’; FIrcRcomt?+x;+xt=23t>+x =0}
= {xeR"| 27x+4x3 =0}.
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Logo, Dr ¢é difeomorfo a C x R"~2, onde ser4 a aresta cuspidal se r=3, caso r=2 serd uma
cuspide.
Desdobramento versal de A3(r > 3)

Seja F : R x R”,(0,0) — R, (r > 3) definido por F(t,x1,....x,) = t* +x112 + xot + x3 um
desdobramento de f : R,0 — R definida por f(1) = t*.

O conjunto discriminante é dado por:

Dr = {x € R"; 3t € R com 1* 4 x11> + xot +x3 = 4> +2x1t + x5 = 0},

que € a superficie rabo de andorinha (ver Figura 1.17).

Teorema 1.3.30. Suponha que F satisfaca o critério dado pelo Teorema 1.3.26 para a matriz
k x 3 dos coeficientes (a.j ;). Em uma vizinhanga xo € Dr, o conjunto discriminante é localmente
difeomorfo a uma superficie aresta cuspidal para k = 2 e a uma superficie rabo de andorinha

para k = 3.
Demonstragdo. Veja [10], pag. 10. O

Os exemplos e afirmacdes apresentados a seguir aplicam resultados da teoria de

singularidades nas familias das fun¢des de distancia ao quadrado e ao cubo.

Exemplo 1.3.31. Sejam x = (x;,x;) € R?ey: I — R? uma curva parametrizada pelo

comprimento de arco. A familia das funcdes distancia ao quadrado F : I x R> — R dada por

F(s,x) = (x—v(s),x = ¥(s))

¢ um desdobramento a 2-parametros, cujas singularidades dos tipos A; e A3 sdo dadas por:

1. Tipo A, em sy,

x—y="ek #0,

2. Tipo Az em s,
x—y=NK=0ek’ #0

onde k € a curvatura euclidiana da curva 7.
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Os conjuntos singular e de bifurcacdo de F' sdo dados por:

Sr={(s,x) €I xR?* x—y=AN,A € R}
Br = {x€R?| 3seltal que y—x = ek #0}.

Seja y(s) = (X(s),Y(s)) uma curva parametrizada pelo comprimento de arco e a familia
das funcdes distincia ao quadrado dada por F(s,x) = (X —x1)? + (Y —x3)2. Vamos aplicar o

critério de versalidade do Teorema 1.3.19. Calculando os 2-jatos em torno de s = s, obtemos:

220030 (a1~ xs0)) = 2 (22522 ) (50) = 20K s0) ~ X ()
dF (x0,50) dF (x0,50)

8x2 = 2()62 —Y(S())) = jz (a—)Cz> (So) = —2IY/(SO) —Z‘ZY”(S())

Veja que a matriz dos coeficientes dos 1-jato é dada por <—2X’ (s0) —2Y’ (So)>’ que tem
posto 1, ja que y é regular. Portanto, F é um desdobramento (p)versal a 2-pardmetros.

Seja J a matriz dos coeficientes dos 2-jatos, dada por:

“2X'(s0) —2Y"(50)
—X”(so) —Y”(so)

Temos det(J) = 2k(so) # 0. Portanto, F é um desdobramento (p)versal a 2-pardmetros para

singularidade do tipo As.

Portanto, obtemos o seguinte resultado:

Proposicio 1.3.32. Seja y: 1 — R? uma curva regular com curvatura ndo nula e x um ponto

da evoluta de y em t. Entdo, localmente em x, a evoluta é
1. difeomorfa a uma reta em R?, se a curva néo possui um vértice em t,
2. difeomorfa a uma ciispide ordindria em R?, se a curva tem um vértice ordindrio em t.

Exemplo 1.3.33. A familia das fungdes distancia ao cubo afim F : I x R*? — R, definida por

F(s,x) = [x—7(s),%(s)] comx = (x1,x;) tem singularidades

1. Tipo A, em sy,

x—y=1rep #0,
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2. Tipo Az em s,
x_y:%,us:()euss#o.

De fato, seja y parametrizada pelo comprimento de arco afim e a familia dada por F(s) =
[x —¥,7%]. Vamos adotar a notagdo ¥; = ¥;(s). Para f(s) = F(s,x), ter singularidade do tipo A,

em s = s as seguintes condi¢des devem ser satisfeitas: f; = fis = 0 e fi 7 0. Assim
fs= =0 pl 4 x =7 %] = [ = 7.7
Logo,
fs=0< [x—7,%s] © x—7= AY,, onde A é uma fungdo real,
ou seja, x — Y estd na mesma dire¢ao do normal afim. Derivando mais uma vez, obtemos
s = (=0 Yool [x = 1 Voss] = =1 = plx = 7. %]
Assim
fs=0 -1-ux—77% =08 —1—udyuy] =0 —14+ur =01 = ﬁ.

Portanto, x — y = % € solucgdo da f.

Derivando f pela terceira vez, obtemos:

foss = —Hsx =Y. %) — B[V Vs — [x— 7. %]
= —Us[x— V%] — 1[x— 7. Vs

Usando as condi¢des acima, concluimos que

Logo, fsss 7 0 se, e somente se, s 7 0.
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J4, para termos singularidade do tipo Az devemos ter: f; = fis = fiss = 0 € fysss 7 0. Assim

fosss = —Mss[X— YY) — Ms[x — Vs Vos] — M [X — ¥V Yos) — B[ Y50 Yos) — B [X — V. Yoss]
= — U — ¥ Yos] = 205 [x — Vo Yos] + 0+ 1P [x — 7, %]

Das condi¢des propostas acima, temos

Sy w Sy
ssss = W Yo+ 10+ 50 [Bosn W] = 5

Portanto, fys 7 0 se, e somente, se L 7 0.
Sejam y(s) = (X (5),Y(s)) e F(s,x) = (x; —X)Y; — (xo — Y )X,. Vamos aplicar o critério de

(p)versalidade do Teorema 1.3.19. Calculando 2-jatos em torno de s = s9, obtemos:

JoF JoF
=Y. = 2 =Y.t — MYy 2
_axl s J (axl ) ss )

JdF oF
- X,= P ) = X B2
axz S ] (8)(,'2) AN} + 2

Veja que a matriz dos coeficientes dos 1-jato dada por (Yss —Xss> tem posto 1, jd que y é
uma curva parametrizada pelo comprimento de arco afim.

J4 a matriz dos 2-jatos € dada por:

Yss _Xss
J - 5
Y pX
2 2

donde det (J) = 5 (X;Yss — Xis¥s) = 5%, %s] # O, pois, ¥ estd parametrizada pelo comprimento
de arcoe u # 0.

Logo, as condigdes para F ser um desdobramento (p)versal sdo satisfeitas.

Portanto, obtemos o seguinte resultado:

Proposicio 1.3.34. Seja v: 1 — R? uma curva regular com curvatura afim ndo nula e x um

ponto da evoluta afim de 'y em t. Entdo, localmente em x, a evoluta afim é
1. difeomorfa a uma reta em R?, se a curva ndo possui um vértice afim em t,

2. difeomorfa a uma ciispide afim ordindria em R?, se a curva tem um vértice afim ordindrio

emt.
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1.3.7 Transicoes

Agora vamos apresentar as transicdes que ocorrem na estrutura local do conjunto
discriminante de um desdobramento versal de uma fun¢do que tem singularidade do tipo A;
e A3 para um desdobramento a 3- parametros de uma familia F. Para mais detalhes, veja [2],
[6] e [10].

Os conjuntos de niveis de uma fun¢do em uma superficie aresta cuspidal e rabo de andorinha
no espago R> se comportam de maneiras diferentes. Analisando os conjuntos de nivel da
funcio 4; : R* — R com x = (x1,x2,x3) € R?, observa-se que, para todo ¢ € R as intersegdes
da hy(x1,x2,x3) = x3 = ¢ com a superficie aresta cuspidal, sdo cdspides. Para a fungdo
hy(x1,%x2,x3) = X1 +x%, os conjuntos de nivel sofrem transicao do tipo "bicos", enquanto que,

a hs(xy,x2,x3) = x1 —x% = ¢ sofre transicao do tipo "labios", e quando ¢ > 0, degenera em um

ponto. Para mais detalhes, veja Figura 1.19.
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c<O0 c>0 c=0 ¢<0 c>0 c=0 ¢<0
X3=c xl—i—x%:c x1—x%=c
cuspides transi¢do tipo bicos transi¢do tipo lédbios

Figura 1.19: Transi¢des que ocorrem na superficie aresta cuspidal.

Ja para a superficie rabo de andorinha, os conjuntos de nivel determinados pela
ha (xl,xg,X3) = X1 = ¢, tém as seguintes caractéristicas: para ¢ < 0, a curva tem intersecao

e possui duas cuspides; ja para ¢ = 0 e ¢ > 0 ocorre duas cuspides, sendo uma delas curvada.

Observe a Figura 1.20.
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AU

c<0 c= c>0
Conjuntos de niveis para x; = ¢

Figura 1.20: Transicdes que ocorrem na superficie rabo de andorinha.

Note que, para a fungdo suave & : R? — R definida em uma vizinhanca de Xo € Dr, havera
um plano kernel 7 até xy. Este é o plano tangente do conjunto de nivel da funcdo /4 passando
por X¢ e tem como equagio do plano ((Xx —Xo), (hy,, 1y, hy,)) = 0, cujas derivadas parciais sdo
avaliadas em X¢. Ja o plano tangente limitante 4 superficie € um plano que passa pela imagem de
um ponto singular e € ortogonal ao vetor normal da superficie. A Proposicdo 1.3.35 abaixo nos
d4 as condi¢des para termos as transi¢des dos tipos cuspides, bicos, 1dbios e rabo de andorinha.

Para uma discussdao mais detalhada de fun¢des sobre discriminante e transi¢oes, veja [2] e [5] .

Proposicao 1.3.35. (i) Para superficie aresta cuspidal, com ciispide em Xo € Dp, os
conjuntos de nivel de h em Dr serdo todas curvas ciipides, desde que o plano T ndo
contenha a tangente a linha de cuspides passando em Xo ("T é transversal a curva
cuspide"”). Por outro lado, os conjuntos de nivel sofrem uma transicdo de "bicos"ou
"ldbios", desde que T contenha essa tangente, mas ndo coincida com o plano tangente
limite a superficie aresta cuspidal em um ponto que se aproxima de X ("7 é transversal

a este plano tangente limitante").

(ii) Para superficie rabo de andorinha, com Xo um ponto da superficie, os conjuntos de nivel
em Dr sofrem uma transicdo de rabo de andorinha com duas cuspides se fundindo e
desaparecendo, desde que T ndo contenha a tangente limitante as cispides em Dr em X
("7 é transversal a reta tangente limitante").

Dr denota o conjunto discriminante da familia F.
Demonstracdo. Veja [2], pag. 574. O

A Figura 1.21 nos fornece uma interpretacdo geométrica de quando as condi¢des da
Proposigdo 1.3.35 s@o satisfeitas. Note que, pela Figura 1.21 (a) temos que o conjunto de
nivel da fun¢do 4 : R3 — R dada por h(xl,xz,xg) =X —|—x§, para ¢ = 0 coincide com o plano

tangente limitante a superficie, assim a transi¢cao que ocorre € diferente das transicdes dos tipos
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ctispides, bicos e 1dbios como mostrado na Figura 1.19. J4 na Figura 1.21 (b) a reta tangente a
linha de cuspide C ndo estd contida no plano & = x3, dai, temos cuspides. E para a Figura 1.21
(¢) temos que a reta tangente a linha de cispide C estd contida no plano 7 = x3, além disso, o
plano tangente limitante € tranversal ao plano & = x3. Logo, temos transi¢des do tipo bicos ou

labios.

42 ‘ X3

) c

c>0c¢c=0¢<0

X2 +x§ =c
(a) (b) (c)

Figura 1.21: Condig¢des para que ocorra transi¢des dos tipos cuspides, bicos ou labios .

Agora, note que as condi¢des da Proposicdao 1.3.35 sdo satisfeitas desde que a curva
y: I — R? tenha um vértice ordindrio em ¢y € I, isto é, k(ty) # 0, K'(t0) = 0 e k" (to) # 0
ou inflexdo ordindria que é quando k(zy) = 0 e k'(79) # 0, onde k é curvatura da curva .

Para o envelope de retas tangentes dadas pelas Proposi¢des 1.3.5 e 1.3.7 segue que conjunto
Dr préximo de (xp,y0,0) com ¥ uma curva com inflexdo ordindria é difeomorfo a superficie
aresta cuspidal. Logo, as transicdes que ocorrem sdo do tipo bico com duas cuspides se
cruzando, posteriormente temos as retas tangentes nos pontos de inflexdo e depois se separam
em duas curvas, e em sequéncia ocorre a transi¢ao do tipo rabo de andorinha préximo aos pontos
de inflexdo. Por outro lado, note que ndo podemos ter uma transicao do tipo labios, uma vez que
o envelope de retas tangentes € a propria curva mais as retas tangentes nos pontos de inflexdo.
Logo, o envelope ndo pode ser vazio.

Para ilustrar o que foi posto acima, considere y: I — IR? dada por y(¢) = ((cos(t) +

2cos(2¢) + 10) cost, (12sinz — 8) sin) com duas inflexdes como na Figura 1.22.
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Figura 1.22: Curva y(¢) = ((cos(t) +2cos(2¢) + 10) cost, (12sinz — 8) sint) e suas transigdes.
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Capitulo 2

Evolutoides euclidianos

Neste capitulo iremos estudar os evolutéides euclidanos de uma curva ¥ suave, fechada e
sem pontos de inflexdo. A principal referéncia utilizada foi [10].

E conhecido que o envelope de retas tangentes é propria curva juntamente com as retas
tangentes nos pontos de inflexdo, veja Proposi¢do 1.3.5. J4 o envelope de retas normais €
a evoluta da curva, veja Proposicdo 1.3.3. E natural se indagar sobre o que existe entre os
envelopes de retas tangentes e normais. O envelope da familia de retas que faz um angulo o

fixo com a reta tangente, € chamado evolutéide euclidiano.

Figura 2.1: Curva ye a Reta Lg.

Estamos interessados na reta Ly obtida girando a reta tangente a um angulo fixo @ € [0, %} .

Note que, a dire¢ao de Ly, € dada por:
T*(t) =T(t)coso.+ N(t)sinc.

Logo,
N%(t) =T(t)sina—N(t)cosa
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é ortogonal a T%.

Definicdo 2.0.1. O evolutéide de uma curva y: I — R? é o envelope da familia F : R x R — R

de retas L, definida por
F(t,x) = (x—(t),T(¢)sina — N(¢) cos ),

comx = (x,y) e REreRea € [0,5].

Para encontrarmos o envelope na forma paramétrica, devemos resolver o discriminante dado
pela Defini¢do 1.3.13. Considere a seguinte nota¢@o para a curva y(f) = 7, e as equagdes de
Frenet dadas por T’ = kN||Y|| e N' = —kT||Y/||. Omitiremos o pardmetro ¢ por acimulo de

notacdo nos cdlculos. Assim, temos:

F = (x—7Tsina—Ncosa) =0
2.1)
= sina(x—7,T) —cosa(x—7y,N) =0.
Ao derivar F' em relagdo a ¢, obtemos:
F, = (=Y, Tsina—Ncosa)+ (x—7v,T'sinoc — N’ cos @)
= (—7,Tsina) + (x—7,kN||Y||sina + kT ||y || cos o) (2.2)

— —||Y|Isino+K[7||cos a(x — 1, N) +kl|Y/| sinct(x — 7.T) = 0

Como x — ¥ é uma combinacdo linear de T e N, podemos escrever X — Y = AT 4+ wN com A
e Y fungdes a serem determinadas. Ao substituir a expressdo X — ¥ nas equacdes (2.1) e (2.2),

obtemos o sistema:
Asina —ycosa =0

Aksino + ykcos o = sina.

Resolvendo o sistema, obtemos

sin? o0 A sin ot cos &
= c =
V=" k

Portanto, o evolutdide é dado explicitamente por:

. )
(04 (04 (04
X—y= sin kCOS T SlIlk N (2.3)

Observacao 2.0.2. Da equacdo (2.3) obtemos:
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i) Se a = 0, entdo o evolutdide é dado por x = ¥ que coincide com a propria curva 7.

N
ii) Se oo = 7, entdo o evolutéide é dado por x = y+ % que € a evoluta de 7.

2.1 Regularidade do evolutéide euclidiano

Seja Y uma curva regular convexa e fechada com curvatura ndo nula. Temos que o evolutéide
de y dado em (2.3) pode ter singularidades. A proposi¢ao a seguir nos da condi¢des necessarias

e suficientes para que o evolutodide seja singular.

Proposicao 2.1.1. O envelope dado pela equacdo (2.3) ndo é regular se, e somente se,
k*cosa —kgsino = 0, onde kg é a derivada da curvatura em relacdo ao comprimento de arco

sdevy.

Demonstragdo. Derivando a equacdo (2.3) em relacdo a varidvel 7, temos:

o Tk—KT\ . (Nk—KN
x' =y +sinacos o —e +sin” a —= )

Das equacdes de Frenet, segue:

_ . _ o
X = Y 4sinacosa (—kNW,'JZk kT) +sin’ o <—kT”7Z!k kN)

2 ’ ) ,
= T|[Y|| +sinocos @ (ML) 4 gin? o (LU

K si
= (H?/HCOSOC—Skl—zw) (Tcoso+Nsinar).

Como T cosax + Nsina # 0, ja que € a dire¢ao da reta Ly, segue que,

K'sina

17 || cos ¢ — R 0.

Logo,
k27|l cos o — k' sin o = 0. (2.4)
Agora, se s € 0 parametro comprimento de arco em 7, temos:

dk _ dkds _

dk
w2 ) 2.5
dt dsdt ds |W|l 2.5)

Substituindo a equacio (2.5) em (2.4), obtemos k?cosa — kgsina = 0. O
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Exemplo 2.1.2. Seja a elipse definida por y(r) = (acost,bsint), com a > b > 0. O primeiro
2ab
valor de o para o qual evolutéide de y tem singularidade é o = arctan (3(261—%) .
a _—
De fato, a Proposi¢do 1.1.17 nos da:

ab —3ab(a® —b?)sin2t
k(t) = =K (1) = 5 5y
2((a?sin“t + b%cos?t)?)

(a2sin’t + b2 cos?t)?

Da Proposicdo 2.1.1, o evolutéide de y € singular se vale

1 ( 2b2008a+3ab(a2—b2)sin2tsin(x> 0
| a =0.
(a2sin®t + b2cos?t)3 2
Como,
1
-2 5 7& 0’
(a®sin“t +b?cos?1)2
segue que:
b cosat 3ab(a® — b22) sin2tsinee _
Logo,
tana = b2 = 2ab = o/(t) = arctan 2ab
~ 3ab(a®—b?)sin2t  3(a® —b?)sin2t N 3(a® —b?)sin2t )
O valor de o € minimo quando sin2t = —1.
Portanto = arctan 2ab
0= 3@ )

N

Figura 2.2: Para a elipse 7(t) = (2cost,sint), oty = arctan (3 ) .

Proposicao 2.1.3. Suponha k # 0 e sina # 0. Entdo, a cispide como na Proposicdo 2.1.1
é um cuspide ordindria se, e somente, se 2k§ — kkgs # 0, onde as derivadas, em relacdo ao

comprimento de arco s, sdo avaliadas no ponto da ciuispide.
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Demonstracdo. Suponha que 7y seja parametrizada pelo comprimento de arco e seja o

evolutéide dado pela equacio (2.3). Devemos mostrar que os vetores X’ e x” sdo linearmente
k' sin o

2 Usando as

independentes. De fato, sejax’ = AT cosa + AN sin«, tal que A = cos ot —

equagdes de Frenet e calculando as derivadas de segunda e terceira ordem, temos:

x/ A'Tcosa—+ AT cosa+A'Nsina+ AN’ sina

T(A' cosa—kAsina) +N(kAcosa+ A'sina).

" T' (A coso —kAsina) + T (A" cosor — k'A sinot — kA sin )
+ N'(kAcosa+ A'sina) —N(K'Acoso+ kA cosa+ A" sinar)

T (A" cos o —2A ksina — Ak sin o — Ak* cos o)

+ N(A"sina+2A'kcos o + Ak cos o — Ak sinat).

™
I

Recorde que, para termos um singularidade, a condi¢do A = 0 deve ser cumprida. Assim, a
matriz dos vetores x” e x"”" na base {T,N} é dada da seguinte forma:
Al cosa Alsino

A=
Acosax —2A ksinoe A" sinot + 24 kcos o

Logo, det(A) = 2(1")?kcos? a +2(1")?ksin’ a.
Observe que det(A) = 0 se, e 56 se, 2(A')%k = 0. Como k # 0 segue que A’ = 0.
Entao,

A = —sing (2600 o,

desde que K"k —2(k')> = 0.

2.2 Superficie discriminante

Com o intuito de entender precisamente como a curva evolui até sua evoluta passando por
seus evolutdides, nesta sec@o iremos incluir o & como parametro da familia F' dada na Definicao
2.0.1 e usar conceitos da Teoria de Singularidades. Aqui, usaremos a funcao h(x, y,a) =
para estudar esta evolucdo. Para mais detalhes sobre a Teoria de Singularidades e func¢des sobre

discriminantes, veja [5] e [6].
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o
A [ ¢
C
- =0
o< 0y o= 0 o> 0

Figura 2.3: A superficie discriminante da elipse y(t) = (2cost,sint) tem a estrutura de
superficie aresta cuspidal (curvada) na qual aparecem curvas cuispides C, e os conjuntos de
nivel préximos a o = 0 parecem sofrer uma transicdo para rabo de andorinha. Além disso, a
fungdo h(x,y, o) = o nos fornece curvas de nivel que passam pela prépria curva 7y, depois pelos
seus evolutoides e no topo, temos a evoluta da curva.

Dado um ponto sobre a superficie discriminante de F, queremos saber as condi¢des para

que a fun¢ado desdobrada tenha singularidades. No préximo resultado, exploramos isto:

Proposi¢io 2.2.1. Seja (xo, %, 19) = (x0,y0, 0,t0) satisfazendo F = F; = 0 tal que (X, 0) €
Dp.

1. Seja s a funcdo comprimento de arco de Y. Suponha que k(ty) # 0 tal que xq seja dado

pela equagdo (2.3). Entdo f(t) = F (xg, 0,t) emt =ty terd singularidade do
a. Tipo Ay emt =1y, se k*coso —kgsino =0 e 2ks2 — kkgs # 0.
b. Tipo A3 emt = to, se k> cos & — kgsina = 0, 2k2 — kkgs = 0 e 6k — k*kggs 7 O.
2. Suponha que k(ty) = 0, K'(t9) # 0, ou seja, y tenha uma inflexdo ordindria em t = 1.

Entdo, definido o = 0 o tinico x préximo Y(to) para o qual F;(x,0,1) =0ex = y(t9) e
f(t) = F(y(t),0,1) tem singularidade do tipo Ay em 1.

Demonstragdo. Seja y parametrizada pelo comprimento de arco e a familia de retas L, dada

) . .2 L.
por F = (x—7,Tsina —Ncosa) e x — y = SHEESET + SIT-E N um ponto do evolutéide. Para
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termos singularidade do tipo A, no ponto ¢ = £y, as condicdes sdo F; = F;; =0 e F;; # 0. Assim,

F, = (-T,Tsina)+ (x—7v,T'sinoc —N'cos )
= —sina+ksina(x—7Y,N)+kcosa (x—7,T)
= —sina—l—ksina-@(N,N)-I—kcosoc-Sina%“x(T,T}

= 0.

kK sinot (x —,N) +ksino (x—¥,N') +k cosot (x —9,T)

S
I

+ kcosa(x—7y,T") —kcosa
(x—7.T) (—k*sina +k cosa) + (x—¥,N) (k' sin o+ k*cos o) — kcos

102 / . 3 /.
= S (k cosa—kzslna)va-(k sina + k% cos &) — kcos o

/.
k sina—k*cos o
E —

Logo, F;; = 0 se, e somente se, —k’ sin & + k*cosa = 0.

Ao derivar F mais uma vez, obtemos:

Fy = (x—7vT) (k"cosa—?)kk/sinoc—k3cosa)+kzsinoc—2k/cosa
(x—7,N) (k" sin o+ 3kk coso — k> sin o)

) " . : !
SINCOCOSA . (k" cos ot — 3kk sina — k> cos o) + k? sinot — 2k cos

_|_

S0 (k" sin ot + 3kK cos & — K sin ox)

k“ sin (fokk/ cos o
— %

_|_

Assim, Fy; # 0 se, e somente se, kK’ sina — 2kk’ cos o # 0. Usando a condi¢do de que
K'sina + k* cos a = 0, segue —kk” +2(k')? # 0.

Agora para verificar a singularidade do tipo A3 em ¢t = #y. A derivada de quarta ordem ¢é
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dada por:

Fur = (x—7T)(k cosot—3(k )2sino —4kk" sin ot — 6k*k cos ot + k*sin ot
+ (x—7,N) (k" sinot+3(k )2 cos o+ 4kk" cos ot — 6k%k sin o — k* cos o)
— 3K cos o+ 5kk sino 4 k3 cos o
= sinaeosa. (1" cosq —3(k')2sin o — 4kk sina — 6k%k cos o+ k* sin )
+ % (k" sino 4 3(k )2 cos o + 4kk” cos ot — 6k2k sin o — k* cos o)
— 3K cos o+ 5kk sino 4 k3 cos o

" . ;o "
= k sina & _ gk sina — 3k coso+ k3 cos o

Assim, Fy;; # 0, desde que
K" sino —3kk' cos ot — k2k sin o+ k* cos ot # 0.

Usando as condigdes que —k sinat 4+ k2cosot = 0 e —kk + 2(k )2 = 0, chegamos que
(6k')® —k2k" 0.

Para demonstrar o item(ii), considere y parametrizada pelo comprimento de arco e tome
o = 0. Entdo a familia de retas Ly, é dada por F(x,0,) = (x—7,—N). Isso siginifica que Dp

¢ a propria Y = X mais as retas tangentes nos pontos de inflexdo. Derivando F em relacdo ao

parametro ¢, obtemos:
F = k(x—y.T)=F;=—k+k(x—yT)+k (x—7T).

Como k = 0, temos Fy, = k (x—7,T) = 0 uma vez que ¥ = x. Da condi¢do que F; = F;;, = 0,
obtemos Fj;;(0,0,0) = —2k'(0) # 0, entdo F(0,0,¢) tem singularidade do tipo A, emz =0. O

Teorema 2.2.2. A familia F, dada na Definicdo 2.0.1, satisfaz as condi¢oes do Teorema
1.3.30. Assim, quando f(t) = F(xo,t) tem uma singularidade A, em ty, r = 2 ou 3, nos casos
abrangidos pela Proposicdo 2.2.1, o conjunto discriminante D, que é a unido dos envelopes
espalhados na dire¢do, é localmente difeomorfo a uma superficie uma aresta cuspidal para

r =2 ou uma superficie de rabo de andorinha para r = 3, em uma vizinhanga de X.

Demonstragdo. SejaF(x,0,t) = (x—X)(X's+Y'c)+ (y—Y)(Y's—X'c) a familia de retas Lq
e considere as seguintes notagdes u = (sina@,cos@) = (s,¢), x = (x,y, @) e seja y(r) = (X,Y)

parametrizada pelo comprimento de arco.
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Vamos utilizar o critério de versalidade dado pelo Teorema 1.3.26. Assim, calculemos os

2-jatos com constante de Fy, Fy, e Fy em torno de #y:

Fi(x0,00,1) + j2(Fx(%0.00.1) ) (f0) = (T (t0).u) +k(t0) (N(t0).u)1
+ (K (0) (N (10),u) —K2(10) (T (t0) ) 5

0s outros 2-jatos com constante sdo calculados de maneira andlogo. Dai, a matriz dos

coeficientes dos 2-jatos com constante € dado por:

Fr F Py (T (10),u) — (N(t0),u) )
J=| Fy Fe For | = k(t()) (N(l‘()), u) k(l‘()) <T(l‘()), u> —c
Far Fy Fa K (1) <N(f0),u>;!k2(f0) (T(to)u) K1) (T(lo)vbl);r!kz(fo) (N(to)u)

Note que a matriz do 1-jato com constante é dada por:

J = (T(t0),u) — (N(10),u) k(io)
k(to) (N(to),u) k(to) (T (to),u) —c
Seja,
b (T(t0),u) —(N(to),u)
1.1 — ,

k(to) (N (to),u) k(to) (T (to),u)

o determinante det (J; 1) = k(to) (T (to),u)* + (N(to),u)*) # 0, ja que 7 é regular e k(zy) # 0,
portanto, F' € um desdobramento versal a 3-parametros.
Vamos agora demonstrar o caso da singularidade do tipo A3. Temos que o determinante da

matriz J € dado por:

det(7) = KUIWD (7 (10) u) (T (tg),u) + (N(to), ) (N (1), u))
k' (t0) +sk* (1)

Note que, se ck’(ty) + sk*(ty) = 0, substituindo a condicio para ter singularidade do tipo
Az, temos k* (1) + (K (to))? = 0, desde que k(fy) = 0, o que uma contradigio, pois k(ty) # O.

Logo, det(J) # 0, donde segue que a familia F é um desdobramento versal. Portanto,
pelo Teorema 1.3.30, pode-se concluir que o discriminante D € localmente difeomorfo a uma

superficie aresta cuspidal ou a uma superficie rabo de andorinha.
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E interessante entender como a curva evolui passando pelos seus evolutdides euclidianos e
chegando até sua evoluta euclidiana. Para isso iremos verificar que as condi¢des da Proposi¢cao
1.3.35 sdo satisfeitas para o conjunto discriminante Dr do envelope da familia L, da curva

y: I — R? para um desdobramento a 3-parimetros da familia F : R?> x I — R, dada por:

F((x,y,a),t) = (x—v(t),T(¢)sin(ct) — N(t) cos(a)),

com (x,y,a) € R*,a € [0,5] et 1.

Suponha 7y sem pontos de inflexdo e que f(z) = F(Xo,,?) tenha singularidades A, ou
Az em t = ty. Para o caso em que f tem singularidade do tipo A, pelo Teorema 2.2.2, o
conjunto DF vai ser localmente difeomorfo a uma superficie aresta cuspidal na vizinhanca de
(X0, ). A linha de cuspide é dada por F = F; = F;; = 0, que fornece trés equagdes nas quatro
varidveis x,y,t, o e as solugdes sdo entdo projetadas no espago-(x,y, ), onde estd o conjunto
discriminante.

Seja H : R? x R — R? dada por H (x,y, &,t) = (F(x,y,&,t),F(x,y, &,t), Fy (x,y,,t)),se 0
for um valor regular da H, segue que H~'(0) é uma curva suave em IR*. Considere a Jacobiana

de H avaliada no ponto (7,x0,y0, ),

Fo B Fu F
JH(IO,XO,)’O, aO) = Fxl Fyt FOtt F;jt )
Fat Fu Fon Fi

cujas trés primeiras colunas coincidem com a matriz J dada na demonstracao do Teorema
2.2.2. Note que a quarta coluna da matriz Jy é dada pela transposta do vetor (0,0, F;; # 0) em
um ponto de Ay, ja em um ponto de A3 é dada pela transposta do vetor (0,0,0).

Assim, para um ponto A, sempre € possivel encontrar um vetor (&,y, &,7) no nicleo de Jy,
cujas primeiras trés componentes sdo nem todas nulas. Usando as duas primeiras linhas de Jy,
podemos determinar os vetores X,y, & uma vez que a submatriz de Jy dada anteriormente por
Ji tem posto 2 e F; # 0 ou F;, # 0. Esse mesmo fato ocorrre para os elementos da segunda linha

da matriz J;. Entdo, o vetor tangente 2 linha de ctspide C em Dp no espago-(x,y, o) é

o

o]

(5.5.0) = ((((sinZa,ckos%c),N)) & (((sin2a,<;€os2oc),T>)
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Ja para determinar 7 use a terceira linha de J,, uma vez que F;; # 0. Entéo,

_ ((<(Sin2a,0052a),N> —¥sin(2a) +'cos(2a)) (K (N (10),u) — k* <T(to),u>)> a
cos(a) (k3 —3k") + sin(a) (K" — kk') .

Note que, se @ = 0 teriamos que a reta tangente a C estaria contida no plano 7 = o, assim
as curvas de nivel ndo seriam cuspides o que € uma contradi¢do, em vista que a sub-matriz
2 x 2 do canto superior esquerdo da matriz de Jy possui determinante ndo nulo e para valores
préximos de o, obtemos ctispides.

H& um problema com este argumento em um ponto (X(),OC()) em Az, onde F;;; = 0, uma
vez que, pela ndo singularidade da matriz J, todos os vetores do nucleo de Jy sdo da forma
(0,0,0,7). Isso significa que, no espago-(x,y, &), a curva C em D é singular em (X, @). Isso
ndo é novidade, pois Dr € uma superficie rabo de andorinha e a propria curva espacial C tem
uma cispide em (x, 0 ). No entanto, o argumento acima ainda se aplica, tomando por exemplo,
um vetor tangente unitdrio (%,¥,0) e movendo-o na diregdo (X, 0t) ao longo de C: a tdltima
componente nao pode tender a 0 sem que as outras duas também tendam a 0, o que é uma
contradicdo. Para sermos mais claros, um vetor tangente (de comprimento v/1+ k2 > 1) a C,
obtido das primeiras duas linhas de J> é ({(sin2a,cos2a),N), {(sin2a,cos2a),T) k). E claro
que isso ndo pode ter um limite em que a terceira componente seja 0.

Agora, considere que 7y tenha uma inflexdo em 7, e Xg = ¥(f), &% = 0. Pelo Teorema 2.2.2,
o conjunto discriminante é localmente difeomorfo a uma superficie aresta cuspidal. Neste caso,
é mais fécil fazer o célculos em coordenadas locais, escrevendo () = (r,at3 +btt et + )
com a # 0, uma vez que existe um ponto de inflexdo ordindrio na origem, e expandindo tudo
sobre (x,y,a,t) = (0,0,0,0).Assim, um calculo explicito mostra que o conjunto discriminante

Dr e linha de cuspide C sdo parametrizados por:

Dr : (x,1) = (x,6ax’t —9axt® + 4at> + ...,6axt — 6at® + ...);
C:tr (2; +.., 8”(24’;—235“)#‘ +...,—40ct> + ) .

E claro que a reta tangente limite a C estd na diregdo (1,0,0) que estd no plano & = a = 0.
Como o conjunto Df é uma superficie aresta cuspidal, podemos encontrar o plano tangente
limitante a D em pontos distantes de C tomando qualquer caminho em Df que nio intercepte
Ce (x,00) = (0,0,0), como o caminho dado por r = 0. O vetor normal a Dr chega em

(0, —6ax + ...,6ax> + ...) que tem limite em (0,1,0), entdo o plano tangente limitante é dado
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por y = 0 e, portanto, ndo coincide com o plano © = o = 0, como queriamos demonstrar.

Teorema 2.2.3. Os evolutéides em pontos de A, onde a curvatura, denotada por k, é diferente
de zero evoluem para cuspide estdvel; Em pontos Az onde a k # 0 eles sofrem uma transi¢do
do tipo "rabo de andorinha"; em pontos onde k = 0 e o0 = 0, sofrem uma transicdo do tipo

“bicos”. Em todos os outros pontos, o evolutoide é uma curva suave.

Demonstracdo. Seja F a familia de retas Ly dada na Defini¢ao 2.0.1. Pelo Teorema 2.2.2, o
conjunto D € localmante difeomorfo a superficie aresta cupidal para uma singularidade do
tipo A, e a superficie rabo de andorinha para singularidade do tipo A3. Logo, podemos aplicar

a Proposic¢ao 1.3.35, o que finaliza a demonstracao. O
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Capitulo 3

Evolutoides afins

Neste capitulo, apresentamos os evolutoides afins de curvas planas. Assim como no caso
euclidiano, iremos nos apoiar em resultados da Teoria de singularidades para entender como a
curva evolui até a sua evoluta afim passando por seus evolutdides afins. Para mais detalhes, veja
[8].

Seja y: I — IR? uma curva suave e sem inflexdo afim. E conhecido que o envelope de
retas tangentes afins € a propria curva jutamente com as retas tangentes afins nos pontos de
inflexdo, veja Proposicao 1.3.7. J4 o envelope de retas normais afins consiste da evoluta afim,
veja Proposi¢do 1.3.6. Assim, como nos estudos sobre evolutdides euclidianos, é natural se
perguntar o que existe entre os envelopes de retas tangentes afins e normais afins.

Seja 7: I — IR? uma curva parametrizada pelo comprimento de arco afim s e sem pontos
de inflexao afim. Dada uma dire¢do qualquer entre os vetores tangente afim e normal afim,
iremos associar esta dire¢do a um nimero « fixo entre [—1,1] e denotaremos tal dire¢do por

v = (1 — o))y + aYs.

Vss

v = (1= fal)ys + avg

Vs

Figura 3.1: Direcédo v%.

Aqui, iremos abordar o caso em que ¢ > 0, uma vez que o caso ¢ < 0 é semelhante.
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Seja F : R? x I — R a aplicacio definida por:

F((x.y).s) = [x=7(s), (1 - a)%(s) + a¥s(s)];

onde o € [0,1] € [-,-] é a notag¢@o para determinantes.

Note que, para cada « fixado, F(x,s) = 0 € a familia de retas Ly com dire¢do v¥.

Definiciio 3.0.1. O evolutéide afim de uma curva y: I — IR? é o envelope da familia de retas

L, ou seja, o envelope da familia F : R? x I — R, dado por

F((xy).s) = [x=v(s),(1 - a)%(s) + arss(s)],

comx = (x,y) € R%,s € I e a € [0,1] fixado.

Vamos determinar o envelope da familia ' acima. Calculando o discriminante, obtemos:

F(x,5) =0=[x—7,(1 —a)y+ ay,] =0. (3.1)

Como 7; e ¥ss sdo linearmente independentes, segue X — Y = A%, + W75, onde A e y sdo fungdes
a serem determinadas. Pelo fato de s ser o pardmetro comprimento de arco afim, segue que

[%s, ¥ss] = 1. Substituindo essas informagdes na equagdo (3.1), obtemos:

(A% + Ws, (1 — )%+ a¥ss] = QA [, Yss] + W (1 — @) [¥%s, %] = 0.

Assim,

al—y(l—a)=0.

A derivada F em relagdo a s é:

F(x,5) = [=% (1= 0)%+ a¥s] + [x— 7. (1= 0) Vs + 0]
= —o+(1—a)[x—7%%]+ax—y,—px
= —o+(l—a)A+ayp.

Dai, F = F; = 0 implica em:

Aoo—y(l—oa)=0
(l—a)A+oayu =0
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Resolvendo o sistema, obtemos

a? a(l—a)

1—05)2+,uocZe (1—a)>+ua?

Y

Portanto, o evolutéide afim € dado explicitamente por:

< — 74 all —a) N o?
~ U er e T - e pe™ (3.2)
= Y+(1_a>2+ua2((1—am+a%s).

Observacao 3.0.2. Considere a equacgao (3.2):

1. Observe que (1 — )%+ u(s)a? # 0, para todo s € I, pois caso contrério terfamos

(1-a)?
a

(1—0a)?+u(so)a> =0= pu(sg) = — <0,

para algum so € /. Assim a curva Y tem curvatura constante negativa e pelo Teorema
1.2.29 a curva ndo seria fechada. Se y muda de sinal, entdo existe sp € I tal que u(5p) =

0, o que nos dd uma contradic¢ao.
2. Se a =0, entdo o evolutdide afim é x = ¥(s), que é a prépria curva Y.

3. Se a = 1, entdo o evolutéide afim x = y(s) + y”—(s) ¢ a evoluta afim de 7.

u(s)

3.1 Regularidade do evolutdide afim

Nesta secdo, vamos encontrar condicdes para o evolutdide afim ser regular e também para

que ocorra e cuspide afim ordindria.

Proposicao 3.1.1. O evolutside dado em (3.2) ndo é regular se, e somente se,

(1-a)((1—a)’+u(s)a?)
o3

NS(S) =

b

onde ls(s) é a derivada da curvatura afim em relagdo ao parametro s em .
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Demonstragcdo. Tome 7Y = — Y. Derivando a equacao (3.2), obtemos

X - %+“ s (- @an—an)

o)? +pa?
+ (1—a) (( —00)Ys + OYss)
NOCZ) C(1-a)2+pu(s)a?) "
a4
+ ai %
( +ua2 (T ap +po)?) ™

o
((1_ )‘Hwtz ((l—a)2+“a2)2>((1—0‘)7’s—|—06%s).

Como (1 — )y + ays # 0, ja que é a diregdo da reta Lq, segue que

— (1 — OC) OC3[.LS -
A0~ (e~ e re?) O

(1-a)

Portanto, o evolutéide ndo vai ser regular desde que i, = o (1-a)?+pa?). o

Proposi¢ao 3.1.2. Suponha i # 0 e o € (0,1). Entdo, a cispide afim como da Proposi¢do
3.1.1 é uma cuspide afim ordindria se, e somente se, Qs 7 (1 — @)L, onde as derivadas sdo

avaliadas no ponto da ciispide.
Demonstragdo. Seja x; = Av® como dado pela Proposicédo 3.1.1 tais que

-« o g

AT e (1 —a)+pa?)2 "

v = (1 _a)%+a%s-

Devemos mostrar que os vetores Xgs € X S30 linearmentes independentes. Calculando as

derivadas de primeira e segunda ordem de xg, temos:
X = AV® +AVY € X553 = AV + AT + AT + AvE = Agv® + 2A0% + AV
Além disso, considere

= ( )%s+a7/sss = ( _O‘)'}’ss_li}’s, (3.3)

% = (1= 0) Yyos — UsOYs — HOUYsy = — (1 — Q) Y5 — Ps Oy — O 5. (3.4)
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Calculando o determinante, temos

[Xss» Xsss] = [Asva +AV§)‘,Assv°‘ + 2Asv?‘ —|—Av$‘s]
= [AW%,24,v%] + [Av®, AvE] + [AvE, A v ®] + [AvY, AvE] (3.5)
= 2A2[V* V] + AA [V VE] + AA [vE VY] + A2 [V VE].

Da Proposi¢do 3.1.1 temos uma singularidade quando A = 0. Logo a equacdo (3.5) se

resume €m

[XSS’ Xsss] = ZAE [Va, V?‘]- (3.6)

Das equacdes (3.3) e (3.4), obtemos

v = [(1=a)¥%+ afs (1 — &)Y — 1¥]

= [(1—a)% (1 — )] + [0¥s, (1 — @) s] + [ Y55 —107]
(1= )?[¥s, Yos] + ot [ %, ¥ss]
= (1—a)?+au # 0( veja observagio 3.0.2 ).

Assim, segue da equacdo (3.6) que Xy € Xy sao linearmente independentes se, € sO se,

A # 0, o que nos fornece a condig@o requerida. 0

3.2 Superficie discriminante

Para estudar como a curva evolui até sua evoluta afim passando por seus evolutéides afins,
vamos incluir & como parametro da familia F* dada na Defini¢ao 3.0.1 e aplicar resultados da
Teoria de Singularidades.

Considere a familia de uma varidvel s a 3-pardmetros x,y € & dada por:

F((x.y,),s) = [x=¥(s),(1 = ) %(s) + a¥s(s)],

com Y(s) = (X(s),Y(s)) ex = (x,y), onde s é o pardmetro comprimento de arco afim e
a < [0,1].

A superficie discriminante desta familia é dada por:

Dr = {(x,&) € R*; 3s € I com F(x,a,s) = Fs(x,,s) = 0}.
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Figura 3.2: A superficie discriminante Dy associada a elipse y(7) = (2cost,3sint). Se o = 0,
temos a propria curva Y e para & = 1, temos a evoluta afim. Agora, para o diferente destes
valores, temos os evolutdides afins. A superficie discriminante afim D¢ associada a curva
7(t) = (2cos(2t) — cos(t + 1.9),sin(2¢) + sin(z)), para & = 0 temos a prépria curva e & = 1
temos a evoluta afim. Além disso, presumimos que aparegam na superficie discriminante arestas
cuspidais ou superficies rabo de andorinha.

Note que, a superficie discriminante € a unido de todos os envelopes de retas Ly para cada
o, ou seja, se considerarmos a fungdo h(x,y, ) = a, os niveis h(x,y, ) = ¢(c € R) séo os
evolutdides afins.

Dado um ponto sobre a superficie discriminante de F, queremos saber as condi¢des para

que a funcdo desdobrada tenha singularidades. No préximo resultado, exploramos isto:

Proposi¢io 3.2.1. Seja o ponto (xq,yo,0) = (X0, %) e que satisfaca F = F; =0 e i(sg) # 0.
Entdo f(s) = F(xo,0,s) tem singularidade do

1. Tipo Ay em sg, se sy — (1 — o) s # O;
2. Tipo Az em sg, se 0 Ugss = —(1 — ) ((1 — a)? + a&®p).

Demonstragdo. Seja a familia de retas Ly dada por F = [x — 7,(1 — @)y + otYss] com ¥
parametrizada pelo comprimento de arco afim. Observe que, para termos singularidade do
tipo A, no ponto s = sq, as condi¢des sdo Fy = Fy, = 0 e Fyyy # 0.

Derivando a f(s) = F em relagdo ao pardmetro s e usando o fato de que Y5 = —UUYs, X—Y =



7

o
(1 _a)?,_'_“az((l _a)%+a%s)’ [’)/S”}/S:I = [’YSS’,)/SS] - Oe [%‘S’YS] - _[,ys,,yss], temos:
Fl‘ = [_%’a%s]+[x_y’(l_a)%s] +[X_’}/’a'ysss]
= —o+(1—a)[x—7.%]—anlx—7%]
a? a(l —a)
= —o-(l-a) (_(1—a)2+uoc2) —oH ((1—a)2+ua2>
a(l —a)? o

(I-a)+pe®  (1-a)>—po?
 —a(l—a)—pdd+oa(l—a)*+pa’ o
a (1-a)*+ua? o

Fiy = (1=00)[=YYss) + (1 — @) [X = 7. Yoss) — UsX[X — 7, %] — O [X — ¥, Vss]

~ -+ (1-a)’y  o*(1-—a)u o g
(1—a)?+pua? (1-a)?+pe?  (1-a)?+po?
3
= —(1-a)+ Otzlis 5.
(l1—a)’+pua
Logo,
Fam 0= —(1—a)+— %M 0 o= (1—a) (1— )+ o)
A (1 _a)2+“a2 A .

Ao derivar F mais uma vez, obtemos:

Fys = [X=%%s)(=(1 =) — ps0) + [x = 7, %) (= (1 — )ty — pysx)

= MO[X =Y, Y] — OV, Vo] — HOUX — 7, Yogs]
x— 7,76 (= (1 = @) ps — pgs0r 4 p?0) + [x — 7, Y] (— (1 — o) o — 25x)
+ uo

a(l—a)

2
(1_(5%()_06“2_2(1_O‘).us‘ka,uss)‘*’(l_a)—gjL“a(—(l—OC)[,L—ZOZ‘LLS)—{—OC[,L
—o(l-a Hs + O s

(I-a)?+ua?

Assim,

—o? (1 — o) s + 0 s
(1-a)?+po?
= Qs 7 (1 - o)y

Fs 70 = #0= —a’(1— o)y + s #0

Agora, para verificarmos a singularidade do tipo Az em s = sp, iremos considerar as
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condicdes para o tipo A e a condicao de regularidade dada pela Proposi¢do 3.1.1. Derivando F

até a quarta ordem, obtemos:

Fiss = [=Y¥s) (= (1 — )1t —20500) 4 [X — 7, Yoss] (— (1 — o) — 2u50x)
+ [X ’}/%Y]( ( a)us_zussa)+[X_y"}{v.?](_(l_a).us_.ussa‘kuza)
+ X= W] (= (1 — &) fys — Hsss @ + 20 4500) + ps 0
= (1- )u+3usa+[x V%) (1 — @) u® + 4ppso— (1 — o) phys — Mg @)
+ [x= 7%l (201 — o) pt — s+ P ox)
2
o
= - 1— 2 4 sU — l_ ss — Msss
(l—oc)2+ua2(( 0 +Apps o — (1 — 0) s — Hygs )
+ o(l-a) (—2(1— o) s — 350 + p2a) + (1 — @) u + 3u0
(l—a) +H(x2 A) AN A)
_ —dPuu—2(1—a) g+ (1—a) a?u? 4o g+ (1— )3 u+(1—a)? aups

(1—a)24pa?

Assim, Fyg 7 0 desde que

—oPupty —2(1 = o) 0P s + (1 — @) o®pu? + 0 pryss + (1 — &)’ + (1 — &) >orpa # 0.

Usando as seguintes condigdes,

OC3‘I.LS = (1 - (X)((l - OC)Z—f-OCz‘LL) € Alss = (1 — Q).

Concluimos que o pigss 7# (1 — )3 (1 — o)? + a?u). 0

Teorema 3.2.2. A familia F satisfaz o critério matricial de versalidade. Assim, quando
f(s) = F(x9,0,s) tem singularidade A, em so, r =2 ou 3, o discriminante ® é localmente
difeomorfo a superficie aresta cuspidal (r = 2) ou a uma superficie rabo de andorinha (r = 3)

em uma vizinhanga (Xg, 0 ).

Demonstragdo. Seja F(x,a,s) = [x—7,(1 — )%+ a¥ss] = (x —x(s)) ((1 — o) Ys + a¥ys) —

(y —y(s))((1 — at)xs + axss) a familia de retas L,, com ¥(s) = (x(s),y(s)),x = (x,y) e
€ (0,1).

Vamos aplicar o critério de versalidade dado pelo Teorema 1.3.26. Para tanto, calculemos

0s 2-jatos com constante de Fy(Xo, 0, s), (X0, 0, 5) € Fg (X0, 0o, s) em torno de so:

F: (%0, 00.50) + j* (Fx(%0. 00.5) ) (s0) =
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(1 - a)ys(SO) + ayss(SO) + ((1 — a)yss(SO) + aysss(SO))S

SZ

+((1 — 0)ysss(s0) — axpes(so)ys(so) — OCH(SO)yss(SO))g

= (1 —a)ys(s0) + oyss(s0) + ((1 — @)yss(s0) + Oysss(s0) )

n (-2(1 — o) o1 (50)ys(s0) — (<1x2_ a)?ys(s0) — 063H(S0)yss(S0)) ;_2;

(1—a)((1—a)*+pu(so) o)
o3

onde, U (so) = . Os outros 2-jatos com constante sio calculados de modo

andlogo. Dai, a matriz dos coeficientes dos 2-jatos com constante € dado por:

F. F, Fy
J= Fe Fy For | =
Far Fyu Fon

(I—a)ys+ays —(1—0a)xs— oxgs o
1
—opys+ (1 —o)yss  opxg— (1 —a)xgy —(1—a)
— )2 2 ,
(1 (X) ‘H“x F F (1 o a)Z
XxsS yss 2o
onde,
o — —20-0)eluy—(1-0)y— oty
X5s — 2l(x2
F o 2(1—a)a2uxs—|—(l—06)3xx+063w€m
yss — 2lo? ’

Veja que a matriz dos coeficientes do 1-jato com constante é dada por:

J_l: (l—a)ys—i—ayss —(l—a)xs—axss M++W

Seja
; (1—ot)ys+ otygs — (1 —0t)xs — Otxss
1L1=
—auys+ (1 —a)yss +apxs— (1 —a)xg

O determinante de J; ; é dado por:
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det(J1.1) = ((1—@)ys+ays)  (—(1—0t)xss + apix;)

= (=(I=a)x;— 0xgy) - (— (1 — ) ygs — pLyy)
= —(1- O‘)zxss)’s + 02 xsygs + (1- O‘)ZXS)’SS — 0y
= ((1—a)’ +a?u) % %s).

Como 7y é uma curva parametrizada pelo comprimento de arco afim, segue que [Ys, Yss| =

le (1—a)?+ a?u # 0 (veja Observagio 3.0.2).
Logo, det(J1.1) # 0 e portanto, F é um desdobramento versal a 3-parimetros.
J4 para A3, vamos considerar a matriz J dos coeficientes 2-jatos com constante, assim o

determinante é dado por:

T —o)?a? VA A2
det(J) = (4(1 aPerutilof toly )(xsyss—xssys)
_ 4(1—a) 2o u+3(1—)*+a*u?
n ( a((l‘ia)bruaz) : ) [Yss Yos)
(M)

2a
Note que se det(J) = 0, entdo

3(1—a)?

<0

200

<a2u(so)+3(1*°‘)2> =0= o?u(so) +3(1—a)? =0= p(s) = —

para algum so € I. Logo a curva ¥ tem curvatura constante negativa e pelo Teorema 1.2.29 a
curva ndo seria fechada, o que é uma contradi¢do. Mas, se (s) muda de sinal, entdo para
algum §) € I tem- se [ (5p) = 0, o que também nos d4 uma contradigdo, ja que y é uma curva
sem inflexao.

Logo, det (7) # 0 e consequentemente, a familia F' € um desdobramento versal. Portanto,
segue do Teorema 1.3.30 que a superficie discriminante Dr € localmente difeomorfa a uma

superficie aresta cuspidal ou a uma superficie rado de andorinha. O

Assim como no caso euclidiano temos as transi¢des dos tipos cuspide, bicos, ldbios e rabo de
andorinha € também interessante entender para o caso afim como que a curva evolui passando
pelos seus evolutdides afins e chegando até sua evoluta afim. Para isso iremos verficar se as
condi¢Oes da Proposi¢do 1.3.35 sdo satisfeitas para o conjunto discriminante Dr do envelope

da familia de retas afins Ly da curva ¥ : I — IR? para um desdobramento a 3- pardmetros, isto
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é, a familia a 3- parAmetros F : R? x I — R, dada por:

F((xy,a).s) = [x=v(s), (1 - a)%(s) + ars(s)],

com (x,y,a) € R}, ac[0,1]esel

Considere que f(s) = F(xo, ) tenha singularidade do tipo A, ou A3 em s = s¢. No caso
que f tem singularidade A,, pelo Teorema 3.2.2, o conjunto Dr € localmente difeomorfo a
superficie aresta cuspidal na vizinhanga de (Xg, 0). A linha cuspide é dada por F = F; = Fy, =
0, que sdo, trés equacdes nas quatro varidveis x,y, o, s; € as suas solu¢des sdo projetadas no
espago-(x,y, o), onde Dy esta.

Seja H : R? x I — R? dada por H(x,y, &, s) = (F(x,y,a,s),Fs(x,y, o,s), Fss (x,,0,5) ), se 0
for um valor regular da H, segue que H~'(0) é uma curva suave em IR*. Considere a Jacobiana

de H avaliada no ponto (xg,yo, ®%,50),

F, F, F, F
JH (%0,Y0,00,50) = | Fy Fys Fus Fy |
FXSS F;SS FaSS F:YSS

cujas trés primeiras colunas coincidem com a matriz J. Note que a quarta coluna da matriz
Ju é dada pela transposta do vetor (0,0, Fy;; 7 0) em um ponto de A,, j4 em um ponto de A3 é
dada pela transposta do vetor (0,0,0).

Assim, para um ponto A, sempre é possivel encontrar um vetor (%, 7, &, §) no nicleo de Jy,
cujas primeiras trés componentes sao nem todas nulas. Usando as duas primeiras linhas de Jy,
podemos determinar os vetores X,y, & uma vez que a submatriz de Jy dada anteriormente por
J1 tem posto 2 e Fy # 0 ou F, # 0. Esse mesmo fato ocorrre para os elementos da segunda linha

da matriz J. Assim, o vetor tangente afim a linha de cdspide C em Dr no espago-(x,y, o) é

200(00— Dxgg +xs(@?u — (1—a)?)\ _ [2a(o—1)yg+ys(o?u—(1—a)?)\ _ _
(( a2p+(1-a)? ) ap+(1-a)? Jas)

J4 para determinar § use a terceira linha de J,, uma vez que Fy 7# 0 € otflss # (1 — o) U.

Assim,

a.

(o (—p?)+3(a—1) 2 u+2(a—1)ta
T 20 (1 — ) s + s

Note que, se & = 0 teriamos que a reta tangente afim a linha de cispide C estaria contida no
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plano © = «, assim as curvas de nivel ndo seriam cuspides o que é uma contradi¢do, em vista
que a sub-matriz 2 x 2 do canto superior esquerdo da matriz de Jy possui determinante nao nulo
e para valores proximos de o, obtemos cuspides.

H4 um problema de usar esse argumento para uma singularidade Az em (X, 0 ), onde Fygs =
0, uma vez que J é ndo singular, e todos os vetores do nicleo de Jy tém a forma (0, 0,0, s‘). Isso
simplesmente diz que, no espago espaco (x,y, ), a curva C em Dy € singular em (xg,yo, %), 0
que é verdade, uma vez que D € uma superficie rabo de andorinha e a prépria curva espacial C
tem uma cdspide em (x, yo, ) ao longo de C. Note que a dltima componente nio pode tender a
0 sem que as duas primeiras tendam a 0, o que € uma contradicdo. Neste caso, podemos ser mais
explicitos: seja (vi,v2,v3) um vetor tangente afim a C, obtido a partir das duas primeiras linhas
de J;. Dados vi =2 (ot — 1)xgs +x5 (02— (1— ) ?),va =20 (@ — 1) yss +ys (> — (1—)?)

évs = — (o1 + (1 —)?)2, vemos claramente o limite da terceira componente nio pode ser 0.

Teorema 3.2.3. Os evolutoides afins em pontos de Ay onde a curvatura, denotada por U, é
diferente de zero, evoluem para uma ciispide estdvel; em pontos A3 onde 1 # 0, eles sofrem
uma transigcdo do tipo "rabo de andorinha". Em todos os outros pontos, o evolutoide afim é

uma curva suave.

Demonstragcdo. A demonstracao é andloga ao Teorema 2.2.3. 0
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Consideracoes Finais

Neste trabalho estudamos os evolutéides de curvas planas imersas em IR?, tanto na
Geometria Euclidiana quanto na Geometria Afim. Os evolutéides sdo obtidos via envelope
de uma familia a 2-pardmetros de retas que dependem de um outro pardmetro ¢ fixado. Em
ambas geometrias, apresentamos a parametrizagdo explicita dos evolutéides, bem como usamos
a Teoria de Singularidades para entender como a curva evolui até a sua evoluta (evoluta afim),
passando por seus evolutdides (evolutdides afins), ou seja, estudamos como as singularidades
aparecem e desaparecem nos evolutéides a medida que « varia.

Para se cumprir os objetivos do projeto, se fez necessdrio recorrer a diversas literaturas, visto
que, cada geometria tem suas peculiaridades, apesar de que, para atingir o objetivo principal a
técnica seja semelhante. Vale ressaltar que os trabalhos utilizados como referéncia sio recentes
e existe uma convergéncia entre os autores sobre as técnicas aplicadas, o que € altamente
interessante pois possibilita aplicar tais técnicas em trabalhos futuros.

Além disso, existem ainda lacunas a serem exploradas, por exemplo, os evolutdides afins de
superficies no R3 ainda ndo foram estudados. Pensando nisso, e motivados pelo trabalho [7],
na fase final do mestrado, iniciamos uma pesquisa, que ainda estid em fase de desenvolvimento,
mas ja temos alguns resultados promissores. Neste estudo, estamos estudando os evolutdides
de superficies via envelope de planos que fazem um angulo constante & com o plano tangente,

os quais denominamos de o-planos.
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Figura 3.3: Envelope de a-planos.

Por fim, acredito que este tipo de trabalho é fundamental para treinamentos a nivel de
mestrado. No meu caso, por exemplo, possibilitou um aprofundamento em temas relevantes
da geometria que t€m recebido foco de diversos gedmetras pelo mundo e consequentemente

este embasamento tedrico permitird pesquisas mais avangadas futuramente.



85

Referéncias Bibliograficas

[1] ALENCAR, H.; SANTOS,W.: NETO, G, S. A. Geometria diferencial de curvas no R?,1?

edicdo, Rio de Janeiro: Sociedade Brasileira de Matematica- SBM, 2020.

[2] ARNOL'D , V.I.Wave front evolution and equivariant Morse lemma. Communications

on pure and applied mathematics. vol 29, p., 557-582, 1976.

[3] BUCHIN, S. Affine Differential Geometry.l. ed. New York: Gordon and Breach, p.258,
1983.

[4] BRANNAN, D. A.; ESPLEN, M. F,; GRAY, J. J. Geometry. Cambridge University Press,
Cambridge, 1999.

[5] BRUCE, J .W. Functions on discriminants, J. London Math. Soc.(2)30 (1984) 551-567.

[6] BRUCE, J. W.; GIBLIN, P. J. Curves and Singularities: A geometrical introduction to

singularity theory. 2.ed. Cambridge: Cambridge University Press, p.340, 1992.

[7] CAMBRAIA JUNIOR, A.; LEMOS, A.; SALARINOGHABI, M. On evolutoids of
regular surfaces in Euclidean 3-space. International journal of geometry. vol 2, p.1911-

11830, 2021.

[8] CAMBRAIA JUNIOR, A.; LEMOS, A. On affine evolutoids. Quaestiones Mathematicae,
vol 43, p.193-202, 2020.

[9] CASTRO, J. J. On plane convex curve evolutoids. Aequationes mathematicae. vol 88,

p.97-103, 2014.

[10] GIBLIN,P.J.; WARDER, J. P. Evolving Evolutoids. The American Mathematical
Monthly,vol 121, Ed. 10, p. 871-889,2017.



86

[11] NOMIZU, K.; SASAKI, T. Affine Differential Geometry: Geometry of Affine
Immersions. 1.ed. Cambridge: Cambridge University Press, 1994. 263p.

[12] SANCHEZ, L. F. E. Singularidades de curvas na geometria afim.2010. Dissertacao(
Mestrado em Matematica )- Departamento de Matematica, Universidade de Sao Paulo, Sao

Paulo, SP, 2010.



	Introdução
	Preliminares
	Revisão de curvas planas euclidianas
	Curvatura e equações de Serret-Frenet
	Evoluta
	Teorema dos quatro vértices
	Funções definidas sobre curvas

	Revisão de geometria afim
	Geometria afim
	Transformações afins e cônicas
	Espaço afim
	Curvatura afim, tangentes afins e normais afins
	Teorema dos seis vértices e evoluta afim
	Transformação equiafim
	Funções definidas sobre curvas

	Resultados da Teoria de Singularidades
	Envelopes
	Equivalência à direita
	Jatos de funções
	Desdobramento
	Desdobramento (p)versal
	 Desdobramento versal
	Transições


	Evolutóides euclidianos
	Regularidade do evolutóide euclidiano
	Superfície discriminante

	Evolutóides afins
	Regularidade do evolutóide afim
	Superfície discriminante 

	Considerações Finais
	Referências Bibliográficas

