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RESUMO

LOUREIRO, Marcos Paulo de Oliveira, M.Sc.,Universidade Federal de Vigosa,
Setembro de 2006. Propagacao de danos no modelo de Potts. Orien-
tador: José Arnaldo Redinz. Co-Orientadores: Marcelo Lobato Martins e

Ricardo Reis Cordeiro

Estudamos as transigoes de fase no modelo de Potts com ¢ estados (¢ = 2,
..., 7) por meio de simulagoes de Monte Carlo e propagagido de danos. Este modelo
apresenta um comportamento critico rico, com transi¢oes de fase de segunda (q < 4)
e primeira ordens (¢ > 5). Focamos nossos estudos na questao da dinamica e do dano
que respeitam a invariancia rotacional do sistema. Mostramos que, se devidamente
escolhidas a funcao dano e a dinamica de evolucao, o dano apresenta apenas duas
fases para todos os valores de ¢q. Neste sentido, a definicao de dano e da dinamica
estao diretamente relacionadas com as transicoes de equilibrio do modelo. Nos inves-
tigamos também a coincidéncia, ou nao, das temperaturas de transicao do dano com

as temperaturas criticas estaticas do modelo de Potts.
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ABSTRACT

LOUREIRO, Marcos Paulo de Oliveira, M.Sc.,Universidade Federal de Vicosa,
September, 2006. Damage spreading in the Potts model. Adviser:
José Arnaldo Redinz. Co-Advisers: Marcelo Lobato Martins and Ricardo

Reis Cordeiro

We study the phase transitions in the g-state Potts model (with q from 2 to
7) through Monte Carlo simulations and the damage spreading. This model presents
a rich criticality with second- (¢ < 4) and first-order (¢ > 5) phase transitions. We
address here mainly the question of the dynamics and damage definitions, with respect
to the rotational invariance symmetry of the system. We show that with proper
definitions of damage and dynamics, there are only two phases characterizing the
hight temperature random phase and a low temperature ordered phase for all values
of q. Therefore, these definitions of damage and dynamics for the Potts model are
more closely related to the equilibrium transitions in this model. We investigate also
the coincidence, or not, of the damage transition temperatures with the equilibrium

critical temperatures of the Potts model.
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Capitulo 1

Introducao

Desde tempos muito antigos, o homem, por meio de filosofia ou ciéncia, vem tentando
explicar ou mesmo entender o complexo comportamento da natureza. Determinar
a importancia das varidveis (ou pelo menos aquelas mais influentes) que governam
um determinado sistema, podendo assim prever seu comportamento futuro, é, foi e
serd sempre um empolgante estimulo para o homem. Saber, por exemplo, como os
neurdnios interagem no sistema nervoso, como se propaga um cancer, como animais
detectam suas presas ou predadores em seus ecossistemas, saber até mesmo a traje-
toria de graos de areia durante a movimentacao das dunas ou desenvolver tecnologias
magneto-eletronicas capazes de transportar ou armazenar dados, sao motivacoes mais
que suficientes para colocar uma gama de cientistas atras destas respostas. Mas sis-
temas reais sao, na maioria das vezes, impossiveis de serem completamente estudados
devido ao alto grau de complexidade das variaveis que o influenciam direta ou indire-
tamente.

A fisica, por ser em esséncia uma ciéncia que estuda os fendémenos do universo,
obviamente encontra sérias dificuldades quando se depara com situacoes reais em que
os modelos mais simples, de solucao analitica, nao se aproximam da realidade.

Devido a enorme dificuldade em se estudar os modelos reais analiticamente,
foram desenvolvidas teorias capazes de realizar aproximacoes. Estas teorias, comu-
mente associadas a Fisica Estatistica, nao necessariamente tornaram o trabalho dos

fisicos mais simples, uma vez que as proprias aproximagoes envolvem uma série de



algebras muitas vezes dificeis de serem resolvidas.

Com o advento do processamento de informacgoes por meio de maquinas ou
microcomputadores, estas teorias de aproximacao puderam ser muito mais bem estu-
dadas e com isso, os sistemas reais puderam ser melhor compreendidos.

Atualmente, o estudo computacional de sistemas complexos tornou-se quase
que uma ciéncia distinta, em que sistemas com um grande ntimero de variaveis po-
dem ser analisados e previsoes bastante precisas podem ser feitas em relacao a estes
sistemas.

Para a implementacao computacional destes sistemas, um dos principais mé-
todos utilizados é o de Monte Carlo [1, 2]. Ele consiste basicamente em gerar recur-
sivamente, a partir de uma dada configuragao inicial, novas configuracoes de acordo
com uma dindmica pré-estabelecida que, no caso de sistemas em equilibrio, conduz
a distribuicao de Boltzmann. Isto é o que chamamos de uma “cadeia de Markov”,
ou seja, a trajetoéria no espaco de fase de uma determinada configuracao no tempo
t 4+ 1 depende diretamente do estado da configuracao no tempo t. O tempo a que nos
referimos é conhecido como “passo de Monte Carlo” (MCS) que corresponde ao tempo
necessario para que, na média, cada spin seja “visitado” e eventualmente atualizado
uma vez. Algumas dinamicas de evolucao serao vistas no decorrer do nosso trabalho.

Exemplos de aplicagoes dos estudos computacionais podem ser vistos em pra-
ticamente todas as areas da ciéncia. Estas aplicacoes vao desde estudos sobre ter-
remotos, fontes de energias, distribuicao populacional, trajetorias de corpos celestes,
etc, incluindo os exemplos citados no inicio deste capitulo.

Uma das areas que despertaram e ainda despertam grande interesse na fisica
de sistemas complexos, é a que esté relacionada aos fend6menos magnéticos. Este fato
pode ser facilmente entendido uma vez que um dos poucos modelos analiticos nao tri-
viais com solugao exata esta associado ao magnetismo. Este modelo é o ferromagneto
de Ising, resolvido analiticamente por Ernst Ising [3] em uma dimensao e por Lars
Onsager 4] em duas dimensdes na rede quadrada.

Ao mesmo tempo, o grande interesse em estudar os sistemas complexos esta

na regiao fora do equilibrio, durante a etapa que chamamos de transicao de fase. O



exemplo mais comum de transicao de fase ocorre durante a mudanca entre os trés
estados da agua (solido, liquido e gasoso). Outros exemplos, talvez menos comuns,
seriam as duas fases (liquida e gasosa) encontradas por Heike Kamerlingh Onnes para
o hélio (He) a baixas temperaturas (prémio Nobel em 1913) que estdo associadas ao
fendmeno da supercondutividade e a transi¢ao ferromagnética que ocorre em materiais
como ferro (Fe) ou niquel (Ni).

O primeiro trabalho consistente a respeito da teoria das transicoes de fase foi
proposto por van der Waals em 1873 e apresentou a teoria que descreveu a “continui-
dade dos estados liquido e gasoso da matéria”. Posteriormente, Pierre Curie e Pierre
Weiss propuseram e desenvolveram uma teoria para a transicao ferromagnética.

Dentro da teoria de Landau para o ferromagnetismo, uma transicao de fase
¢ descrita através do comportamento de uma grandeza denominada “parametro de
ordem”, isto é, um parametro que apresenta valor nao nulo na fase que chamamos de
ordenada e nulo na fase desordenada. O parametro de ordem é definido de acordo com
o sistema fisico estudado. No caso do ferromagneto, o parametro de ordem natural
seria a magnetizacdo espontanea (a campo externo nulo). Para um sistema liquido-
gas, o parametro de ordem seria a diferenca das densidades da fase liquida e da fase
gasosa.

Analiticamente, uma transicao de fase se caracteriza por singularidades em suas
fungoes termodinamicas (energia livre e derivadas correspondentes como magnetizagao
e susceptibilidade). Se uma primeira derivada da energia livre for descontinua na
temperatura de transigao 7., a transicao é dita de primeira ordem. Para transigoes
de segunda ordem, essas primeiras derivadas sao continuas.

Neste trabalho, estudamos as transicoes de fase no modelo de Potts com ¢
estados na rede quadrada a campo nulo através do método de propagagao de danos
via simulacao de Monte Carlo. O modelo de Potts é uma generalizacao do modelo de
[sing para mais de duas componentes de spin. Ele ¢ um modelo relativamente simples
se comparado ao modelo XY |5, 6] ou ANNNI |7], mas apresenta transicoes de fase de
ordens diferentes [8, 9] para certos valores de ¢ (para ¢ < 4 a transicao se caracteriza

como de segunda ordem e para ¢ > 4 a transicao ¢ de primeira ordem para o modelo



bidimensional na rede quadrada). O método de propagacao de danos consiste basica-
mente no monitoramento da evolucao temporal de duas ou mais configuracoes de um
mesmo sistema, com diferentes condicoes iniciais, sujeitas a uma dinamica especifica
e a um mesmo ruido térmico. A funcao importante a ser analisada nesta técnica é
conhecida como distancia de Hamming ou simplesmente dano. O comportamento do
dano e sua relacdo com o tempo, temperatura, condi¢oes iniciais, ou qualquer outro
parametro relevante, nos fornecem informacoes sobre a criticalidade do sistema.

E fato notorio que as propriedades do dano dependem fortemente da dinamica
de evolucao temporal e da propria definicao de dano. Um exemplo bastante conhecido
¢ o do ferromagneto de Ising na rede quadrada. No estudo realizado por Stanley et al
[10], foram encontradas diferengas no comportamento do dano quando a dinamica de
evolucao foi alterada. Resultados mais surpreendentes podem ser vistos em modelos
mais complexos (modelo ANNI, modelo Relogio (Z,), modelo XY, modelo de Potts),
onde foram encontradas fases dinamicas sem correspondentes termodinamicos. Esses
resultados implicam em uma reducao no interesse inicial e na esperanca que havia
com relacao ao método da propagacao de danos como um método de deteccao de
fases cadticas, principalmente em modelos sem uma dinamica intrinseca.

Neste trabalho iremos estudar a propagagao de danos no modelo de Potts com
q estados. Mostramos que, se devidamente escolhida a fungao dano D(t) e a dindmica
de evolucao de forma a preservar a invariancia rotacional do sistema, o dano apresenta
entao apenas duas fases para qualquer um dos ¢ estados do modelo, diferentemente
do que foi proposto em trabalhos anteriores [11, 12, 13| para o modelo de Potts.
Mostramos também que, partindo da definicao de dano e da dinamica proposta neste
trabalho, o sistema nao apresenta nenhum efeito de memoria, ou seja, dependéncia
da condicao inicial. Vamos discutir também a coincidéncia, ou nao, das temperaturas
de transicao de dano com as temperaturas criticas estaticas do modelo e a questao da
identificacao da ordem da transicao através do comportamento do dano.

Nos proximos capitulos faremos uma apresentagao mais detalhada do modelo
de Potts bem como do método de propagacao de danos e apresentaremos nossos

resultados e discussoes.



Capitulo 2

O Modelo de Potts

O Modelo de Potts com ¢ estados [14] ¢ um sistema classico de interagao entre spins em
redes cristalinas notavelmente rico do ponto de vista tedrico e com varias aplicacoes
experimentais. O modelo, que é uma generalizacdo do modelo de Ising para mais
de duas componentes de spin, foi proposto pelo entao professor da Universidade de
Oxford, Cyril Domb, ao estudante Renfrey B. Potts em 1951 [15] como tema de sua
tese de PhD. A idéia do modelo surgiu apés H. A. Kramers e G. H. Wannier em
1941 [16] generalizarem o modelo de Ising bidimensional com interagoes entre spins
paralelos e antiparalelos, como um sistema de spins confinados em um plano que
podiam assumir 3 estados diferentes (0, 27/3 e 47/3). A idéia de Domb é que seria
possivel estender o resultado do modelo de Kramers-Wannier para ¢ vetores (estados)

localizados em ¢ direcoes simétricas no plano bidimensional especificadas pelos angulos

2
g, = n="01,..,q—1 (2.1)
q
como mostra a figura 2.1.
Esta forma mais geral do modelo de Ising considera apenas interagoes entre

spins primeiros vizinhos, sendo que estas interacoes dependem do angulo formado

entre os spins (tratados como vetores). Desta forma, a Hamiltoniana generalizada
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Figura 2.1: Representacao do plano bidimensional contendo alguns dos ¢ vetores

propostos por Domb.

pode ser escrita como

H=->"J;) (2.2)
<iyj>
em que a fungao J(#) é 2r-periodica e 0;; = 6; — 0; é o angulo entre os spins vizinhos
localizados nos sitios i e j respectivamente.
O modelo especifico sugerido por Domb [15], que ficou conhecido como modelo

Planar, define a fungao J(6) como
J(0) = —e; cos(0) (2.3)

Usando a mesma abordagem de Kramers-Wannier [16], Potts pode determinar
a temperatura critica (ou temperatura de Curie ou ponto de Curie) para o modelo
Planar na rede quadrada com ¢=2, 3 e 4 ntimeros de estados [8]. Devido & impossibi-
lidade de estender os resultados para um niimero de estados ¢>4, Potts sugeriu uma

nova forma de definir a funcao J(€), em que os estados sao discretizados da forma

J(QU) == 625Kr(0i70j) (24)



em que Jg, representa a funcdo Delta de Kronecker (dg,.(a,a) = 1, dk,(a, 3) = 0
com « # (3). As constantes €; e €3 sdo constantes de acoplamento, sendo que, para
€2>0 o modelo de Potts é ferromagnético e para ;<0 antiferromagnético!.

O modelo desenvolvido por Potts se destacou no estudo do comportamento
critico sendo mais rico e mais geral que o modelo de Ising. Ele ficou conhecido como
modelo de Potts Padrao (ou modelo de Ashkin-Teller-Potts). Note que ambos os
modelos coincidem com o modelo de Ising quando o nimero de estados é ¢ = 2.

Usando a simetria do espaco de estados ¢ — 1 dimensional, podemos definir, de
forma alternativa, a funcao Delta de Kronecker em termos de ¢ vetores unitarios no

espaco ¢ — 1 dimensional como

~ A

Sir(h) = <1+ (1= DS 0 8 2.5)

em que Sa e gb, comaeb=0,1,...,g—1, representam ¢ vetores unitérios que apontam
para as ¢ direcoes simétricas do hipertetraedro? de dimensio ¢ — 1.

Podemos observar exemplos dos ¢ vetores no espaco de estados ¢g—1 dimensional
na figura 2.2.

Um caso particular onde o modelo Planar e o modelo Padrao tornam-se idén-
ticos é quando as constantes de acoplamento magnético para os estados ¢ =2eq =3
assumem, respectivamente, as seguintes relacoes: es = 2¢1 e €5 = 3e1/2. Aqui ambos
os modelos passam a ter o mesmo grau de degenerescéncia e o mesmo “gap” de energia.

Além da interagao entre primeiros vizinhos, o hamiltoniano generalizado do
modelo de Potts contém os termos de interacao de longo alcance (entre segundos, ter-

ceiros, ..., n-ésimos vizinhos) bem como o termo de intera¢do com o campo magnético

! Materiais antiferromagnéticos (MnQ-) sdo aqueles cuja interagao de troca forga atomos vizinhos
a assumirem orientagoes de spins antiparalelos. Tais materiais apresentam um magnetismo efetivo

externo muito pequeno ou mesmo nulo.
2Tetraedro é um sélido geométrico cuja superficie é composta por 4 faces triangulares. O hiper-

tetraedro é um tetraedro em mais de trés dimensoes.
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Figura 2.2: Representacao dos ¢ vetores no espaco de estado ¢ — 1 dimensional.

externo, como mostra a equacao abaixo:

—pH = BZ Orr(03,0) + fz(sm(az’, oj) + & Z Okr(04, 04, 0%) + ... (2.6)

i (i.4) (i.5,%)
com = 1/kgT,e0;,=0,1,...,q— 1 especifica o estado do spin do i-ésimo sitio. Note
que a funcao Delta de Kronecker é unitaria para toda combinacao de spins no mesmo

estado, ou seja,

Okr(Ciyeeyon) = 1, se o,=..=o0,

= 0, se houver um ou mais estados diferentes

Aqui, £ = €, &, com n > 3 é a constante de acoplamento magnético da
interacao de blocos de n spins e B representa um campo magnético externo na direcao
do estado 0.

Definido o Hamiltoniano do modelo, podemos escrever a funcao de particao

cOomao:

Z(q;B.6,&) =) e (2.7)
{0}

Esta funcao, que nos permite determinar todas as propriedades fisicas relevan-



tes de um sistema, esta associada a normalizagao da probabilidade P; do sistema estar

em um dos seus estados acessiveis com energia F; dada por

P = (2.8)

Tomando o limite termodindmico (ou seja, limite no qual o valor das grandezas
termodinamicas, como compressibilidade e susceptibilidade magnetica, energia livre,
calor especifico, etc, sofrem desvios relativos extremamente pequenos pois o sistema
é extremamente grande (N — 00)) podemos escrever a energia livre magnética (ou

energia livre de Gibbs) por sitio como

(g B.E &) = lim L In(Z(g: B.&, &) (2.9

Deste modo, podemos entao escrever algumas das funcoes termodinamicas como a

energia interna por sitio

u(q; B,€, &) = —%g(q; B, &) (2.10)

e a magnetizagao por sitio

0
m(q; B,§, &) = —a—Bg(q;B,f,fn) (2.11)

As fungoes termodinamicas sao fundamentais para determinarmos a ordem da
transicao de fase no modelo de Potts. O modelo de Potts apresenta transicoes de
ordens diferentes de acordo com o nimero de estados. Para ¢ < 4 o modelo apresenta
uma transicao de segunda ordem, e para ¢ > 4 o modelo apresenta uma transicao de
primeira ordem, caracterizada pela descontinuidade das func¢oes termodinamicas em
T,=1/In(1 + /7).

Do ponto de vista experimenal, o modelo de Potts possui relacao com diversos
modelos em fisica estatistica como, por exemplo, o modelo de vértices com regra de

gelo, percolacio, redes de resistores, etc [8]. Outras aplicagbes podem ser vistas em



sistemas de adesao celular |17, 18], modelos de espumas [19], etc.
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Capitulo 3

O Método de Propagacao de Danos

O método de propagacao de danos, apesar de estar fortemente incorporado a Fisica
no estudo de sistemas dinamicos, foi proposto por Stuart Kauffman [20] num contexto
biologico para o estudo dinamico de genes e suas mutagoes. A idéia inicial consistia
em estudar a influéncia de pequenas mutacoes (danos) durante a evolugao temporal
desses genes. Em seu modelo, Kauffman definia seus genomas como uma seqiiéncia de
bits que evoluiam segundo regras simples, do tipo autémato celular. Ele considerava
uma determinada seqiiéncia {O'Z-(A)<t)} como sendo um genoma “normal”; enquanto
que uma outra seqiiéncia {O'Z(B)(t)} representava esse mesmo genoma apoés sofrer uma
mutac¢ao (um dano). Kauffman considerou entdo a diferenga entre as duas seqiiéncias
binarias como sendo o dano (ou distancia de Hamming). Dessa forma, o dano de

Kauffman, num tempo t, foi definido como

Distancia(t) = D(t)

5 St - o) (3.1)

em que N representa o tamanho das seqiiéncias.

Estudando a evolucdo temporal dos genes através da medida do dano D(¢), foi
possivel observar o quanto uma mudanca nas condigoes iniciais de sistemas dinamicos,
influenciava a trajetoria no espaco de fase. Quando duas configuracoes iniciais evoluem
no tempo, de acordo com uma determinada faixa de parametros, e estas trajetorias

seguem proximas no espaco de fase até coalescerem, o sistema é dito encontrar-se em

11



uma fase congelada (D(t) — 0). Por outro lado, se duas configuragoes se mantém
afastadas uma da outra indefinidamente, o sistema é dito estar em uma fase ativa
(D(t) > 0). Caso esse afastamento das trajetorias seja observado mesmo para um
dano inicial D(0) muito pequeno (apenas um bit (D(0) = 1/N)), podemos dizer que
o sistema se encontra em uma fase caotica.

Estatisticamente, o estudo do método de propagacao de danos nao ¢ o mesmo
feito no modelo de autdématos de Kauffman cujas regras de evolugdo temporal sao
deterministicas. As evolucoes dos sistemas fisicos envolvem um ruido térmico® gerado
computacionalmente através de uma seqiiéncia de niimeros aleatérios que toma parte
no processo de decisao da evolucao temporal do sistema.

Entdo, para que as duas configuragées pudessem evoluir conjuntamente (man-
tendo assim a idéia inicial de Kauffman), sem que a regra de evolucao fosse alterada
entre elas, determinou-se que a evolucao do sistema fosse regida pela mesma seqiiéncia
de ntimeros aleatorios, ou seja, o mesmo ruido térmico.

Faremos, em seguida, uma revisao de alguns trabalhos que consideramos im-
portantes, que abordam a aplicacdo do método de propagacao de danos em alguns

sistemas de spins.

3.1 Modelo de Ising

A técnica de propagacao de danos é bastante usada no estudo de fendmenos criticos
em sistemas de spins. A aplicacdo da técnica no modelo ferromagnético de Ising
unidimensional [21], bidimensional [10, 22|, bidimensional com campo conjugado [23],
e tridimensional [22] mostrou como a dindmica usada para simular o sistema fisico
tém influéncia nos resultados.

O modelo de Ising |3, 24, 25|, proposto em 1920 por Wilhelm Lenz ao seu
aluno de doutorado Ernest Ising, tinha como objetivo estudar o fenémeno do ferro-

magnetismo de momentos localizados numa rede linear (unidimensional). O modelo

!No estudo da Fisica do Estado Sélido, o ruido térmico e conhecido também como ruido branco

ou ruido Johnson, e é gerado pela movimentacao dos elétrons livres em um meio condutor

12



inicial considerava as interacoes de um spin ¢; com seus primeiros vizinhos 0,1 e 0;_1.
Para um dado conjunto de spins {0;} a Hamiltoniana de Ising é definida numa rede

hiperctbica? da forma

N
H:—JZO'iO'j—BZO'i (32)
<ij> i
em que o spin 0; = +1 (com ¢ = 1, 2, ..., N) se encontra numa rede cristalina em d
dimensoes, < 7j > representa a soma sobre todos os pares de spin primeiros vizinhos
na rede, J é a constante de acoplamento ferromagnético (J > 0) e B representa o
campo magnético externo. Existem generalizagoes naturais do modelo de Ising como,
por exemplo, a introducgao de interagoes entre segundos vizinhos, ou a variavel de spin
o; assumindo mais de dois valores.

O modelo unidimensional, resolvido analiticamente por Ising, nao apresenta
transicao de fase® a um temperatura 7, # 0. Na rede quadrada, o modelo foi resolvido
exatamente (a campo externo nulo) por Onsager em 1944. O modelo apresentou
uma transi¢do de fase ferromagnética de segunda ordem a uma temperatura T, =
1/In(v/2 +1). Ja o modelo tridimensional ainda nao possui solucio analitica exata,
mas, por meio das aplicacoes dos calculos numéricos realizados computacionalmente,

sabemos basicamente todas as suas caracteristicas.

3.1.1 Ferromagneto de Ising na Rede Quadrada

Stanley et al [10] aplicaram o método de propagagdo de danos ao ferromagneto de
Ising na rede quadrada. Para isto, eles geraram uma configuracao inicial aleatéria e a
evoluiram durante um certo transiente de tempo tr até que esta configuracao atingisse
o equilibrio. Logo em seguida, eles geraram uma segunda configura¢ao (réplica) onde
um unico spin foi alterado (flipado) em seu centro, de modo a gerar um dano inicial

D(0) = 1/N (em que N = L? é o ntimero de spins na rede quadrada de lado L).

2Uma rede hiperctbica unidimensional representa uma cadeia linear, assim como para duas, trés

dimensoes, representa uma rede quadrada e ciibica simples.
30 “erro” de Ising foi generalizar este resultado para duas ou mais dimensdes.
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Figura 3.1: Dependéncia do parametro de ordem 1 em funcao da temperatura para

uma simula¢do de Monte Carlo via dinamica de Glauber. (Figura retirada da ref.

[10])

Dai em diante, tanto a configuracao inicial quanto a réplica passaram a evoluir sob a

mesma dinamica e com o mesmo ruido térmico.

Especificamente, Stanley et al usaram duas dinamicas para evoluir o sistema:

1. a Dinamica de Glauber, em que as configuracoes foram varridas como numa
“maquina de escrever”, mudando os spins com probabilidade
P=exp(—=A/T)/[exp(A/T) + exp (—A/T)] , sendo 2A a diferenca de energia

entre a configuracao atual e a configuracao “flipada’.

2. a Dinamica Q2R, onde o sistema é varrido de maneira alternada (como num

tabuleiro de xadrez), flipando o spin caso esta mudanga nao altere a energia.

Eles entao passaram a monitorar o parametro de ordem (ou desordem) v defi-
nido como a média sobre todas as amostras, da fracao dos sitios danificados. Na figura

3.1 mostramos o resultado obtido para o dano 1 em funcao da temperatura apos o
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sistema ter evoluido sob a dinamica de Glauber durante um certo tempo ¢. Foi detec-
tada uma temperatura 7Ty para a qual existe uma transicao de fase no dano, ou seja,
onde o comportamento do dano, para T' < Ty, é nulo (fase congelada) e para T > T,
nao nulo (fase cadtica) tendendo assintoticamente (no limite termodinamico) & 0,5. A
temperatura Ty, referente ao ponto de transicao, coincide, considerando a margem de
erro, com a temperatura critica estatica 7. do modelo em d = 2. Na dinamica Q2R
o dano nunca se anula, mas existe uma diferenca cinética a uma determinada energia
critica ., onde acima de E. o crescimento do dano se d4 de maneira bem mais rapida
do que abaixo de E..

Um fato interessante é que, no estudo do ferromagneto de Ising bidimensional
realizado em [10], foram encontradas diferengas na propagagdo do dano, tanto na
fase de baixa temperatura (7' < T,) quanto na fase de alta temperatura (" > T),
quando a dinamica foi alterada de Glauber para Q2R, o que revelou que o carater
da propagacao de dano nao ¢ o mesmo para os dois modelos estudados devido a

dependéncia da propagacao com a dinamica de evolugao.

3.1.2 Ferromagneto de Ising na Rede Cibica

Em um outro trabalho, Wang et al [26] estudaram o modelo de Ising na rede cubica
via simulacao de Monte Carlo com a dinamica de banho térmico e, diferentemente do
resultado obtido em [10], eles obtiveram valores de dano néo nulo somente abaixo do
ponto critico Ty = T, (d = 3). Eles aplicaram o método de propagacao de danos par-
tindo de duas condicoes iniciais diferentes. Na primeira, era criada uma configuracao
inicial completamente aleatoria para a réplica A enquanto a réplica B era gerada a
partir da inversao dos spins da replica A, o que resulta num dano inicial local e global
de 100%. Na segunda condicdo, tanto a réplica A quanto a réplica B foram geradas
aleatoriamente sem correlagao (D(0) = 1/2). O valor médio do dano < D(t) >, sobre
todas as amostras simuladas apos entrarem em equilibrio térmico, obtido em [26] esta
mostrado na figura 3.2.

Com base nesses resultados, os autores indicam a existéncia de duas fases

dinamicas distintas para o ferromagneto de Ising em d = 3. Uma fase onde o dano
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Figura 3.2: Dano médio sobre todas as amostras para o modelo de Ising em d = 3 em

funcao da temperatura. (Figura retirada da ref. [26])

médio < D(t = 500) > se anula rapidamente para todas as temperaturas 7' > T, ~
T.(d = 3) = 4,48 £ 0,05, e uma fase a baixas temperaturas onde o dano no tempo
t—500 se mantém nao nulo e depende ligeiramente do dano inicial (7" < Ty).

A discrepancia entre os resultados obtidos em [10] e [26] para a natureza da fase
a baixas temperaturas do modelo de Ising, se congelada ou cadtica, tem sua origem
na diferenca entre as dinamicas utilizadas para simular o sistema. A razao principal
para a diferenca entre os resultados para as diferentes dinamicas, de Glauber e banho
térmico, decorre das definicoes das probabilidades de transicao. Mais especificamente,
na dinamica de banho térmico para o modelo de Ising, o estado do spin o; no tempo
t 4+ 1 é determinado através da comparacao entre um ntmero aleatorio z com a pro-
babilidade PZ-(U:U = {1 + exp [—QJ > O'j(t)/k‘BTi| }1 de que o spin evolua para o
estado 1 ( a soma em P; ¢ sobre os spins o; primeiros vizinhos de o;). Por outro lado,

na dinamica de Glauber, esse niimero aleatério deve ser comparado com a probabi-

lidade PFHP) — {1+exp [2Jai(t) >, 05(1) /k;BT”

1
: de que o estado do spin no

tempo t venha a ser alterado em t + 1. Portanto dependendo do valor do spin ¢; no
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tempo t, o nimero aleatorio z serd comparado com limiares que podem ser diferentes
o . (FLIP)

nas duas dinamicas. Em particular, para 1" — 0o, onde obtemos P; = P, =1/2,

se considerarmos que os spins 07! da réplica A e o8 da réplica B estao no tempo t em

estados diferentes (e portanto o dano local neste sitio vale 1), vemos que no tempo

t + 1 ambos os spins irdo para o mesmo estado na dindmica de banho térmico (e por-

tanto o dano se anula), enquanto na dinamica de Glauber estes serdo conjuntamente

invertidos ou nao, mantendo o dano do tempo ¢ intacto.

3.2 Aplicacoes do método em modelos mais comple-
XO0S

Além do ferromagneto de Ising, o método de propagacao de danos tem sido utilizado
para investigar uma grande variedade de sistemas como, por exemplo, autématos
celulares [27|, modelo XY ferromagnético [5, 6], modelo de Heisenberg [28|, modelo
de Potts [11, 12, 29, 13|, modelo ANNNI [7], relégio com p-estados [30], modelo
N-vetorial discreto [31], modelo Ashkin-Teller [29], vidros de spins [32, 33, 34, 35],
modelos de evolucdo de espécies [36], jogos de imitagao |37|, fogo em florestas |38§],
distribuicao politica de votos [39], sistema imunologico [40], etc. Iremos discutir aqui

alguns modelos mais diretamante relacionados ao nosso trabalho.

3.2.1 Modelo Rel6gio na rede quadrada

O modelo relégio com p estados (ou modelo simétrico Z,) que serd visto nesta sub-
secao, ¢ uma generalizacao que se situa com relacao ao grau de complexidade, entre
o modelo de Ising (p = 2) e 0 modelo XY (p = oo). Ele possui um Hamiltoniano

classico dado por

H=-J]) SeS, (3.3)

<ij>

em que < 1J > refere-se a4 soma sobre todos os pares de spins primeiros vizinhos, J é

a constante de acoplamento ferromagnético (J > 0) e S; (S;) é o vetor unitario que
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Figura 3.3: Dano médio sobre as amostras que sobreviveram < d(t) > em funcao da
temperatura 7" para o modelo Z,. Para os circulos abertos e fechados vale a condigao
inicial (1); para os triangulos abertos, vale a condigao incial (2) . (Figura retirada da

ref. [30])

representa o spin no sitio ¢ (j) onde sua orienta¢do no plano é quantizada, ou seja,
o angulo que o vetor S; (Sj) faz com uma diregdo fixa no plano, 6, (6;), assume p

valores dados por

2
0, =n ny=0,1,...p—1 (3.4)
p

Em termos da variavel angular 6; (0;), a Hamiltoniana do modelo pode ser

escrita como

H=—J> cos(f; —0;) (3.5)

<ij>

Leroyer et al [30] estudaram as transicoes de fase dindmicas para o modelo
rel6gio com os ntmeros de estados p = 4, 5, 6, 7 e 10, usando a técnica de propagacao

de danos. Basicamente, o que os autores fizeram foi gerar duas configuragoes de spins
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Figura 3.4: Dano médio das amostras sobreviventes < d(t) > em fun¢ao da tempera-

tura 7" para o modelo Zjy. Os circulos abertos (L = 10) e fechados (L = 20) repre-

sentam a condigao inicial (1); os tridngulos abertos (L = 10) representam a condi¢ao

inicial onde os spins das duas réplicas encontram-se alinhados e girados globalmente

por 7/5. (Figura retirada da ref. [30])

com diferentes condicoes iniciais {HZ(A)(O)} e {01(3) (0)}, as evoluirem via simulagao de

Monte Carlo usando a dindmica de banho térmico por um certo tempo ¢ (suficiente

para as configuracoes termalizarem), e em seguida, compararam os spins 6 e 8

medindo a distancia (o dano) entre eles dado por

s - g
Di(t) = l 4 :
= % [1 — COoS (HZ(A) (t) — 953) (ﬁ)]

Assim, a média do dano sobre os L? spins da rede quadrada ¢ dada por

D) = 575 3 [1 = cos (60(0) — 67 1))

i
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Figura 3.5: A probabilidade de sobrevivéncia P(t) apos o sistema evoluir até um
tempo t,,., em funcao da temperatura 7" para o modelo Zj5. Os circulos abertos
(L = 10) correspondem a um tempo T}, = 1000 e os circulos fechados (L = 20)

correspondem a um tempo 7T, = 4000. (Figura retirada da ref. [30])

A figura 3.3 mostra o resultado do dano médio sobre as amostras que sobre-
viveram < d(t) > em fun¢do da temperatura para o modelo Z; usando as seguintes

configuragoes iniciais:
1. {HZ(A)(O)}:O e {9§B)(0)}:7r (ordenadas e opostas) — D(0) = 1;
2. {GZ(A)(O)}:O e {GZ(B)(O)}:Zﬂ/p (ordenadas e ortogonais) — D(0) = 2/p.

Do ponto de vista termodinamico, os resultados obtidos em [30] estao de acordo,
para p = 4, com as duas fases obtidas no modelo de Ising. Estas fases apresentam
uma transicio de segunda ordem em 7,.(Z,) = 37T.(Ising) = [In(1 + \/irl ~ 1,135
separadas por uma regido “congelada” a baixas temperaturas (onde o parametro de
ordem é m &~ 1) e uma regiao desordenada (onde o parametro de ordem é m = 0)

a altas temperaturas. A temperatura de transicio do dano estd bem préxima da

temperatura termodinamica 7T, (1,1 <7 < 1,2).
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Figura 3.6: A flutuacao do dano o4 em fungdo da temperatura para o modelo Zig.

(Figura retirada da ref. [30])

O modelo Z, para p — 0o apresenta uma transicao do tipo Kosterlitz-Thouless
(KT) [41] a uma temperatura critica T.(Zs) = Tgr ~ 0,9. Para p > 5, foram
observadas [30] duas novas fases entre a fase congelada (fase ferromagnética esta-
tica) a baixa temperatura e a fase desordenada (fase paramagnética estatica) a alta
temperatura. A figura 3.4, mostra o dano < d(t) > em fun¢do da temperatura,
para o modelo relogio com p = 10 (Z0). Foi identificada a fase congelada a bai-
xas temperaturas (77 < T3 ~ 0,24) onde o dano < d(t) > ¢ ndo nulo mas de-
pende da condicao inicial. Neste intervalo de temperatura, a probabilidade de so-
brevivéncia P(t) = limp—oo(M;(t)/M) = 1 (onde M;(t) é o nimero de amostras
cujo dano D(t) # 0 e M & o numero total de amostras) e a flutuagdo do dano
oa(t) = (< 2(t) > — < d(t) >2)"* ~ 0, como mostram as figuras 3.5 e 3.6.

A segunda fase foi caracterizada no intervalo de temperatura T3 < T < T, =
1,05 onde o dano < d(t) > é nao nulo e independente das condigGes iniciais, P(t) é
pequena e as flutuagoes do dano o4(t) sao altas (identificada com a fase de equilibrio
de ondas de spins). A terceira fase, caracterizada entre T, < T < T} =~ 2,0 que difere

da primeira pela probabilidade P(t) ~ 1 e 04(t) ~ 0 (uma fase puramente dinamica
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sem equivalente estatico) e a ultima fase (fase paramagnética estatica) caracterizada

a temperaturas 7' > T4, onde < d(t) >> P(t) = o4(t) = 0.

3.2.2 Modelo XY Bidimensional

O modelo XY pode ser considerado como uma extensao do modelo relogio (modelo
Z,) onde a variavel de estados p é continua. O modelo, que apresenta uma transicao
de fase do tipo Kosterlitz-Thouless [41], é bastante rico do ponto de vista tedrico e
experimental, sendo prototipo, por exemplo, de filmes superfluidos, juncoes Josephson
e redes de lipideos.

Neste modelo, a representagao do spin classico pode ser feita por meio de
angulos 6; no plano (0 < #; < 27). A Hamiltoniana de uma dada configuracao de

spins {6;} é definida como

H=— Z cos (0; — 6;) (3.7)
<ij>
em que < ij > representa a soma sobre todos os pares de spins primeiros vizinhos na
rede.

Golinelli et al [5] estudaram o modelo XY bidimensional na rede quadrada
através do método de propagacao de danos. O estudo feito por meio de simulacoes de
Monte Carlo, consistia inicialmente em gerar duas configuragoes (réplicas) {9§A)} e
{GEB)}, segundo condigdes iniciais especificas (ver legenda da figura 3.7) e evolui-las
por meio da dinamica de Metropolis até o equilibrio. Em seguida, medir a distancia
entre cada um dos L? respectivos sitios das réplicas {HZ(A)} e {953)}.

Para evoluir as configuragoes {GZ(A)} e {QZ(B)} no tempo, varreu-se cada um
dos L? sitios da rede aleatoriamente durante um intervalo de tempo microscopico (isto
¢, tempo de se modificar (ou nao) um tnico spin da rede) dado por AT = 1/L%. Para

. ~ .. !/ ~ .
cada spin,uma nova configuragao pseudo-aleatoria 6, pode (ou ndo) ser aceita com a

seguinte condicao:

e se H;(0;) < H;(6;) entdo a nova configuracio 6; é aceita,;
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e se H;(0;) > H;(6;) entdo 0; = §; com probabilidade P; = exp[(H;(6;)— H;(6;)/T],

senao o spin se mantém na configuracao 6;.

Como as duas réplicas estao submetidas a um mesmo ruido térmico, as traje-
torias no espaco de fase de {QEA)} e {9§B)} sao correlacionadas. Isto implica que, se

depois de um certo tempo ¢ (tempo macroscopico, ou tempo de um passo de Monte
(4) (B)

Carlo) a configuracao {62» } se igualar & configuragao {92» }, entao elas permanece-
ram assim para sempre. A definicdo de dano dada por Golinelli et al define a distancia

(dano) entre os spins 6 e 62 como

D(t) = % 3 [1 — cos (9§A> (t) — 0P (t))] (3.8)
i
onde D(t) depende do nimero de spins N = L? (L representa o tamanho da rede
quadrada), da temperatura T, do tempo ¢, das condi¢oes iniciais {9;-4(0)} e {HZB(O)}
e do rufdo térmico. A figura 3.7 mostra os resultados para o dano médio entre as
amostras que sobreviveram num total de M amostras.
Os resultados obtidos deixam claro a presenca de trés fases dindmicas no mo-
delo. Uma fase a altas temperaturas (7" > 77) onde o dano se anula sempre, uma a
temperaturas intermediarias (7, < T < T7) para a qual o dano é diferente de zero e
independente da condicao inicial, e uma terceira em 7' < T5 para a qual o dano é nao
nulo, mas dependente da condigdo inicial. Essa mesma estrutura de fases foi obtida
para o modelo ANNNI em d = 2 (com a dindmica de banho térmico) [7] para o qual
(como também ocorre no vidro de spin £J em d = 3 [32, 34]) a transi¢ao mais baixa
é consistente com a sua equivalente estatica e a transicao mais alta estd proxima a
transigdo de percolagao de agregados geométricos de spins correlacionados [5, 42].
Golinelli et al concluem que o dano independe do tamanho do sistema e que
para todos os tamanhos, o dano de uma determinada configuracao inicial é o mesmo
no limite termodinamico. Com relacao as temperaturas, eles constatam que 75, coin-
cide com a temperatura critica do modelo XY (T3 ~ Tkr) (dentro da precisdo dos
resultados), e que a temperatura da segunda transicao (77 ~ 2Txr) pode ter relagao

com alguma propriedade de equilibrio do sistema, como efeito de memoria ou um
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Figura 3.7: Dano médio sobre as amostras que sobreviveram < d(t) > em funcao da

(2

m; (b) {HEA)} aleatorio e {QZ(B)} = {QZ(A)} + 7 (c) {HEA)} e GEB)} aleatorios e
independentes; (d) {HZ(A)} aleatorio e {QEB)} = {Hl(A)} exceto por um Unico spin HEB)
oposto a GZ(A). (Figura retirada da ref. [5])

temperatura 7" num tempo ¢ = 500 para as condigoes: (a) IS QZ(B)} =
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ponto de desordem [43].

3.2.3 Modelo XY bidimensional: evidéncia de apenas duas fa-

ses dinaAmicas

Com o objetivo de demonstrar que as trés fases encontradas em [5] sdo conseqiiéncia
direta da dindmica escolhida, Chiu et al [6] estudaram os efeitos da dindmica na
propagacao de danos no modelo XY bidimensional. FEles modificaram a dinamica e
a definicao do dano para preservar a simetria rotacional do Hamiltoniano e assim
encontraram apenas duas fases no sistema.

Em seu estudo, os autores repetem basicamente os procedimentos usados por
Golinelli et al, mas, ao invés de mudar a configuracio do spin 6; para 6, (onde 6,
é escolhido independentemente de 6;), o modelo [6] considera que o novo spin 6, =
6; + Af onde Af esta uniformemente distribuido entre [—4, §], sendo ¢ uma funcio da
temperatura. Como a determinacao do novo spin 0; estd relacionada com o antigo spin
0;, os autores garantem, em seu modelo, que a dindmica preserva invariancia rotacional
do sistema, ou seja, se uma configuragao inicial {6;(0)} evolui no tempo t para a
configuragio {0;(t)}, entdo uma configuracao inicial {6;(0) + ¢} matém a invariancia
rotacional evoluindo para {6;(t) + ¢}. O fato da dinamica de Golinelli et al nao
respeitar esta invariancia rotacional pode ser observado na figura 3.7, que mostra duas
configuragoes inicialmente opostas (D(0) = 1) evoluindo, para altas temperaturas,
para duas configuragoes aleatorias e paralelas (em média) em que D(t) = 0.

Para definirem a func¢ao dano D(t), basicamente o que Chiu et al observaram
foi que duas configuracoes giradas de um angulo global ¢ sao fisicamente equivalen-
tes, sendo que este simples fato nao foi levado em conta no trabalho anterior [5]. Os
autores definiram uma funcao dano que respeita esta simetria, ou seja, duas configu-
racoes {0;} e {0; + ¢}, quando comparadas, apresentam dano nulo sendo, portanto,
sao equivalentes.

Para a determinacao do dano entre as configuragoes, primeiramente os autores

giraram de um mesmo angulo ¢ todos os spins de um dos sistemas, de forma a alinhar
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Figura 3.8: Dano médio < D(t) > em fungdo da temperatura T para diferentes
condicoes iniciais. A média termodinamica foi feita sobre M = 100 amostras apos

cada amostra evoluir durante um tempo ¢ = 1500. (Figura retirada da ref. [6])

as magnetizagoes totais das duas configuracoes. O angulo desta magnetizacao global

foi expresso como

olt) =t (zicoswi(t») (39)

Em seguida, foi medida a distancia entre as duas configuragoes por meio da funcao

dano
D(t) = 2—; D [t cos (070 = oW 1) — 07 (1) + (1)) | (3.10)

Foram consideradas diferentes condicoes iniciais para as configuracoes {HEA) (0)
e {91(3)(0)}: na primeira, (a) {0&4)(0)} é completamente aleatoria e {GZ(B)(O)} =
{HZ(A)(O)} exceto por 10% dos spins estarem girados aleatoriamente — D(0) = 0, 10;
a segunda é (b) idéntica a (a) exceto por serem 20% dos spins a estarem girados

aleatoriamente — D(0) = 0,20; e a terceira (c) resulta em {QZ(A)(O)} e {QZ(B)(O)}
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completamente aleatorias e sem correlagdo — D(0) = 0, 50.

Os reultados de Chiu et al mostram que o modelo XY bidimensional além
de possuir apenas duas fases dindmicas, nao apresenta nenhum efeito de memoria
com relacao as condicoes iniciais e que a temperatura de transicao do dano concorda,
dentro da precisao dos resultados, com o valor da temperatura critica Txr =~ 0,89 do
modelo XY na rede quadrada, como mostra a figura 3.8.

Portanto, o trabalho de Chiu et al mostra em principio que a fase dinamica
encontrada por Golinelli et al, que ndo possui equivalente termodinamico (7} < 7T <
T3), é apenas um resultado artificial gerado por uma escolha da dinamica e da defini¢ao

do dano que nao respeita uma simetria basica do sistema fisico estudado.

3.3 Modelo de Potts na rede quadrada

Mais recentemente, mostrou-se que essa estrutura contendo mais de duas fases nao é
exclusividade de sistemas com ingredientes complexos, estando também presente no
ferromagneto de Potts com nimero de estados ¢ (¢ > 3) na rede quadrada [11, 13].
Além das transicoes consistentes com as de equilibrio, também foram obtidas para
este modelo, com a aplicacao de diversas dinamicas, uma nova fase dinamica cadtica

com caracteristicas nao usuais.

3.3.1 Modelo de Potts com ¢ = 3 estados

Procurando verificar a existéncia de mais de duas fases diniAmicas em um sistema com
menor grau de complexidade, Da Silva et al [11] aplicaram a técnica de propagagao
de danos no ferromagneto de Potts na rede quadrada com ¢ = 3 estados, sujeito a
dinamica de banho térmico. Eles associaram a cada sitio ¢ da rede quadrada uma
varidvel o; assumindo os valores 0, 1 e 2. Da Silva et al usaram o método de Monte
Carlo com a dinamica de banho térmico para evoluir os spins, onde, a cada passo de
Monte Carlo (MCS) (que representa o tempo t) foi computada a diferenca de energia
AE(t) = E* — E] entre a configuragdo do spin o;(t) no tempo t (E.) e a possivel
configuragao o;(t + 1) no tempo t + 1 (Ef) (a,y = 0,1,2). Em seguida, calculou-se
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as probabilidades pl(-a) para o;(t + 1) assumir o estado «, dadas por

PO = [1 4 e PABY | ~BABY] (3.11)

pV = [1 g epamt 4 monne]™ (3.12)
_ 1-1

PP = [14 ¢ PABR 4 oBAER] T 1O ) (3.13)

onde = 1/kgT e T é a temperatura do sistema. O novo estado o;(t + 1) do spin o;
é entao determinado pela comparacio entre um numero pseudo-aleatorio 7;(t) € [0,1]

com as probabilidades definidas anteriormente, obedecendo a seguinte regra:

0, se ri(t) < pl¥
oit+1) =19 1, se pgo) <ri(t) < pgo) +p§1) (3.14)
2, se p§°) +p§1) <ri(t) <1

Para comparar as duas configuracoes {0 (t)} e {o7(t)}, a distancia de Ham-

ming (o dano) foi definida da forma
N
LS b (0P (1), 0P 3.15
Z Kr z ( )70-2 ( ) ( ’ )
2:1

onde a soma é sobre todos os N sitios da rede e dg, é a funcao delta de Kronecker.
Para realizar médias do dano D(t) sobre as flutuagoes térmicas, as simulagoes foram

repetidas para M amostras e o dano médio < D(t) > foi definido como

< D(t) >= lim —ZD (3.16)

M—oo M

onde D, (t) é o dano total no tempo ¢t da n-ésima amostra.

Definiu-se a probabilidade de sobrevivéncia P(t) como

P@#) = Tim 0

dim — (3.17)

onde M (t) é o nimero de amostras cujo dano D(t) # 0. Assim o dano médio pode
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Figura 3.9: Probabilidade de sobrevivéncia P(t) em fun¢do da temperatura 7' para

diferentes valores de tempo ¢ partindo da condigao inicial (¢). (Figura retirada da ref.

[11])

ser escrito como

< D(t) >=<d(t) > P(t) (3.18)

onde < d(t) > é a média do dano sobre apenas as amostras que sobreviveram no
tempo t.

Os resultados obtidos em [11] para a probabilidade de sobrevivéncia P(t) em
funcao da temperatura 7' podem ser vistos na figura 3.9. Foram detectados trés
regimes distintos para P(t = 10000) que dependem da temperatura: (i) um a baixas
temperaturas (T < Ty =~ 1,0) onde P varia com a temperatura T (ii) um regime
intermediario em T, < T < Ty = 1,2 onde P = 1V T} (iii) e um a altas temperaturas
(T' > T) onde P = 0. Da Silva et al concluiram que a variagao abrupta de P préximo

de T7 e T5 indica a existéncia de uma transicao de fase dinamica nestas temperaturas.
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Figura 3.10: Dano médio < D(t) > em func¢do da temperatura 7' para diferentes
condigoes iniciais: (a) D(0) = 1; (b) D(0) = 0,5; (¢) D(0) = 0,05. A media termodi-
namica foi feita sobre M = 100 amostras em uma rede quadrada de tamanho L = 64

a cada tempo ¢ = 10000. (Figura retirada da ref. [11])

A figura 3.10 mostra o dano médio < D(¢t = 10000) > sobre M = 100 amostras
em fun¢ao da temperatura obtido em [11] para as trés diferentes condigoes iniciais a
seguir:

(a) {oA(0)} =0 e {o(0)} =1 — D(0) = 1;

(b) {574(0)} completamente aleatério e {c?(0)} = {57*(0)} exceto por 50%
dos spins serem aleatorios e diferentes de {57'(0)} — D(0) =0, 5;

(c) idem (b) exceto por 5% dos spins serem aleatorios e diferentes de {o7*(0)}
— D(0) =0,05.

Foram observadas trés fases para este modelo. Uma para T < Ty ~ 0,9940, 01
identificada como fase ferromagnética, onde o dano médio é nao nulo e depende das
condigbes iniciais, ou seja, apresenta efeito de memoria (observe que T esta bastante
proxima da temperatura critica do modelo para ¢ = 3 (T, = 1/In(14++/3) = 0,99497));

uma outra, identificada como a fase paramagnética, foi definida em T > T} onde <
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Figura 3.11: Grafico log-log do dano médio < D(t) > em funcdo do tempo t para
temperaturas em torno de T,(¢ = 2). A média termodinamica foi feita sobre M = 100
amostras em uma rede quadrada de tamanho L = 256 com uma condicao inicial onde
D(0) =1 ({0} completamente aleatoria e {c7} # {o{*} Vi). (Figura retirada da
ref. [11])

D(t) >= 0 para todas as condi¢oes iniciais; ¢ uma terceira fase (ou fase intermediria
de comportamento nao usual) em T, < 7T < T onde < D(t) ># 0 mas independe das
condic¢oes iniciais. Esta nova fase foi denominada como “fase dindmica cadtica’ e sua
fronteira superior esta, surpreendentemente, muito proxima da temperatura estatica
do ferromagneto de Ising bidimensional (T, = 1,1345).

Na figura 3.11, Da Silva et al apresentam o comportamento temporal do dano
médio < D(t) > em diferentes temperaturas em torno de T,(¢ = 2)) (1,131 < T <
1,137). Eles determinaram o expoente critico dinamico ¢ para este intervalo (6 =
0,46 + 0,03) assumindo que o dano médio se comporta como uma fun¢do do tipo
lei de poténcia no tempo (< D(t) >~ t7%). O resultado obtido coincide com o
expoente critico dinamico referente a transicao de percolagao direcionada em dimensao

2+1, de acordo com a conjectura de Grassberger [44], que diz basicamente que toda
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transicao de dano que nao coincide com uma transi¢ao termodinamica, esta na classe

de universalidade da percolagao direcionada.

3.3.2 Modelo de Potts com ¢ estados

Bibiano et al [12] estudaram a dinamica de evolucao, no espago de fase, do modelo de
Potts com ¢ estados usando o método de propagacao de danos. Seus resultados foram
obtidos por meio de uma simulacao de Monte Carlo onde o sistema evoluia segundo
as regras da dinamica de Glauber. Para isto, eles geraram uma configuragao {O',LA(t)}
termalizada a uma dada temperatura 7' apos ter sido evoluida por um transiente
de tempo t. Em seguida, geraram uma nova configuracdo {cZ(t)} = {0 (t)} e
modificaram (danificaram) uma certa fracao de spins da réplica dada por D(0) =
m/N, onde m é a fragdo dos spins o # o#. Partindo desta nova configuracio a
temperatura 7', eles [12] evoluiram o sistema de acordo com a mesma dinamica e o
mesmo ruido térmico até que a configuragao {aiB(t)} também termalizasse.

A dinamica de Glauber pode ser descrita da seguinte forma: primeiramente,
cria-se um novo estado o;(t + 1) # o;(t) com probabilidade 1/(¢ — 1). Em seguida,

aceita-se (ou nao) o novo estado o;(t + 1) com probabilidade

. 1
pit) = 1+ exp(BAH)

(3.19)

onde § = 1/kgT e AH é a diferenga de energia associada & mudanca de estado.
A condicao para se aceitar (ou nao) a nova configuragao é definida por meio de um
ntimero pseudo-aleatorio r;(¢) uniformemente distribuido em [0,1]. Assim, caso r;(t) <
pi(t) entdao o novo estado o;(t 4+ 1) é aceito, caso contrario, nao.

Partindo das duas configuragoes termalizadas, a distancia (o dano) entre os
estados O'Z-(A) e ai(B) passou a ser monitorada durante um determinado intervalo de
tempo e em seguida foi feita uma média do dano D(t) em funcio do tempo para

aquela amostra. A fragao dos sitios danificados para cada passo de tempo t é dada
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Figura 3.12: Dano médio < D(t) > em funcdo da temperatura 7" para o modelo de
Potts com ¢g—3,...,8 estados. A média termodinamica foi feita sobre M = 64 amostras
num intervalo de tempo ¢t = 2000. O dano inicial D(0) = 1/N foi aplicado na rede
quadrada de tamanho L = 50. Note que na regiao cattica o dano < D(t) >— (¢—1)/q.
(Figura retirada da ref. [12])

por.

p0=3 [ 0.470) =

Os resultados obtidos por [12] para o < D(t) > (chamado simplesmente de
D(t)) para os numeros de estados ¢ = 3, ..., 8, referentes a uma rede quadrada de
comprimento L = 50 ¢ um dano inicial D(0) = 1/N (com N = L?), podem ser vistos
na figura 3.12. Depois de evoluir o sistema por um transiente de tempo t7 = 1000
(até a amostra B termalizar), o dano foi monitorado por ¢t = 2000 passos de tempo e
a cada temperatura, foi feita uma média do dano sobre M = 64 amostras.

Para todos os valores de ¢, os autores observaram uma transicao de fase do dano
ocorrendo a uma temperatura de transicao Ty cujo valor se aproxima razoavelmente

da temperatura critica do modelo (7, = 1/In(1 + ,/g)). Eles observaram que a fase
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Figura 3.13: Dano médio < D(t) > em funcdo da temperatura reduzida 7'/T, para o
ntmero de estados ¢ = 3 e diferentes condicoes iniciais (ver figura). O dano < D(t) >
converge para (¢ —1)/q na fase de cadtica mas mostra um dependéncia em funcao das

condi¢oes iniciais na fase ordenada. (Figura retirada da ref. [12])

congelada (D(t) = 0) ocorre em T' < Ty e a fase cadtica ocorre em 7' > Ty onde o
dano assume o valor D(T — oo) = (¢ — 1)/q. Neste limite, todas as ¢* configuragoes
correspondentes & comparacao entre os sitios ai(A) (t) e UEB) (t) ocorrem com igual
probabilidade, mas apenas ¢(q — 1) configuragoes resultam em dano nao nulo.

A dependéncia do dano em funcao das condic¢oes iniciais pode ser vista na figura
3.13. Para as duas condig¢oes D(0) = 1/N e D(0) = 1 o dano a altas temperaturas
convergiu para o mesmo valor (¢ — 1)/q. Na regido de baixas temperaturas, o dano é
dependente da condigao inicial.

Os resultados de Bibiano et al sugerem a existéncia de duas fases dinamicas
separadas por uma temperatura T} cujos valores estao proximos dos valores das tempe-
raturas criticas termodinamicas do modelo de Potts, mas para valores de ¢ pequenos,
os resultados numéricos mostram que nao ha coincidéncia entre os valores de T, e

T.. Esta coincidéncia s6 é clara, dentro da precisao numérica do modelo, para q¢ > 8.

Segundo os autores, a coincidéncia ou nao entre Ty e T, esté relacionada com a ordem
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da transicao.

3.3.3 Modelo de Potts com ¢ estados usando dinAmica de agre-

gados

O ferromagneto de Potts com ¢ estados também foi estudado por Luz et al [13]
por meio da técnica de propagacao de danos mas usando a dinamica de agregados
(clusters) de Swendsen-Wang [45] (SW). Nesta dinamica, a cada iteragdo do algoritmo
evolui-se todo um agregado de spins, ao contrario do que ocorre com as dinamicas
de Glauber, banho térmico ou Metropolis, em que se evolui apenas um spin a cada
interagao. Em um procedimento usual, foi gerada uma configuracao inicial de spins

7

{O'(A)} que evoluiu no tempo até alcancar o equilibrio térmico. Em seguida, gerou-se

(B)

uma segunda configuracao {0-

; } (réplica) onde introduziu-se o dano mudando o

estado dos spins de um dado agregado. A partir de entao o sistema passou a evoluir
de acordo com as regras impostas pela dinamica SW e sob um mesmo ruido térmico.

Os resultados da propagagao de danos obtidos em [13] para o modelo de Potts
com q = 2, ..., 8 estados podem ser vistos na figura 3.14. Foram encontradas trés fases
dinamicas para o modelo. A primeira delas encontra-se numa regiao de baixas tem-
peraturas com T < Ty =~ T, onde o dano médio é nulo. A segunda fase, considerada
cadtica, encontra-se numa regiao de temperaturas 7, < 7' < 77 onde o dano é nao
nulo, e a terceira fase se encontra a altas temperaturas 1" > 17 onde o dano novamente
torna-se nulo. Os autores nao testaram a dependéncia do dano com a condicao inicial.
Também segundo os autores, as transi¢oes de primeira e segunda ordem foram detec-
tadas por um “salto” no valor do dano médio & temperatura 75, sendo que este salto
do dano é mais abrupto nas transi¢oes de segunda ordem (¢ > 5). Estes resultados
concordam qualitativamente com os resultados encontrados por Da Silva et al [11] em
que foi detectado também uma fase intermediaria cadtica acima de 7T,.. No entanto o
valor da temperatura superior T}, para o modelo com ¢ = 3 estados, nao é coincidente
nas duas dinamicas.

Na figura 3.15 é mostrado o resultado do dano médio < D(t) > com os nimeros
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Figura 3.14: Dano médio < D(t) > em funcdo da temperatura 7' para os numeros
de estados ¢ = 2, ...,8 numa rede quadrada de tamanho L = 201. A média termodi-
namica foi feita sobre M = 10 amostras e 30000 passos de tempo apés o sistema ter

termalizado. (Figura retirada da ref. [13])

de estados ¢ = 2 e ¢ = 8 em funcao do tempo ¢ numa escala log-log para alguns valores
de temperatura T em torno de T (temperatura acima da qual o dano se anula).
A linha tracejada mostra a inclinagio, correspondente ao decaimento D(t) oc t7°,
com 0 = 0,46, que é o valor esperado para a classe de universalidade da percolagao
direcionada. Os resultados obtidos indicam que a transicao de dano em 77 esta nesta

classe de universalidade, conforme a conjectura de Grassberger [44].
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Figura 3.15: Dano médio < D(t) > em funcao do tempo ¢ (MCS) para alguns valores
de temperatura 7" em torno de T3 para os nimeros de estados (a) ¢ =2 e (b) ¢ = 8.
A linha tracejada mostra a inclinacao correspondente a classe de universalidade da

percolagao direcionada. (Figura retirada da ref. [13])
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Capitulo 4

Resultados

Como vimos, varios modelos de sistemas de spins apresentam mais de duas fases dina-
micas do ponto de vista do dano, em que, pelo menos uma destas fases, nao possui um
correspondente termodinamico. Por exemplo, Golinelli et al [5] encontraram trés fases
dinamicas para o dano no modelo XY bidimensional. Estes autores conjeturaram so-
bre a origem dessa transicao de fase em uma temperatura superior & temperatura Tk
de Kosterlitz-Thouless. Uma possibilidade sugerida foi a presenca de uma ponto de
desordem, mas os autores também nao excluem a possibilidade de que esta transi¢ao
seja um efeito puramente dinamico, sem nenhuma relacdo com as propriedades esta-
ticas do modelo XY. Chiu et al [6] sugeriram que a terceira fase (sem correspondente
termodinamico) no modelo XY s6 apareceu nos resultados de Golinelli et al, devido
a escolha de uma dindmica que nao preservava a invariancia rotacional do sistema.
Da Silva et al [11] aplicaram o método de propagacao de danos ao modelo de
Potts com ¢ = 3 estados e também encontraram trés fases dinamicas de dano. Uma
das fases, localizada acima da temperatura critica do modelo, nao apresenta corres-
pondente termodinamico. O objetivo de nosso trabalho ¢ verificar se a origem dessa
terceira fase do modelo de Potts também poderia estar relacionada a escolha de uma
dinamica que nao preserva a simetria rotacional do sistema. Definimos uma nova
dinamica e estudamos a funcdo dano D(t) utilizada por Da Silva et al no modelo de
Potts com ¢ = 3 estados. Nossos resultados comprovaram a existéncia de apenas duas

fases para o dano, uma a baixas temperaturas (T’ < T, ~ T.) e outra a altas tempe-
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raturas (T > Ty), cujos correspondentes termodinamicos seriam, respectivamente, as
fases ferromagnética e paramagnética.

Uma caracteristica da definicao da funcao dano proposta por Da Silva et al é
que ela também nao preserva a simetria rotacional do sistema, por exemplo, duas
configuragoes completamente alinhadas em dire¢oes opostas apresentam um dano
D(t) = 1. Em geral, considerando que duas configuragoes {o;(t)} e {o;(t) + ¢} sao
fisicamente idénticas, propusemos uma nova forma de definir a fungao dano D(t) de
modo a manter a invariancia rotacional das configuracoes (D(t) = 0). Com a aplica-
cao desta nova definicao do dano, o sistema perdeu qualquer caracteristica de efeito
de memoria das condigoes iniciais.

Generalizamos os resultados para o modelo de Potts com ¢ estados na rede
quadrada. Observamos que a temperatura de transicao do dano Ty coincide com boa
precisao, para todos os ¢ estados, com a temperatura de transicao termodinamica T..
Nossos resultados também sugerem uma diferenca qualitativa entre as transicoes de
primeira e segunda ordem.

Mostraremos a partir da proxima se¢ao os resultados obtidos em nosso trabalho

e faremos uma discussao mais profunda de cada caso.

4.1 Definicao da funcao dano D(t)

Para generalizar a idéia proposta em [6] por Chiu et al no modelo XY, trabalhamos
com uma representacao vetorial do modelo de Potts com ¢ estados em termos de ¢
vetores unitarios em um espago euclidiano ¢ — 1 dimensional.

A Hamiltoniana do modelo é escrita como

H=-J Z 5KT(Ui;Uj) (41)

<ij>

onde J esta associada a constante de acoplamento ferromagnético (J > 0) e < ij >

representa a interacao entre primeiros vizinhos na rede. A fungao Delta de Kronecker
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Ok, pode ser representada por

dkr(0i,05) :% 1+ (¢g—1) G, o Aj (4.2)
de tal forma que
S'i ° S'j = 1 se 0; = 0
SieS; = ﬁ se o # 0
em que 0;,0; =0, 1, ..., (¢ — 1) representam um dos estados do modelo. O simbolo e

representa aqui a operacao de produto escalar entre vetores em um espaco euclidiano
g — 1 dimensional. Para definirmos a funcao dano D(t), partimos da idéia proposta
em |6] por Chiu et al onde os autores adotaram um referencial global para as duas
configuragoes de forma a manter a invaridncia rotacional do sistema. Assim, para

Chiu et al, o dano local entre as configuracoes é definido da seguinte forma

Dilt) = [1 — cos <q>§A> (t) — c1>§B>(t))] (4.3)

N —

em que ®;(t) = 60;(t) — a(t) representa a diferenga, no tempo ¢, entre o angulo 6;(t)
correspondente ao estado do spin Sj(t) e o angulo «(t) correspondente ao vetor mag-
netizagao global m(t) do sistema. Uma representacio destes angulos e vetores no
plano pode ser vista na figura 4.1.

Generalizamos a expressao 4.3 para o modelo de Potts com ¢ estados em ¢ — 1
dimensoes do espaco de fase, onde, a diferenca entre os angulos 6;(t) e a(t) passou a
ser representada por uma diferenga relativa expressa em termos do produto escalar

entre os vetores S;(t) e m(t). Desta forma, definimos um novo dano da forma

Dilt) = [1 — cos (@5A> (1) — c1>§B>(t))] (4.4)

N —

em que ®;(t) = cos™! [gz(t) ) m(t)} , S;(t) € o vetor unitario que representa o estado do

spin no sitio i e (t) = m/ |m| representa o vetor magnetizagao global da configuragao
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Figura 4.1: Representacao dos angulos e vetores no plano bidimensional correspon-

dentes a defini¢ao de dano D(t) proposta por Chiu et al.

definido da forma

. 1 A . m
m:N;Si e m=— (4.5)
onde N = L? representa o nimero de sitos da rede quadrada de lado L. Desta forma,

definimos o dano entre duas configuracoes por

e o dano médio < D(t) > sobre as flutuagoes térmicas como

M
D, (t
< Dg(t) >= Jim % (4.7)

onde M é o ntimero total de amostras simuladas e D,,(t) é o dano da n-ésima amostra
depois de evoluir por um tempo t.
A propriedade importante da defini¢do do dano adotada em (4.4) esta justa-

mente no fato de que duas configuracoes girados por um angulo global sao consideradas
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idénticas do ponto de vista do dano, ou seja:

D({o:} . {oi+¢}) =0 (4.8)

Esta propriedade estd garantida pelo fato de que as rotagoes globais Ry no es-
pago de estados constituem um isomorfismo (uma transformacao que deixa invariante

o produto escalar) e portanto:
Rgga L Rggg = S’a ® gg (49)

sendo Rgga o vetor de estado S’a girado de um angulo # em relacao a um eixo fixo
arbitrario.
Mais especificamente, se a réplica (B) possui configuragao {RQS’Z(B)} e a réplica

(B) possui configuragao {SfA)}, entao
P =3 "ReSY =Ry Y S\ = R (4.10)

e portanto SZ-(A) o = SZ-(B) o P e |M@W| = |m®P)| o que implica em dano nulo

entre as duas configuragoes.

4.2 Simulacoes com a dinamica de Banho Térmico

Nesta primeira parte contendo os resultados computacionais, mostraremos o compor-
tamento das func¢oes dano D(t) usando a dinamica de banho térmico. Denotaremos
por Ds(t) a defini¢do de dano proposta em [11] por Da Silva et al e Dg(t) a definigao

de dano proposta neste trabalho. Assim,

- %i 10 (1), 6P )] (4.11)

=1

= % i [1 — cos <<I>Z(-A) (t) — (I)Z(B)(t)ﬂ (4.12)

=1
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em que dg, representa a fun¢ao delta de Kronecker e ®;(t) = cos™! [S”,(t) o m(t)},
Si(t) & o vetor unitario que representa o estado do spin no sitio i e m(t) = 1/ ||

representa o vetor magnetizacao global da configuracao.

Nosso procedimento computacional consistiu, inicialmente, em gerar duas con-
fi ~ dico e ifi (A) (B) lui-1 d

guracoes com condigoes iniciais especificas  o; e 40, e evolui-las segundo a

dinamica e mesmo ruido térmico por um tempo t, suficiente para que as mesmas en-
trassem em equilibrio térmico. Em seguida, comparamos as configuracoes por meio
da técnica de propagacao de danos e os resultados serao apresentados a seguir.

Para gerar as duas configuragoes, consideramos as mesmas condigoes iniciais

propostas por Da Silva et al [11], ou seja,

(a) ordenadas em estados diferentes: {O'Z(A)(O)} =0e {JZ(B)(O)} =1—D(0) =

(b) {O'(A)(O)} completamente aleatoria, e {O’Z(B)(O)}:{O'Z(A)([))} exceto por

1

50% dos spins aleatoriamente diferentes estando em um dos outros dois estados com
igual probabilidade — D(0) = 1/2;

(c) o mesmo que em (b) porém com apenas 5% dos spins aleatoriamente dife-
rentes estando em um dos outros dois estados com igual probabilidade — D(0) = 0, 05.

Calculamos a média termodinamica do dano, < Dg(t) >, para um ndmero de
M = 100 amostras que evoluiram, cada uma delas, por um tempo ¢ = 10000 passos
de Monte Carlo (MCS). Na figura 4.2 apresentamos a probabilidade de sobrevivéncia
P (equagao 3.17) para o modelo de Potts com ¢ = 3 estados. Analisando este gréfico,
observamos que, para tempos da ordem de 10000 MCS, a probabilidade de sobrevi-
véncia flutua em torno de um valor médio, o que sugere que o sistema atingiu ou esta
proximo do equilibrio.

Constatamos a existéncia dos trés regimes distintos encontrados em |[11] por
Da Silva et al. Na figura 4.3 apresentamos as curvas de dano médio < Ds(t) >
para o modelo com ¢ = 3 estados. Os intervalos de temperaturas que definem as
trés fases dinamicas do dano concordam, dentro da precisao dos nossos resultados,
com os intervalos obtidos em [11]. A baixas temperaturas (T < Ty com Ty =~ T, =

1/In(1 4 v/3) = 0,99497) encontramos a fase cujo correspondente termodinamico
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Figura 4.2: Probabilidade de sobrevivéncia P(t) do modelo de Potts com g = 3 esta-
dos, em funcao da temperatura T para diferentes valores de tempo t. Este resultado
se refere a uma simulacao de M = 100 amostras numa rede quadrada com L = 64

usando a condicao inicial (c).

seria a fase ferromagnética. Nesta fase, o dano médio é nao nulo e apresenta efeito
de memoria. No intervalo em que T, < T < T, com T; ~ 1,1, encontramos uma
fase intermediaria para o dano. Esta fase, denominada de cadtica (P = 1) e sem
correspondente termodinamico, nao apresenta nenhum efeito de memoéria, no entanto,
o dano é nao nulo. A terceira fase, cujo correspondente termodinamico seria a fase
paramagnética, ocorre a altas temperaturas (I > T3). Ela apresenta dano nulo e
independe das condigGes iniciais (sem efeito de memoria).

Estudamos o comportamento do dano para tempos superiores a 10000 MCS.
Partimos das condig6es iniciais aleatorias (b) e (c) e evoluimos o sistema por um tempo
t = 100000 MCS para alguns valores de temperatura. Constatamos que o sistema nao

atingiu o equilibrio termodinamico, em nenhuma das temperaturas abaixo de 7., ap6s
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Figura 4.3: Simulacao do dano médio < Dg(t) > em funcdo da temperatura para o
modelo de Potts com ¢ = 3 estados usando a dinamica de banho térmico. Os spins da
rede quadrada com L = 64 evoluiram durante ¢ = 10000 passos de tempo para cada

valor de temperatura T e a média termodinamica foi feita sobre M = 100 amostras.

evoluir por ¢t = 10000 passos de Monte Carlo. Todavia, as flutuagoes do dano so6 se
tornam significativas a temperaturas proximas de T.. Os resultados da evolugao do
dano médio < Ds(t) > no tempo t para as temperaturas 7' = 0,20 e "= 0,99 podem
ser vistos na figura 4.4. A dificuldade do sistema em alcancar o equilibrio termodina-
mico nestas temperaturas pode ser facilmente entendida se analizarmos as condi¢oes
iniciais (b) e (c¢). Como estamos falando de configuracoes completamente aleatorias,
implica que o sistema nao tem nenhuma “preferéncia” de direcao de magnetizagao,
podendo flutuar entre os ¢ estados indefinidamente (ou durante um tempo infinito).
Além disso, quando estamos numa faixa de temperatura proxima de zero, natural-
mente o sistema tem maior dificuldade de mudar de configuragdo por se encontrar

num regime térmico quase estatico (congelado). Para temperaturas proximas de T, o
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Figura 4.4: Dano médio < Ds(t) > do modelo de Potts com ¢ = 3 estados, em fungao
do tempo t para as temperaturas 7' = 0,20 e T" = 0,99. Simulacao sobre M = 100

amostras usando a condi¢do inicial (b) na rede quadrada com L = 64.

sistema encontra-se em regime de transicao de fase, o que pode resultar em tempos
bastante longos (ou mesmo infinitos) para as configuragoes alcancarem o equilibrio
termodinamico.

Repetimos todo procedimento anteriormente citado para o modelo de Potts
com g = 2, 4, 5, 6 e 7 estados. Observamos que, o modelo com ¢ = 2 estados
apresenta apenas duas fases dindmicas para o dano (ver figura 4.5), uma a baixas
temperaturas (T < Ty ~ T, ~ 1,134...) na qual o dano é nao nulo e apresenta efeito
de memoria, e outra a altas temperaturas (7" > T,) na qual o dano é nulo e independe
das condicoes iniciais. Classificamos estas fases como ferromagnética e paramagnética
respectivamente. A presenca destas duas fases concorda com as fases termodinamicas
do modelo de Ising bidimensional.

Para ¢ > 3 o0 modelo apresenta sempre trés fases dinamicas para o dano. Nos
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Figura 4.5: Dano médio < Ds > em funcao da temperatura T para o modelode Potts

com g = 2 estados. A média termodinamica foi feita sobre M = 100 amostras

associamos duas destas fases as fases ferrmagnética (T' < Ty ~ T.) e paramagnética
(T'" > T1). A fase intermediaria (7, < T < T; ) denominada fase cadtica (P =
1), apresenta, para todos os nimeros de estados, um dano ndo nulo independente
das condicoes iniciais. Note que, para todos os casos, a temperatura em que ocorre
a primeira transicao T, coincide, no limite da precisao de nossos calculos, com a
temperatura critica estatica 7, do modelo. Na figura 4.6 podemos ver as curvas de
dano para o modelo com ¢ = 2, 3, ... e 7 estados.

Conseguimos verificar que, sendo o dano Ds(t) uma fungio do tempo ¢, a tem-
peratura de transi¢ao 77 encontra-se na mesma classe de universalidade da percolagao
direcionada, em que o dano obedece uma lei de poténcia do tipo D(t) ~ t~° com
0 ~ 0,46 em duas dimensoes. Na figura 4.7 mostramos um grafico log-log do dano

médio < Ds(t) > em fungado do tempo ¢ para diferentes valores de temperatura em

torno de 77 que nos permite estimar a temperatura de transicao 77 para ¢ = 3 e 7.
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Figura 4.6: Dano médio < Ds(t = 10000) > em funcao da temperatura T para o
modelo de Potts com os nimeros de estados: (i) ¢ = 2, (ii) ¢ = 3, (iii) ¢ = 4, (iv)
q=>5,(v)q=06e(vi) g =7. A média termodinamica foi feita sobre M = 100 amostras
numa rede quadrada com L = 64. As linhas tracejadas indicam as temperaturas da

transicao 17 e Ts.
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Dentro da precisao dos nossos resultados, o valor da temperatura 7% para o modelo

de Potts é

T, =1,130 £ 0,003 para ¢ =3 (4.13)

Ty =0,974+ 0,003 para ¢=7 (4.14)

Para os outros valores de ¢, acreditamos que esta transicao em 7} esteja sempre na
classe de universalidade da percolacao direcionada.

Mudamos a definicao de dano entre as configuracoes para a que foi proposta
neste trabalho Dg(t) (equagdo 4.4) e novamente estudamos o modelo de Potts com
q estados sujeito a dinamica de banho térmico. Partimos das mesmas configuragoes
com as mesmas condicoes iniciais vistas anteriormente e observamos trés fases para
o dano, para todos os nimeros de estados ¢ > 3, semelhante ao obtido em [11]
para ¢ = 3. As fases se caracterizam nas regides: a baixas temperaturas (T <
T, =~ T;) (com T, = 1/In[1 + ,/q] correspondendo & temperatura estatica do modelo)
denominada de ferromagnética; a altas temperaturas (7" > T7) encontramos a fase
que denominamos de paramagnética; e para o intervalo de temperaturas entre as
fases ferromagnética e paramagnética (To < T' < T}) encontramos a fase cadtica que
nao possui correspondente termodinamico. A figura 4.8 mostra o resultado de uma
simula¢ao do dano médio < Dg(t) > em funcdo da temperatura 7' para o modelo de
Potts com g = 3 estados. A figura 4.9 mostra os resultados de simulagdes do modelo
para g = 4, ..., 7 estados. Qualitativamente, nossos resultados concordam com as trés
fases dinamicas do dano obtidas por Luz et al [13], no entanto, as temperaturas 7 da
segunda transicao nao coincidem nos dois casos.

A primeira vista, na regido de baixas temperaturas o dano aparenta possuir
uma dependéncia com a condicao inicial, o que constatamos nao ser verdade, pois,
para tempos longos (7" — 00), o valor do dano converge a zero para qualquer condigao
inicial aplicada. Este resultado revelou que, para tempos de simulagoes iguais a t =
10000 passos de Monte Carlo, o dano Dg(t) ndo atinge seu valor assintotico partindo

das condigoes iniciais (b) e (¢) mesmo fora de T,.. A figura 4.10 mostra o resultado de
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Figura 4.7: Graficos log-log do dano médio < Ds(t) > em fun¢ao do tempo ¢ para o
modelo de Potts com ¢ = 3 e ¢ = 7 niimeros de estados. Os valores de temperatura
estao em torno da temperatura da segunda transicao 7T; de cada modelo. As retas

tracejadas servem de guia para a inclinagao 0,46.
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Figura 4.8: Dano médio < Dg(t) > em funcdo da temperatura T para o modelo de
Potts com ¢ = 3 estados, partindo das condigbes inciais (a), (b) e (¢). Os spins da
rede quadrada com L = 64 evoluiram durante ¢ = 10000 passos de Monte Carlo e a

média termodinamica foi feita sobre M = 100 amostras.

uma evolucdo temporal do dano, partindo da condi¢ao inicial (b), para alguns valores
de temperatura.

Uma caracteristica importante da definicdo de dano Dg(t) proposta neste tra-
balho é que, quando comparada com a definicdo Ds(t), o dano Dg(t) apresenta um
comportamento mais lento para atingir seus valores assintoticos, o que nos levou a pro-
curar outras formas para minimizar o tempo de simulacao. Partimos entao em busca
de outras condi¢oes iniciais, ajustadas de forma a minimizar o tempo de simulagao.
Apobs varios testes, optamos por definir condicoes iniciais com certa predominancia
de um determinado estado, de maneira a dar uma certa “preferéncia”’ de direcao de
magnetizacao para as configuracoes. Condigoes iniciais parcialmente ordenadas fo-
ram utilizadas também por Grassberger em [44|. Assim, foram definidas as seguintes

condigoes:
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Figura 4.9: Dano médio < Dg(t) > em funcdo da temperatura T para o modelo de
Potts com ¢ = 4, 5, 6 e 7 estados respectivamente. Os spins da rede quadrada com
L = 64 evoluiram durante ¢ = 10000 passos de Monte Carlo e a média termodinamica

foi feita sobre M = 100 amostras.

(d) {QZ-(A)(O)} aleatoria com predominancia de um dos ¢ estados escolhido
aleatoriamente a cada nova amostra e {Si(B)(O)} aleatoria com predominancia de um
dos ¢ estados escolhido aleatériamente sem relacao com {gi(A)(O)};

(&) {5 0)

} aleatéria com predominancia de um dos ¢ estados com proba-
bilidade 1/q e {SA-(B)(O)} = {S(A)(O)} exceto por 50% dos spins serem escolhidos

2 2

aleatoriamente desde que S”Z(B) # gi(A);
(f) idem (e) mas com apenas 5% dos spins escolhidos aleatoriamente.

Na proxima secao estudaremos o método de propagagao de danos no modelo
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com ¢ = 3 estados nas temperaturas 7' = 0,20 e 7' = 0, 99 partindo da condicao inicial
(b). Os spins da rede quadrada com L = 64 evoluiram durante ¢ = 10000 passos de

Monte Carlo e a média termodinamica foi feita sobre M = 100 amostras.

de Potts partindo destas novas condicoes iniciais usando a dinamica de Metropolis.

4.3 Simulacoes com a dinidmica de Metropolis

Como vimos, os resultados do método de propagacao de danos no modelo de Potts
com g = 3, 4, 5, 6 e 7 nimeros de estados, levaram ao aparecimento de trés fases
dinamicas para o dano quando o sistema evoluiu sob a dinamica de banho térmico.
Para estudarmos o comportamento das fases do dano quando o sistema é submetido
a uma dindmica que preserva a invariancia rotacional, passamos a evoluir as confi-
guragoes de acordo com a dinamica de Metropolis. Lembrando que nesta dinamica,
se uma determinada configuracao {o;(0)} evolui para {o;(t)}, entdao a configuracao

{0:(0) + ¢} evolui para {o;(t) + ¢}, mantendo a invariancia rotacional.
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Figura 4.11: Dano médio < Dg(t) > em fungdo da temperatura 7' para o modelo
de Potts com ¢ = 3 estados partindo da condicao inicial (b). Cada curva representa
o tempo no qual as configuragoes evoluiram. A média termodinamica foi feita sobre

M = 100 configuragoes de redes quadradas com L = 64.

Inicialmente testamos as condigoes inicias propostas por Da Silva et al (condi-
¢oes (a), (b) e (¢)) no modelo submetido a esta nova dinamica e observamos novamente
o fato do sistema nao entrar em equilibrio a baixas temperaturas. A figura 4.11 mos-
tra o comportamento do dano médio < Dg(t) > em funcao da temperatura 7' para o
modelo de Potts com ¢ = 3 estados, partindo da condigao inicial (b). As curvas do
grafico mostram a dependéncia do dano com o tempo, indicando que o valor assinto-

tico do dano a baixas temperaturas nao foi alcancado (D(T' < Ty = T.,t — o0) = 0).
Quando partimos das condigoes iniciais parcialmente ordenadas, o tempo de

simulagao se reduz consideravelmente. Gragcas a esta dininuicao, melhoramos a média

termodindmica do dano. Primeiramente evoluimos o sistema durante um transiente
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de tempo tr = 3000 suficiente para que o dano atingisse seu valor assintotico em
praticamente todo intervalo de temperaturas (exceto na regiao muito proxima a T,).
Em seguida monitoramos o dano a cada passo de Monte Carlo durante um tempo
t = 3000. Para cada temperatura, repetimos este processo para um total de M = 100
amostras. Isto significa que a média termodinamica do dano foi feita no tempo e no

numero de amostras, ou seja,

D)= YN, D) (4.15)
D(t) = Ao S0 Do (1) (4.16)
<D(t)>= 4N D) (4.17)

em que N = L? corresponde ao nimero total de spins da rede, ty;ax é o tempo total
em que o dano foi monitorado e M é o ntmero total de amostras. Manteremos a
notagio < D(t) > para denotar o dano médio < D(t) >.

A figura 4.12 mostra o comportamento do dano médio < Ds(t) > para o modelo
com ¢ = 3 estados. Note que, quando a dinamica de evolucao preserva a invariancia
rotacional do sistema, o dano apresenta somente duas fases dinamicas, correspondendo
as fases ferromagnética e paramagnética. Como o dano Dy nao preserva a invariancia
entre configuragoes giradas globalmente, a fase ferromagética (T' < T, ~ T.) apresenta
efeito de memoria. Na figura 4.13 mostramos o dano médio < Ds(t) > em fungao da
temperatura 71" para o modelo de Potts com ¢ = 2, 3, ..., 7 estados. Estes resultados
concordam qualitativamente com os resultados obtidos por Bibiano et al [12] para o
modelo de Potts com ¢ estados.

Comparamos novamente as duas configuragoes partindo das condicoes iniciais
(d), (e) e (f) mas usando a defini¢do de dano Dg. A figura 4.14 mostra o compor-
tamento do dano médio < Dg(t) > em fungdo da temperatura 7' para o modelo de
Potts com g = 2, 3, ... e 7 estados. Observamos que, além do dano médio apresentar
apenas duas fases, ele ¢ completamente independente da condicao inicial, ou seja, nao
apresenta efeito de memoria, analogamente ao resultado obitido por Chiu et al [6]

no modelo XY. Na figura 4.15 podemos observar, separadamente, o comportamento
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Figura 4.12: Dano médio < Ds(t) > em fung¢ao da temperatura T para o modelo de
Potts com ¢ = 3 estados. Os quadrados, circulos e triangulos vazios correspondem,
respectivamente, as condigoes iniciais (d), (e) e (f). A média termodinamica foi feita

sobre M = 100 configuracoes de redes quadradas com L = 64.

do dano médio < Dg(t) > para cada um dos ¢ = 2, 3, ..., 7 nimeros de estados do
modelo.

Os valores assintoticos do dano na fase paramagnética nao concordam com os
obtidos com a definicdo do dano D;. Com esta definicao, existem apenas ¢ confi-
guracoes possiveis entre dois sitios sendo que apenas ¢(q — 1) correspondem a con-
figuragoes danificadas. Usando a definicao de dano Dg, esta andlise fica bem mais
complexa, uma vez que gracas ao termo da magnetizacao global m, passamos a ter
infinitas configuracoes possiveis entre dois sitios. Na representacao vetorial do modelo
de Potts, a convergéncia da fungao delta de Kronecker < d, >— 1/¢, corresponde a
< Sa ° 5’5 >— 0, ou seja, os vetores de estados S'a e 5’5 sao ortogonais na média.

A tabela 4.1 mostra os valores assintdticos do dano médio < De(t,T > Ty) >
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Figura 4.13: Dano médio < Ds(t) > em fungao da temperatura 7" para o modelo de

Potts com os respectivos nimeros de estados: (i) ¢ = 2; (ii) ¢ = 3; (iii) ¢ = 4; (iv)

q=75;(v) ¢ =06; (vi) ¢ = 7. Os quadrados, circulos e triangulos vazios correspondem,

respectivamente, as condigoes iniciais (d), (e) e (f). A média termodinamica foi feita

sobre M = 100 configuracoes de redes quadradas com L = 64.
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Figura 4.14: Dano médio < Dg(t) > em func¢do da temperatura 7' para o modelo de

Potts com ¢ estados evoluindo de acordo com a dinamica de Metropolis.

para o modelo com os niimeros de estados ¢ =2, 3, ... e 7.

Até o momento, nao conseguimos determinar uma relacao analitica, em funcao
dos ¢ estados, que definisse o valor assintético do dano Dg no limite termodinamico,
mas observamos que o dano tem um comportamento do tipo lei de poténcia em fun¢ao

dos ¢ nimeros de estados da forma

D(q, T — ) = q 7 (4.18)

em que v = 1,386 £ 0,001. A figura 4.16 mostra o comportamento do Dg(T > Ty)
em funcao do nimero de estados q.

Conjecturamos a possibilidade de definir a ordem da transicao de fase anali-
zando o comportamento do dano na vizinhanca da temperatura critica T,;. Esperamos
que, para tempos suficientemente longos, tenhamos um salto abrupto no valor do dano

em torno de Ty, como o que foi detectado por Luz et al em [13]. Os picos observados
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Figura 4.15: Dano médio < Dg(t) > em funcdo da temperatura 7" para o modelo de
Potts com os respectivos nimeros de estados: (i) ¢ = 2; (ii) ¢ = 3; (iii) ¢ = 4; (iv)

q="5;(v) ¢ =06; (vi) ¢ = 7. Os quadrados, circulos e tridngulos vazios correspondem,
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respectivamente, as condigoes iniciais (d), (e) e (f).
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Figura 4.16: No primeiro grafico, mostramos o comportamento do valor assintético
do dano médio < Dg(t) > na fase paramagnética em fungao dos g estados do modelo
de Potts. No segundo grafico, identificamos um comportamento do dano médio como

lei de poténcia em termos de ¢, ou seja, D(q) ~ ¢~ com v = 1,386 £ 0, 001.
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< Dg(t, T > Ty) >

0,49875
0,29729
0,19147
0,13964
0,10959
0,09008

N[O | O e W N

Tabela 4.1: Valores assintoticos do dano médio < Dg(t,T > T,;) > para o modelo de
Potts com os niimeros de estados ¢ = 2, 3, ... e 7 obtidos por meio de simulacoes
de Monte Carlo usando a dindmica de Metropolis. O dano foi monitorado por ¢t =
20000 passos de Monte Carlo apds o sistema entrar em equilibrio termodinamico na
temperatura 7' = 3.0. A simulacao foi repetida para M = 100 amostras e em seguida

feita a média termodinamica do dano.

nos estados ¢ > 3 sao consequéncia da lentidao do sistema em atingir o equilibrio
perto da temperatura de transicao.

Por fim, procuramos um método para prever a temperatura de transicao do
modelo. Identificamos a temperatura de transicdo do modelo de Potts com g =3¢ 7
numeros de estados por meio de uma mudancga no comportamento temporal do dano
em torno da temperatura de transicao. A figura 4.17 mostra dois graficos log-log com
o comportamento do dano médio < Dg(t) > em fungao do tempo ¢ para o modelo de
Potts com ¢ = 3 e ¢ = 7 estados respectivamente. Dentro da precisao numeérica dos
nossos resultados, estimamos a temperatura de transicao do dano 7T, para o modelo

em:

T,= 0,995+ 0,003, para ¢=3 (4.19)

T,= 0,772 +0,002, para ¢=1717 (4.20)

Essas temperaturas de transicao T; concordam, dentro da precisao dos nossos

resultados, com os valores de T, e acreditamos que isso vale para qualquer gq.
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Figura 4.17: Grafico log-log com o comportamento do dano médio < Dg(t) > em
funcao do tempo ¢ para o modelo de Potts com ¢ = 3 e ¢ = 7 estados respectivamente.
Identificamos a temperatura de transicao para g = 3 estados em T; = 0,995 £ 0,003
e para ¢ = 7 estados em T; = 0,772 £+ 0, 002.
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Capitulo 5

Conclusoes e perspectivas

Concluimos entao que, usando a dinamica de banho térmico, qualquer uma das duas
defini¢oes de dano estudadas apresentam trés fases dinamicas do dano para todos os
q estados (com ¢ > 3) do modelo de Potts, sendo que uma destas fases ndo possui
correspondente termodinamico. A diferenca entre o dano Ds e Dg é que Dg preserva
a igualdade entre duas condiguracoes giradas uma da outra de um angulo ¢. Com
isso, o dano Dg nao apresenta efeito de memoria. Usando a dinamica de Metropolis,
que preserva a invariancia rotacional do sistema, as duas definicoes de dano apresen-
tam apenas duas fases dinamicas. O que difere Ds de Dg é que novamente Dg nao
apresenta efeito de memoria das condigoes iniciais.

Portanto, dada uma dinamica de evolucao e uma definicao de dano que pre-
servam a invariancia rotacional do sistema, o modelo de Potts apresenta apenas duas
fases dinamicas para o dano para todos os ¢ nimeros de estados, sem que nenhuma das
duas fases apresentem efeito de memoria das condicoes iniciais. Além disso, conclui-
mos que a temperatura de transicao do dano 7T, concorda com a temperatura critica
do modelo para todos os ¢, dentro da nossa precisao.

O proximo passo evolve a realizacao de medidas computacionais mais precisas
(maior tempo de simulacdo, redes maiores e maior nimero de amostras) em torno
das temperaturas de transicao do dano 7T, para os ¢ estados do modelo. Esperamos
identificar claramente a ordem da transicao observando o comportamento do dano, ou

seja, esperamos encontrar um salto descontinuo no valor do dano quando a transicao
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for de primeira ordem, como foi encontrado no trabalho de Luz et al [13]. Vamos
estimar as temperaturas de transicao Ty para os outros estados do modelo e, com
o aumento do nimero de amostras e do tempo de simulacao, esperamos melhorar a
precisao das temperaturas ja obtidas. Continuaremos em busca da funcao que define
o valor assintotico do dano médio < Dg(t,T — 00) em fungdo do nimero de estados
q.

Finalmente, concluimos nesse trabalho que, se pretendemos fazer um estudo
do dano em um sistema, fisico, com a esperanca de que os resultados possuam corres-
pondéncia fiel com a termodinamica desse sistema, devemos ter cuidado na escolha
da dindmica e na propria definicao do dano. Aqui abordamos o cuidado que devemos
ter em preservar a simetria rotacional do sistema. Esse procedimento pode ser ftil
no estudo de sistemas mais complicados do que o modelo de Potts, modelos cuja ter-
modindmica nao tenha muitos resultados ja conhecidos. Um exemplo é o modelo de
vidro de spin de Ising £J na rede quadrada. Existe um consenso na literatura de que
esse sistema nao apresenta nenhuma transicao de fase termodinamica. No entanto,
na dinamica de banho térmico, esse sistema apresenta um transicao de dano.

Pretendemos aplicar as técnicas propostas aqui para esse modelo nas redes
quadrada e ctbica e investigar a existéncia das transicoes de fase termodinadmicas

neste modelo através do estudo do dano.
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